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REVDE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

DURÈGE  (H),  ord.  Prof,  au  dcr  Univcrsitat  zu  Prag.  —  Die 
EDE!VEN  CuRVEN  DuiTTER  Ordnung  ,  cinc  Zusammcnstellung 
ilirer  bekanntercn  Eigeuscliaftcii.  —  Leipzig,  Teubner;    1871. 

La  théorie  des  courbes  planes  de  degré  supérieur  a  fait,  de- 
puis le  commencement  du  siècle,  des  progrès  considérables,  dont 
l'origine  se  trouve  dans  les  méthodes  fécondes  de  la  Géométrie  mo- 
derne, et  qui  ont  doté  l'Analyse  de  deux  moyens  puissants  d'in- 
vestigation :  les  coordonnées  homogènes  et  les  coordonnées  trili- 
néaires.  L'Algèbre,  mise  en  possession  d'une  méthode  générale  et 
uniforme,  a  tenu  dignement  sa  place  à  côté  des  méthodes  synthé- 
tiques; la  théorie  des  invariants,  celle  des  fonctions  abéliennes 
permettent  de  pénétrer  avec  facilité  au  cœur  de  la  théorie  des 
courbes  algébriques  et  d'en  développer  les  propriétés  avec  un  ordre 
et  une  élégance  dignes  d'être  remarqués.  Les  courbes  planes  du 
3°  ordre,  étudiées  dejiuis  longtemps  déjà  par  Nevi^ton,  Maclaurin, 
Euler,  ont  été  jjlus  spécialement  considérées  par  les  analystes  mo- 
dernes,  et  l'on  a  pu  ajouter  un  grand   nombre  de  propositions 


(')  DcRÉGE  (H.),  professeur  à  l'UnÏTersité  de  Prague.  Les  courbes  planes  du  3'  ordre, 
exposition  sjstématiifue  de  leurs  propriétés  tes  plus  connues.  In-S",  xii-33/|  pages  avec 
')/|  li|;ui-es  dans  le  teste.  Piix  :  ^]^',■]^. 
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nouvelles  à  relies  c[ui  nous  avaient  été  léguées  par  les  anciens 
géomètres.  M.  Salnion,  dans  un  Traité  peu  eonnu  et  très-rare,  a 
étudié  exelusivcment  les  propriétés  de  ces  courbes;  M.  Crcmona, 
dans  son  Introduclion  à  une  tliéorie  générale  des  courhes  planes, 
leur  a  consacré  toute  une  partie  de  son  exposition.  M.  Cayley  leur 
av  ait  appliqué  les  méthodes  de  l'Algèbre  moderne  et  de  la  théorie 
des  invariants.  M.  Clebsch,  à  son  tour,  a  développé  dans  le  Journal 
de  Borcliardt  les  rapports  que  présente  la  théorie  des  courbes 
du  3"  ordre  avec  celle  des  fonctions  elliptiques.  De  cette  manière, 
le  célèbre  théorème  de  Maclaurin,  les  propriétés  des  points  d'in- 
flejcion^i  et  plusieurs  théorèmes  de  M.  Salmoii  dcvicniu'ut  pour 
ainsi  dire  évidents,  et,  une  fois  les  principes  bien  compris,  le  lec- 
teur est  mis  en  possession  d'une  méthode  simple  qui  lui  permet 
de  résoudre  les  questions  en  apjiarence  les  plus  difficiles. 

M.  Durège,  dont  les  leçons  sur  les  fonctions  elliptiques  ont  eu, 
comme  on  sait,  le  plus  grand  succès,  s'est  proposé  d'appliquer  son 
remarquable  talent  d'exposition  à  la  théorie  des  courbes  planes 
du  3'^  ordre.  Le  nouveau  volume  de  33o  pages  qu'il  vient  de  publier 
est  écrit  avec  la  plus  grande  clarté,  et  il  est  de  nature  à  être  com- 
pris par  toute  personne  ayant  suivi  un  cours  élémentaire  de  Géo- 
métrie analytique.  L'auteur,  dans  une  Introduction  de  i3o  pages, 
développe  avec  soin  toutes  les  propositions  dont  il  aura  besoin.  Un 
premier  chapitre  est  consacré  aux  leinmes  empruntés  à  l'Algèbre. 
Dans  le  second  et  le  troisièjne,  l'auteur  expose  avec  beaucoup  de 
clarté  la  théorie  des  coordonnées  homogènes  et  les  propositions  de 
la  théorie  des  coniques  dont  il  aura  besoin,  soit  pour  la  construction 
de  la  coiu'be  du  3*^  ordre  déterminée  par  9  points,  soit  pour  la  dé- 
monstration de  quelques  théorèmes.  La  fin  de  l'Introduction  est 
consacrée  aux  propositions  de  la  théorie  générale  des  courbes  algé- 
jiriques  sur  la  classe,  les  points  multiples,  les  points  d'inflexion^ 
la  J/essienne,  et  sur  un  mode  spécial  de  transformation  dû  à  Steiner 
et  développé  par  lui  en  i832. 

La  deuxième  Partie  de  l'Ouvrage  traite  des  propriétés  des  courbes 
du  3"^  ordre.  L'auteur  y  montre  cominent  on  peut  construire  la 
courbe  générale  du  3°  ordre,  déterminée  par  neuf  points  ou  par 
d'autres  conditions  ;'comment  on  peut  construire  le  neuvième  point 
commun  à  toutes  les  cubiques  passant  par  huit  points,  etc. 

La  théorie  des  polaires  trouve  naturellement  son  application  dans 
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l'élude  clos  courbes  du  3'^  ordre.  Ln  point  du  plan  a,  par  rapport  à 
la  courbe,  une  droite  polaire  et  une  conif/ue  polaire.  11  faut  aussi 
considérer  ce  que  M.  Creniona  a  appelé  la  polaire  mixte  de  deiix 
points  A,  B.  C'est  la  droite  polaire  de  A  par  rapport  à  la  conicpie 
polaire  de  B,  ou  inversement  la  droite  polaire  de  B  par  rapport  à 
la  conique  polaire  de  A.  On  appelle  encore  polocom<pie  d'une 
droite  G  l'enveloppe  des  droites  polaires  de  tous  les  points  de  G, 
ou  le  lieu  des  points  dont  la  conique  polaire  est  tangente  à  G;  il  y 
a  aussi  une  poloconiquc  mixte  de  deux  droites,  dont  on  peut  voir 
la  définition,  soit  dans  le  livre  de  M.  Durège,  soit  dans  celui  de 
jNI.  Cremona.  Ce  ne  sont  pas  là  les  seuls  éléments  à  considérer  ;  il  y 
a  aussi  les  quaternes,  formés  des  quatre  points  de  contact  des  tan- 
gentes issues  d'un  point  de  la  courbe  ;  la  liessienne,  qui  est  le  lieu 
des  points  dont  la  polaire  conique  se  décompose  en  deux  droites  ;  la 
Cayleyenne.,  qui  est  l'enveloppe  des  droites  dans  lesquelles  se  dé- 
compose la  conique  polaire  d'un  point  de  la  Hessienne,  et  qui  est 
une  courbe  du  6'^  ordre  et  de  la  3"  classe.  On  doit  aussi  considérer 
les  droites  et  les  coniques  satellites.  La  définition  de  la  conique 
satellite,  par  exemple,  est  la  suivante  :  Si  d'un  point  A  on  mène  les 
6  tangentes  à  la  courbe,  les  6  points  de  contact  sont  sur  la  conique 
S,  polaire  de  A;  mais  ces  tangentes  coupent  la  courbe  en  6  nou- 
veaux points,  eux  aussi  sur  une  conique  2'  qui  est  appelée  la 
conique  satellite.,  et  qui  est  doublement  tangente  à  2.  Enfin,  on  a 
à  examiner  les  coniques  tangentes  ou  osculatrices  à  la  courbe, 
ainsi  que  les  faisceaux  de  courbes  du  3"^  ordre.  On  appelle,  d'après 
ÎNI.  Sylvester,  syzygètiques  ceux  qui  sont  formés  de  courbes 
passant  par  9  points  fiscs,  qui  sont  pour  toutes  les  courbes  les 
9  points  d'inflexion.  On  voit  quel  ensemble  considérable  de  pro- 
priétés M.  Durège  avait  à  exposer,  et  l'on  peut  dire  qu'il  a  mis 
de  l'ordre  et  de  la  clarté  dans  le  développement  de  son  sujet.  Si 
nous  avions  quelques  critiques  à  lui  adresser,  nous  lui  reprocbe- 
rions  de  s'être  plus  préoccupé  des  propriétés  que  des  méthodes,  et 
de  ne  pas  avoir  donné  avec  une  rigueur  suffisante  les  points  fonda- 
mentaux. On  sait  bien  maintenant,  — M.  Lemonnier  l'a  démon- 
tré dans  sa  Thèse,  —  que  la  forme  canonique 

x^-\-  y^  +  z^  —  3  K  xyz  =  o 

ne  peut  être  employée  pour  toutes  les  courbes  du    3'^  ordre  fmème 
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sans  point  doiAle).  Cette  forme  ne  peut  donc  servir  de  base  à  un 
exposé  élémentaire  cl  complet  de  la  théorie  des  points  d'inflexion. 

G.  D. 


Liste  des  oi"sbages  cités  dans  le  livre  de  M.  Durège. 

Salmnn.  —  Higher  plane  Curves. 

Salmon.  —  Conic  Sections. 

Môbius.  —  Der  barvcentrische  CalcuL  Leipzig,  1827. 

Cremona.  —  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica  dcllc  cur\  e  piane. 

Salmon.  —  Modem  higher  Algebra. 

De  Jonquières.  —  Généralisation  de  la  théorie  de  linvolution.  (Jiinnli  di 
Matewaticn,  t.  H,  p.  86.) 

Steiner.  —  Vorlesungen  iiber  synthethische  Géométrie  ;  (  publiées  par  Schroter.) 

Hesse.  —  Zur  Théorie  der  ganzen  homogenen  Functionen.  [Journnl de  Crelle, 
t.  S6.) 

Plûcker.  —  Théorie  der  algebraischen  Curven. 

Grassmann.  —  Tlieorie  der  Centralen.  {Journal de  Crelle,  t.  2i.) 

Chastes.  —  Géométrie  supérieure. 

Steiner.  —  Systemalische  Entwickelung  der  Abhangigkcit,  etc.  Berlin,  i832. 

Poncelet.  —  Analyse  des  transversales. 

Chastes.  —  Construction  de  la  courbe  du  3'  ordre.  (  Comptes  rendus  des  séances 
de  V Académie  des  Sciences,  t.  XXXVI.) 

Rart.  —  Construction  by  the  Rulor  alone  to  détermine  the  nintli  point  of  inter- 
section of  two  Curves  the  third  Degree.  (Cambridge and  Dublin  M.  J.,  v.VL  i85i.) 

Cayley.  —  Memoir  on  Curves  of  the  third  Order.  (P/iil.  Trans.,  v.  CXLVIII.) 

Maclaurin.  —  Traduction  de  son  Traité  dans  les  Mélanges  de  M.  de  Jon- 
quières. 

Serret .  —  Algèbre  supérieure. 

Salmon.  —  Lettre  à  M.  Crelle.  {Journal de  Crelle,  t.  39.) 

Salmon.  —  Théorèmes  sur  les  courbes  du  3^  degré.  (  W.,  t.  42.) 

Pliicher.  —  System  der  analytischen  Géométrie. 

Hesse. —  Eigenschaften  der  Wendepuncte,  etc.  {Journal  de  Crelle,  t.  38.) 

Cayley. —  Mémoire  sur  les  courbes  du  3"  ordre.  {Journal  de  LinuviUc ,  t.  IX.) 

Sam.  Roberts.  —  On  the  intersection,  etc.  {Quart.  Journ.,  ni,  laS.) 

Hesse.  —  Ueber  Curven  3.  Ordnung.  {Journal de  Crelle,  t.  36.) 

Clebsch. —  Ueber  die  Wendetangenten  der  Curven  3.  Ordnung.  {Journal  de 
Crelle,  t.  58.) 

Steiner. —  Journal  de  Crelle,  t.  3,  p.  3oo. 

Salmon.  —  On  Curves  of  the  third  Order.  {Phil.  Trans.,  v.  CXLVIII.) 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MAl'EMATIFIECKIll  CROPHHK'b,  iis^aBacMbift  Mockobckmmt. 
MaTeMaTii'iecKiiMTi  OGiucctbomT).  —  MocRea.  Tiin()rpa4ii>i 
A.  II.  MaMOHTOBa  ii  K°,  Bo.ibuiaa   /î,MHTpoBKa,  a-  N"  7  (*). 

T.  I,   1866  (^). 

Biographie  de  Nicolas -Dmitrievitch  Braschmann  (avec  por- 
trait). (16  p.) 

Lettres  ^'Ostrogradsky  nu  professeur  Braschimann  (en  fran- 
çais). (12  p.) 

Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  —  Formule  générale  ren- 
fermant toute  la  Mécanique.  —  Sur  une  équation  dillérentielle  du 
second  ordre.  —  Formule  générale  pour  les  percussions.  —  Pen- 
dule de  Foucault. 

BotJGAÏEF  (N.-V.).  —  Identités  ruimérir/ues  qui  se  rattachent 
aux  propriétés  du  symbole  E.  (i6a  p.) 

On  désigne,  comme  on  sait,  par  E  (.r)  l'entier  compris  entre  x —  1 
et  X.  — ■  Première  loi  des  identités  numériques.  —  Extension  dos 
lois  des  identités  numériques  aux  fonctions  numériques. 

ZiNGER  (V.-I.).  —  Sur  le  nioui'ement  relatif  d' un  projectile. 
(10  p.) 

Alexéief  (N.).  — Propriété  des  intégrales  des  fonctions  algé- 
briques irrationnelles,  qui  s' expriment  au  moyen  des  logarithmes 
seulement.  (i4  p.) 

Alexéief  (N.).  —  Intégration  des  différentielles  contenant  la 
racine  carrée  d'un  polynôme  du  quatrième  degré,   et  des  dijj'é- 


(*)  Recueil  jnatliématique,  publié  par  la  Société  mntltématique  de  Moscou.  Moscou, 
imprimerie  de  A.  I.  Mamontof  et  C"',  Bolchaïa  Dmitrofka,  n°  7.  Ce  journal,  fondé  en 
1866,  forme  chaque  année  un  volume  paraissanten  quatre  fascicules  gr.  in-S". Chaque 
fascicule  se  compose  de  deux  parties,  paginées  séparément:  la  première  contenant  des 
Mémoires  originaux,  la  seconde  des  Mélanges,  des  énoncés  de  problèmes  avec  les  solu- 
tions, et  des  articles  biographiques  et  bibliographiques  ;  en  langue  russe.  Prix  de  chaque 
volume  :  3  roubles  5o  kopeks. 

(')  Nous  indiquerons  seulement  les  litres  et  les  sommaires  très-abrégés  des  Mé- 
moires contenus  dans  les  trois  premiers  volumes  de  cette  importante  publication. 
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rpHtielIcs  cojitenanl  la  racine  cnbif/iie  d'an  polynôme    du  troi- 
sième degré.  (a6p.) 

RiiAscHMANîv  (N.-I).).  —  Déterminer  In  pression  d'un  fleuve 
sur  ses  rives,  provenant  du  mouvement  de  rotation  de  la.  Terre 
autour  de  son  axe.  (12  p.) 

Olrotssof  (le  Prince  S. -S.).  — Sur  le  facteur  d'intégration 
des  équations   aux  différences  et   des   équations   différentielles. 

(66p.) 

Métlioile  d'intégration  iinmédiato  des  éqnalions  aux  dillércnces. 
—  Du  l'aeteur  d'intégration  des  dillércnces  inexactes.  — Kcmarques 
touchant  les  équations  dillérentielles  du  premier  ordre,  qui  se 
tirent  de  l'équation  primitive  au  moyen  de  deux  opérations  suc- 
cessives :  la  difîérenùation  et  l'élimination  de  la  constante.  —  Sur 
le  facteur  d'intégration  des  équations  di/lérentielles  linéaires.  — 
Dépendance  qui  existe  entre  les  facteiu's  d'intégration  provenant 
de  telle  ou  telle  équation  primitive.  —  La  question  du  changement 
de  la  variahle  indépendante  .r  en  une  autre  t  se  ramène  à  la 
recherche  de  la  valeur  du  i'acteur  d'intégration.  —  Lemme.  —  Con- 
clusion. —  Appendice. 

TcHF.BYCHEF  (P.-L.).  —  T)éveloppement  en  série  nu  nanen  des 
fractions  continues.  (6  p.) 

Letnikof  (A.-V.).  —  Sur  les  condilio/is  d'inléi^raliilité  de  quel- 
ques éipialions  différentielles.  (54  P-) 

Davidof  (A. -T.). —  /ù/untions  nux  différentielles pnrtielles  d'or- 
dre quelconque,  {^o  j).) 

PeteusOjN  (K.-IM.).  —  .S'/(/'  les  relations  et  les  nfjinités  entre  les 
surfaces  courbes.  (48  p.) 

Kn\?iDTiiKOF  (M. -F.).  —  Déteiniinalion  de  V influence  de  In 
variation  du  sphéroïde  terrestre  sur  les  coordonnées  des  points 
de  la  surface,  (n  p.) 

I0UHTEF  (S. -A.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles linéaires  à  coefficients  variables.  (26}).) 

Si.ounsKV  (F. -A.).  —  Sur  l'équilibre  et  le  mouvement  d'un 
fluide  sous  l'action  mutuelle  de  ses  parties.  (20  p.) 
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T.  II,  1867. 

TcHEBYCHEF  (P.-L.}.  —  Suf  les  vcileurs  moyennes.  (8  p.) 

BouGAÏEF  (lN.-\'.).  —  Théorème  général  de  la  théorie  des 
nombres  avec  une  fonction  arbitraire.  (7  p.) 

PetersojN  (K..-M.).  —  Des  courbes  sur  les  surfaces.  (28  p.) 

Sloudsky  (F. -A.). —  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  (7  p.) 

Sabijn'ine  (E.-F.).  — Sur  le  terme  complémentaire  de  la  for- 
mule de  Gauss.  (19  p.) 

Il  s'agit  de  la  formule  pour  le  caleul  approché  d'une  iiilégrale 
définie. 

TcHEBYCHEF  (P.-L.^.  —  Sur  i intégration  des  différentielles 
simples  contenant  un  radical  cubique.  (8  p.) 

Alexéief  (N.-ÎN.).  —  Coordonnées  curvilignes  orthogonales 
dans  leur  application  à  i étude  de  la  courbure  des  courbes  sur 
différentes  surfaces.  (46  p.) 

Davidof  (A.-I.).  —  Sur  la  représentation  géomét/i(/ue  des 
fondions  ellipti(/ues  de  première  espèce.  (18  p.) 

Talyzijne  (ÏNI.-I.).  —  Sur  le  pri/icipe  de  la  moindre  action. 
(34  p.) 

ZiiVGER.  (V.-I.).  —  Sur  le  inoM'enienl  d' une  nuisse  fluide  libre. 
(.2  p.) 

OuuoLssoF  (le  Prince  S. -S.).  —  Sur  la  solution  du  problème  du 
cavalier  aux  échecs.  (89  p.) 

BuEDiKHiKE  (F.-A.).  —  Vibrations  du  no)au  des  comètes. 
(-9  P-) 

SoKOLOF  (I.-D.).  —  Le  théorème  de  Poisson  :  («,  (3)  =^  consl., 
déduit  immédiatement  des  é(/ nations  du  mouvement,  (8  p.) 

LouBiMOF  (N.-A.).  —  Transport  électritjue  de  la  chaleur,  et 
étude  de  la  t/uantité  d'électricité  au  point  de  vue  de  la  théorie 
djnamique.  (42  p.) 

Sloldsky  (F.-A.;,  — Différence  de  longitude  entre  Moscou  et 
Podolsk.  (j  p.) 
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\  lERTELJAHRSSCHRIFT  der    Astuo>ojtische3î   Gesellschaft. 

Beobachlung  der  Sterne  des  nordlichen  Ilimmels  bis  zur  neunlen 
Grosse. 

La  Société  Astrouomicpio  a  ciilrcpris,  comme  oii  sait,  la  déturmi- 
nation  nouvelle  et  précise  des  étoiles  du  ciel  boréal  compi'iscs  cuire 
—  2°  et  4-  80°  de  décliuaisou,  jusqu'à  la  9"  grandeur;  elle  a  par- 
tagé le  travail  entre  uu  certain  nombre  d'observatoires.  La  zone 
5o° — 55°,  encore  vacante,  vient  d'être  confiée  à  M.  A\inlock,  de 
l'Observatoire  de  Harvard  Collège,  à  Cambridge  (Etats-Unis). 
^L  Fearnley,  de  Cliristiania,  qui  s'est  chargé  de  la  zone  60°  —  70°, 
annonce  que  le  travail  est  commencé  et  domie  des  détails  sur  l'in- 
strument et  sur  les  méthodes  d'observation  qu'il  emploie. 

Soiinen-Ephemeriden  berechnet  von  Kowalczyk. 

JNL  Bruhns  a  réimi,  dans  le  Cahier  de  janvier  1868  de  ce  Journal,  . 
les  comètes  dont  il  est  utile  de  déterminer  de  nouveau  les  orbites 
avec  précision;  ces  diverses  comètes  ont  été  découvertes  dans  les 
années  qui  se  sont  écoulées  entre  1800  et  i83o.  Pour  passer  de 
leurs  positions  géocentriques  aux  lieux  héliocentriques,  il  fallait 
connaître  exactement  les  coordonnées  du  soleil  à  ces  diverses  épo- 
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ques;  ]M.  Kowalczyk  les  a  calculées  à  l'aide  des  Tables  de  IM.  Le 


erner. 


Miltleve  Oerter  der  in  den  Zonen  —  0°  und  —  1°  enthaltenen 
Sterne,  von  Copeland  und  Bôrgen. 

Le  compte  rendu  de  ce  Mémoire  est  de  M.  Argelander. 
]NDL  Copeland  et  Borgeu,  de  rObscrvatoire  de  Gôttingue,  se  sont 
proposés  de  déterminer  exactement  les  positions  des  étoiles  com- 
prises dans  les  zones  —  0°  et  —  1°  de  Bonn,  jusqu'à  la  9^  grandeur, 
et  de  les  réduire  à  i8~j,o.  Ils  ont  comparé  leurs  positions  avec 
celles  du  catalogue  de  Scbjellerup  et  construit  des  tables  auxiliaires 
donnant  les  logarilbmes  des  constantes  connues  rt,  i, . . . .  Des  deux 
observateurs,  l'un  notait  les  passages  et  pointait  l'étoile  entre  les 
deux  Ois  5  l'autre  faisait  la  lecture  des  microscopes  et  d'iui  niveau 
indiquant  les  changements  de  position  du  cadre  des  microscopes. 
L'erreur  de  collimation  c  était  déterminée  à  l'aide  du  bain  de  mer- 
cure, en  tenant  compte  de  l'inclinaison;  elle  s'est  montrée  tout  à 
fait  constante.  La  quantité  n  de  Bessel  était  déterminée  par  l'une 
des  circumpolaires  «  et  0,  plus  rarement  ^,  £  et  jS  Petite  Oiu-se.  La 
formule  de  réduction  employée  est  celle  que  -^L  Klinkerfues  a  fait 
connaître  comme  venant  de  Gauss, 

,                  ,_          qo"  —  ô                C 
a  =  <  H-  A  i  -t-  »i  -i-  r  tant; ■  -t-  ■ ^» 


.-,    O    -T-    #1  ,p   ■-    " 

2  ~~  2 

Cette  formide  remplace,  comme  ou  voit,  les  deux  quantités  tang  0 

et  séc§  par  une  seule  tang 5  mais  il  ne  parait  pas  que  le  calcul 

soit  abrégé,  siu-tout  dans  le  cas  des  petites  déclinaisons  et  dune 
collimation  à  peu  près  constante. 

La  correction  At  de  la  pendule  était  obtenue  au  moyen  des  étoiles 
du  J\autical  yllinanac,  comprises  entre  — 10°  et  -{-10°;  chaque 
soirée,  on  observait  au  moins  quatre  de  ces  étoiles. 

Pour  ce  qui  concerne  les  déclinaisons,  les  collimations  équato- 
riales,  fournies  par  un  assez  grand  uoudjre  d'étoiles  fondamentales 
et  pendant  plusieurs  séries  d'observations,   étaient  employées   à 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  111.  (Janvier  1872.)  2 
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l'oumir  une  collimation  moyenne  (après  qu'on  avait  tenu  compte 
des  indications  du  niveau).  Ce  procédé  ne  semble  pas  assez  exact; 
il  est  à  regretter  aussi  que  les  observateurs  n'aient  pas  donné  d'in- 
dications sur  le  degré  de  concordance  des  coUiniations  indivi- 
duelles. 

M.  Argelauder  ne  pense  pas  que  le  travail  puisse  servir  au  grand 
catalogue  entrepris  par  la  Société  Astronomique ,  en  raison  de 
manque  d'uniformité  dans  l'entreprise;  mais  il  le  trouve  digne 
d'éloges,  et  surtout  pour  le  zèle  et  l'activité  des  deux  astronomes 
qui  ont  pu  effectuer  les  trois  quarts  de  l'ouvrage,  ou  5ooo  observa- 
lions,  en  1 1  mois  seulement.  Dans  son  compte  rendu,  il  fait  des  re- 
clierches  très-intéressantes  sur  l'erreur  probable  d'une  détermina- 
lion  isolée  du  nouveau  catalogue;  il  examine  ses  variations  pour 
l'un  et  l'autre  observateur,  dans  les  deux  positions  de  l'instrument, 
et  il  compare  cette  erreur  probable  à  celles  du  catalogue  de  Sclijel- 
lerup  et  des  observations  de  Bonn. 

Hansen  (P. -A).  —  Geoddtische  Unlersuchungeji.  Leipzig, 
i865,  1867,  1868,  1869. 

(Dans  ces  divers  Mémoires  siu-  la  Géodésie,  M.  Hansen  traite  de 
la  mélhode  des  moindres  carrés  en  général,  de  son  application  à  la 
géodésie,  surtout  pour  la  résolution  d'un  réseau  de  triangles,  et  de 
la  réduction  des  angles  d'un  triangle  spliéroïdique  à  ceux  d'un 
triangle  plan  ou  d'un  triangle  sphérique  de  mêmes  côtés.) 

Ce  qui  suit  est  tiré  du  compte  rendu  de  la  Société  Astrono- 
mique. 

Les  recherches  de  M.  Hansen,  dont  on  s'occupe  ici,  ont  trait  à  la 
solution  d'un  problème  de  haute  Géodésie,  solution  donnée  par  Gauss 
dans  le  Mémoire  célèbre  :  Dist/uisitiones  générales  circn  supetjlcies 
cwuas.  Si,  sur  une  surface  quelconque,  entre  trois  de  ses  points, 
ou  mène  les  lignes  les  plus  courtes,  on  obtient  un  triangle  géodé- 
sic/iiCj  dont  les  côtés  et  les  angles  ne  changent  pas,  quand  on  trans- 
forme la  siu'face  en  une  série  d'autres  par  la  simple  llexion.  Toutes 
ces  formes  sont  applicables  les  unes  gur  les  autres;  eu  particulier, 
dans  le  cas  d'une  surface  applicable  sur  la  sphère  ou  sur  le  plan,  ou 
pourra  toujours  construire  un  triangle  sphérique  ou  un  triangh: 
rectiligne  de  mêmes  côtés  et  mêmes  angles  (jue  le  triangle  géodé- 
sique  considéré.  Quand  ce  cas  ne  se  présente  pas,  on  pourra  encore 
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construire  un  triangle  sphérique  ou  un  triangle  rectiligne  de  mêmes 
côtés  que  le  triangle  géodésique,  et  il  y  aura  lieu  de  chercher  les 
dillérences  entre  les  angles  du  triangle  sj)hérique  ou  du  triangle 
plan  et  ceux  du  triangle  géodésique.  C'est  là  le  problème  résolu 
par  Gauss  dans  le  Mémoire  cité  plus  haut.  Regardant  les  côtés  du 
triangle  géodésique  comme  de  petites  quantités  du  !"■  ordre,  il  a 
développé  en  séries  les  différences  entre  les  angles  du  triangle  rec- 
tiligne et  ceux  du  triangle  géodésique,  en  négligeant  seulement  les 
quantités  du  5'^  ordre  ;  nous  nous  bornerons  à  rappeler  ici  l'expres- 
sion de  l'aire  <7  du  triangle  géodésique  aux  côtés  «,  b^  f,  en  fonction 
de  l'aire  a^  du  triangle  rectiligne  de  mêmes  côtés,  et  des  valeurs  «, 
(3,  y  de  la  courbure  de  la  surface  aux  sommets  du  triangle 


(T„  !  20  '  1 20 

-+-  —  (c'-t-  ia''-\-  26'). 
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M.  Hansen  s'est  proposé  de  pousser  plus  loin  encore  le  dévelop- 
pement de  Gauss,  de  manière  à  atteindre  avec  les  formules  la  préci- 
sion des  mesures  géodésiques  actuelles  ;  voici  comment  il  s'exprime 
au  sujet  de  la  nécessité  de  cette  extension  : 

Dans  le  cas  d'un  ellipsoïde  de  révolution  de  petite  excentricité, 
les  développements  en  série  des  différences  entre  les  angles  du 
triangle  plan  et  ceux  du  triangle  géodésique  se  composent  de  termes 
de  divers  ordres.  «  Les  termes  du  S''  ordre,  dit- il,  ne  sont  pas  tou- 
jours plus  petits  que  ceux  du  4°  5  ils  peuvent  même  devenir  beau- 
coup plus  grands  ;  de  même,  ceux  du  'j^  ordre  peuvent  devenir  plus 
grands  que  ceux  du  6°.  Il  est  à  remarquer  que  l'on  peut  trouver 
de  très-petits  triangles  pour  lesquels  le  cas  en  question  se  présente 
déjà.  11  résulte  de  là  que  l'extension  des  formules  de  Gauss  qui  vont 
jusqu'au  5"^  ordi-e  inclusivement  (à  cause  de  la  petitesse  de  l'excen- 
tricité) aux  termes  du  &^  ordre  n'aurait  été  d'aucune  utilité,  mais 
qu'il  était  nécessaire  d'embrasser  aussi  les  termes  du  7"  ordre,  afin 
d  avoir  une  précision  supérieure  à  celle  de  Gauss.  Par  cette  exten- 
sion, je  suis  arrivé  à  des  expressions  qu'on  peut  emjdoyer,  même 
pour  des  triangles  dont  les  côtés  sont  de  20  degrés.  Je  suis  donc 
allé,  en  général,  un  oi-dre  plus  loin  que  Gauss,  et  deux  ordres  dans 
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les  formules  iSuales  5  ces  dernières  sont  exactes  jusqu'aux  termes  du 
6°  ordre  exclusivement,  et  dans  leur  application  à  rellipsoïde  de 
révolution  de  petite  excentricité,  elles  le  sont  jusqu'aux  termes  du 
8*^  ordre.  » 

Suivent  les  formules  qui  donnent  la  réduction  des  angles  et  de  la 
surface  dans  le  cas  du  triangle  plan  et  dans  le  cas  du  triangle  splié- 
rique.  Aous  donnerons  ici  seulement  l'expression  de  la  surface  dans 
le  dernier  cas  : 

5-,  =  7    I e-(a-  +  2  6'  H-  2 c-  )  cos 2 x' 

L         120 

e-{b-+  2C-+  2fi=)cos2[5' 


'  f-  4-  2  a-  + 


'.b-)C0S2-/  \: 


dans  laquelle  cj^  est  la  siu-face  du  triangle  sphérique  correspondant 
au  triangle  géodésiquc-,  a',  /5',  y'  sont  les  latitudes  réduites  des  som- 
mets du  triangle  géodésiquc. 

Dans  la  troisième  Partie  du  Mémoire  de  Hansen  se  trouvent  des 
applications  numériques  à  des  triangles,  petits  ou  grands,  compris 
aux  environs  du  pôle  ou  de  l'équateiu'. 

En  1868,  M.  Scliering  a  donné  la  formule  très-simple 

ôA=—  —  A(2a  +  3-i-7) 

12  '  ' 

"^   ^  ^(4^ -^^'-^23 -4^, +  3-/ -4-/,) 

H -r-  A  a-  (  2  a-  —  b-  —  c-  ), 

ibo         ^ 

dans  laquelle  «i,  (3i,  yi  sont  les  courbures  de  la  surface  aux  milieux 
des  côtés  du  triangle  5  la  précision  est  la  même  que  dans  les  for- 
mules de  Gauss. 

M.  Hansen  est  revenu  sur  le  même  sujet  dans  le  Mémoire  :  Sup- 
plemeiite  die  Réduction  der  JT'inkel  eiiies  sphuroidischen  Dreiecks 
betrcfj'end . 

Citons  ici  encore  ses  propres  paroles  :  «  Mes  anciennes  formules 
conviennent  à  des  tria7iglcs  de  grandeiu*  modérée;  elles  présentent 
des  errcm-s  très-appréciables  pour  les  triangles  qui  se  trouvent  à  la 
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limite  de  leur  application  possible.  Depuis  quelque  temps,  j'ai 
trouvé  des  formules  dont  la  précision  analytique  est  la  même,  mais 
qui  sont  d'une  étonnante  simplicité,  aussi  bien  dans  leur  forme  gé- 
nérale que  dans  leur  application  à  l'ellipsoïde  de  révolution,  et  qui, 
en  outre,  sont  d'une  application  plus  étendue  que  les  anciennes.  » 
Voici  ces  formules,  pour  la  réduction  d'un  triangle  géodésiquo 
au  triangle  plan  correspondant  : 

3 

Elles  sont  toujours  exactes  jusqu'aux  quantités  du  6°  ordre  exclu- 
sivement; [3,,  y,,  J  repi'ésentent  les  courbures  de  la  surface  en  trois 
points  du  triangle,  cpi'on  détermine  aisément  à  l'aide  des  quan- 
tités «,  j3,  y,  rt,  è,  c.  On  voit  que  tout  l'ensemble  des  termes  du 
4"  et  du  5"  ordre  est  représenté  par  l'introduction  de  trois  quantités 
seulement,  |3,,  -/i  et  â.  M.  Schering,  par  sa  formule,  ne  représeate 
cjue  les  termes  du  4°  ordre,  en  introduisant  les  courbures  de  la  sur- 
face aux  milieux  des  côtés. 

La  formule  pour  la  réduction  à  la  splière  de  rayon  i  est  aussi 
très-simple;  la  voici  : 

3 

ôA  =  —  7-  A  (  2  o' -f- (7' -t- /•' ) 
40 

a' —  36' —  3c'\  , 

1 ji^p^-q^r), 

en  faisant 

c  —  i-i-p,     p  =  i  +q,.... 

Vient  ensuite  l'application  à  l'ellipsoïde  de  révolution;  dans  le  der- 
nier paragrapiie  du  ^lémoire  se  trouvent  de  nombreux  exemples 
numériques  et  les  comparaisons  des  résultats  fournis  par  les  nou- 
velles formules  à  ceux  cjue  donnent  les  anciennes. 

Valentiner  (W.).  —  Beitrdge  zitr  hiirzesten  iiiid  zwecfcrnds- 
sigsteji  Behandlung  geographiscJter  Ortshestinunungen,  mit  Hitlf- 
stnfeln.  Leipzig,  1869. 

Nous  extrayons  les  Notes  suivantes  du  compte  rendu  de  la  So- 
ciété Astronomique. 


-i-A(t 
lao      \ 
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L'objet  du  Mémoire  est  la  détermination  des  latitudes  et  azimuts 
pour  les  besoins  de  la  mesure  des  degrés  eu  Europe  ;  comme  la 
latitude  est  comprise  entre  deux  limites  peu  écartées,  on  a  pu  con- 
struire des  tables  auxiliaires  bien  moins  étendues  que  si  l'on  avait 
voulu  les  appliquer  à  un  lieu  quelconque.  Le  côté  théorique  de  la 
question  est  évidemment  épuisé;  aussi  le  mérite  d'un  semblable 
travail  ne  consiste-t-il  que  dans  la  précision  et  la  facilité  des  calculs 
numériques.  Dans  ses  tables,  l'auteur  a  voulu  ne  négliger  aucune 
partie  égale  ou  supérieure  à  o",oi  ;  il  a  fait  de  nombreuses  remar- 
ques relatives  à  l'intluence  sur  le  résultat  final  des  erreurs  d'obser- 
vation et  des  éléments  de  réduction,  ce  qui  ne  peut  manquer  d'être 
utile  aux  observateurs  et  de  les  guider  dans  le  choix  des  étoiles. 

Les  Tables  numériques  se  rapportent  à  la  détermination  de  l'azi- 
mut au  moyen  de  l'étoile  polaire,  de  la  latitude  conclue  d'oijserva- 
tions  de  la  même  étoile  ou  d'observations  de  hauteurs  circumméri- 
diennes. 

Soient  cf  la  latitude  du  lieu,  t  l'angle  horaire,  p  la  distance  po- 
laire, a  l'azimut  de  l'étoile  polaire;  la  formule  rigoureuse 

tangp  s'int  sec© 
tanga  = --^ " — 


[ —  tang/>  cost  iang9 

permet  de  développer  a  sous  la  forme 

a  =p  s'mt  séc<p  ■+-  A/j'+  Bp'+  Cp'-hDp^ 

dans  laquelle  les  coefficients  A,  B,  C  et  D  sont  des  fonctions  simples 
de  <p  et  t,  ou  bien  sous  la  forme 

a=psint  séccp  -l-  M  sina^  -i-  N, 

dans  laquelle  N  représente  l'ensemble  des  termes  des  ordres  3,  4 
et  5. 

Une  Talîle  dans  laquelle  l'argument  cf  varie  de  lo  en  lo  mi- 
nutes, et  p  =  i°23'  donne  la  valeur  de  INI;  on  obtient  N  à  l'aide 
d'une  Table  à  double  entrée  dont  les  arguments  t  el  <f  varient  :  t  de 
lo  en  lo  minutes,  y  de  degré  en  degré.  Des  Tables  auxiliaires  don- 
nent les  valeurs  de  —y-  et  -j-  pourles  trois  valeurs  i°2i'2o",  i°23'o", 

1°  a4'4o"  de  p.  Le  terme  p  sint  sécç  doit  être  calculé  directement, 
avec  dus  Tables  à  six  décimales.  Dans  toutes  ces  Tables,  ç  varie  de 
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36°  à  64°i  ce  qui  est  suffisant  pour  les  besoins  de  l'association  géo- 
désiquc  ;  dans  les  Tables  qui  donnent  N  et  -t—  >  t  varie  de  o*"  à  24''; 

il  aurait  suffi  de  le  faire  varier  de  o''  à  i  a"",  les  valeurs  de  N  et  —r- 

'  dp 

étant  égales  ou  de  signes  contraires  pour  les  valeurs  T  et  24  —  T 

de  t.  Les  termes  du  6"  ordre  dans  la  valeur  de  a  sont  négligeables; 

même  pour  cf  =:  64°i  les  termes  du  5"  ordre  n'influent  que  sur  les 

dixièmes  de  seconde. 

Passant  au  calcul  de  la  latitude  conclue  de  la  distance  zénithale  r: 

de  l'étoile  polaire,  l'auteur  présente  la  série  de  Littrow  sous  la 

forme 

9  =  90°—  z  —  p  cost  +  sin^<{M  -l-  N  cost], 

où 

-_        1  .      „ 

M=  - p'  sini'  tang9, 

»T       '    ,  .  ,  „  1  +  2  sin'  o 

N  =  7;  p'sin'i' ^• 

0'^  C0S-9 

M  et  N  cost  se  déduisent  de  Tables  semblables  à  celles  pour  l'azimut  ; 

toutefois,  on  n'a  donné  les  valeurs  de  -r—  que  pour  deux  valeurs  de 

yL>, savoir:  i''2i'2o"et  i°24'4o"-Les  termes  du  4°  ordre  de  ç  n'attei- 
gnent que  la  valeur  dz  o",oi5  l'auteur  indique  dans  quels  cas  il  faut 
prendre  pour  ces  termes  — o",oi,  o",oo,  -t-o",oi. 

Dans  le  troisième  système  de  Tables,  on  trouve  les  coefficients  de 
la  série  de  Delambre,  pour  la  réduction  au  méridien  d'une  hauteur 
observée  dans  le  voisinage  du  méridien,  et  les  limites  qu'on  ne  doit 
pas  déliasser  de  chaque  côté  du  méridien  pour  que  les  Tables,  qui 
ne  négligent  que  la  sixième  puissance  de  l'angle  horaire,  soient 
suffisantes  5  voici  les  formules  employées  : 

Z(,  =  z-h  Am  +  Bw, 

,  coscpcoso       _        . 

A  = ^ »     B  =  A=  colang^o, 

2sin-j<  usin'wt 

m  =  ■ — : — —  ?  n  =  — : — i-  • 

sin  I  sin  r 

F.  T. 
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ACTA  Universitatis  Lundensis.  —  Lcnds   Universitets    Ars- 
Skrift.  ForSr  1868. —  Luud,  1868-69,  Berlingska  Ijul^ti  jckcriut. 

111-4"  (»). 

Ericsson  (J.).  —  Sii)'  l'emploi  de  la  chaleur  solaire  comme 
puissance  mécanique  (i3  p.;  suéd.). 

Les  expériences  de  sir  Joliu  Hcrscliel  et  de  Pouillet  sur  la  quan- 
tité de  chaleur  fournie  par  le  rayonnement  solaire  ne  se  rapportent 
qu'aux  basses  températures.  Les  recherches  de  l'auteur  ont  pour 
but  la  détermination  de  chaleur  que  l'on  peut  développer  à  de 
hautes  températures  jiar  la  concentration  sur  une  moindre  surface 
de  la  chaleur  rayonnante  du  Soleil.  Il  a  construit  trois  machines, 
auxquelles  il  a  donné  le  nom  de  macliines  solaires.  L'une  d'elles  est 
mue  par  la  vapeur  produite  par  la  chaleur  rayonnante  concentrée; 
les  autres  sont  mues  par  la  dilatation  de  l'air  atmospliérique  ehauHé 
au  moyen  de  cette  chaleur  concentrée.  L'objet  du  Mémoire  est 
l'étude  de  la  puissance  mécanique  que  l'on  peut  tirer  du  Soleil.  Il 
résulte  des  expériences  du  savant  ingénieur  qu'à  la  température 
exigée  pour  les  machines  à  vapeur  et  h.  air  chaud  l'action  du  Soleil, 
concentrée  sur  une  surface  de  i  o  pieds  carrés  au  moyen  des  appa- 
reils de  sou  invention,  peut  vaporiser  489  pouces  cubes  d'eau  par 
heure,  et  produire  ainsi  une  force  capable  d'élever  un  poids  de 
35  000  livres  à  i  pied  de  hauteur  en  une  minute,  ce  qui  équivaut 
environ  à  la  force  d'un  cheval. 

HiLL  (C.-J.-D.).  —  Sur  une  forme  géné/'ale  de  dai'eloppemrnt 
et  sur  les  intégrales  déjinies.  (a4  p.;  fr.) 

La  série  de  Taylor,  lorsqu'elle  est  applicable,  donne  une  repré- 
sentation indéfiniment  approchée  d'une  fonction  au  moyen  d'une 
fonction  entière.  Dans  les  cas  où  elle  est  en  défaut,  on  peut  essayer 
de  trouver  une  représentation  approchée  au  moyen  des  fonctions 
fractionnaires,  parmi  lesquelles  la  plus  simple  est  une  série  double- 
ment infinie,  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  et  des- 
cendantes de  la  variable.  L'auteur  traite  d'abord  du  développement 


")  Annales  de  l'Unh'ersité  tle  Liind.  Année  i86S.  Lunil,  iSGS-Og.   Piiblicalion  an- 
micUi',  en  suédois  et  en  français    elc. 
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d'une  fonction  rationnelle,  puis  du  développement  d'une  fonction 
quelconque. 

IVCcKLtND  (A.-V.). —  Quelques  tliéorèines  sur  les  courbes  plaues 
algébri(/ues  qui  passent  par  les  inéines  points  d'intersection. 
(28  p.;  suéd.) 

On  entend  par  un  faisceau  du  n^'"^"  ordre  un  système  de  courbes 
du  w'^""  ordre  qui  se  coupent  toutes  aux  mêmes  points;  ceux-ci  sont 
dits  les  points  fond  amejitaux  du  faisceau.  Parmi  ces  points,  il  s'en 

trouve  —  n[n  -\-Z)  —  i  qui  déterminent  tous  les  autres,  et  chaque 

courbe  du  faisceau,  en  particulier,  est  déterminée  complètement 
par  un  seul  point  en  dehors  des  points  fondamentaux.  L'auteur 
établit  divers  théorèmes  sur  les  rencontres  des  courbes  d'un  faisceau 
avec  des  droites  ou  avec  les  courbes  d'un  autre  faisceau. 

I.  Si  deux  courbes  d'un  faisceau  du  ii^"""'  ordre  rencontrent  res- 
pectivement deux  courbes  d'un  autre  faisceau  du  «"^""^  ordre  en 
n  points  rt,  «',...  et  en  n  points  è,  è', . . . ,  situés  sur  inie  même 
droite  L,  et  que  par  un  point  c.  de  L  on  mène  deux  courbes  appar- 
tenant chacune  à  l'un  des  deux  faisceaux,  ces  deux  courbes  auront 
encore  n  —  i  autres  points  communs  entre  elles  et  avec  la  ligne  L. 

II.  Si  ime  droite  rencontre  quatre  courbes  d'un  faisceau  aux 
points  (7,  rt',...;  /*,  i', . . .  ;  r,  c', . . .  5  ^,  <^/', . . . ,  et  qu'une  autre 
droite  rencontre  les  mêmes  courbes  aux  points  «,,  «',,...;  è,, 
Z>', , . . .  ;  c,,  c', , . . .  ;  (il,  rf', , . . . ,  on  aura  toujours,  k  étant  lui  quel- 
conque des  indices  supérieurs, 

c'''a.c^  a' . . .     d'' a.d''a' . . .  c'\n,.  v\  a\  . . .     d';  a,.d';  a, . .  . 

7Fb7à¥T7.  '  IFbTTFVTT.  ~  c\  /», .  c\  b\...  '  d';b,.d',d,...  ' 

Et  réciproquement,  si  deux  droites  coupent  trois  courbes  du  fais- 
ceau aux  points  «,  rt', . .  .  ;  è,  Z>',  .  . .  ;  <^/',  .  .  . ,  et  «i ,  rt', , . . .  ;  Zi, , 
Z>', , . . .  5  ^f, .  . .,  et  que  c',  c[  étant  deux  points  situés  sur  les  deux 
droites,  on  ait  la  relation  précédente,  c*  et  cf  seront  situés  sur  ime 
même  courbe  du  faisceau. 

Les  3«  points  «,  «',...,  i,  i',  . . . ,  t", . . . ,  dont  il  est  question 
dans  le  théorème  I,  sont  dilsyb/7?;e/'  une  inrohilion  de  ii""^'  degré. 
Cela  posé. 

III.  Lorsque  trois  systèmes  de  points  «,  ci', . . . ,  i,  è', . . .,  c,  c', . . . 
forment  une  involution  du  72"""°  degré,  ils  satisfont  aux  3(«  —  i) 
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relations 

al) .  ah' .  . .  ah""'       a'  h .  a'  />'...  a'  b"~' 


ac.ac...ac"  '       a  c.a  c  . .  .a  c"~' 

bc.hc' . . .  bc"~' 

ba.ba' . .  .ba"-' 

ca.ca' . . .  ca"~' 

cb.cb' . . .  cb"~' 

Et  réciproquement ,  si  l'un  quelconque  de  ces  trois  systèmes  de 
relalions  est  satisfait,   les  3n  points  forment  mie  involution  du 

IV.  Si  sur  ime  ligue  droite  trois  systèmes  de  points  rt,  «',... , 
Z>,  A', . . . ,  c,  c', . . .  forment  une  involution  du  71"'""  degré,  et  que 
l'on  détermine  sur  cette  droite  trois  points  A,  B,  C,  tels  que 
l'on  ait 

iX=  -lia  +  ia' -\-. . .),     /B  = . . . ,     /C  = .  . . , 
« 

on  aura  les  relations  suivantes  : 

ab.ab'..._AB       a' b.a'b' ..._  AB  hc  .bc' ...  _  BC 

ac.ac'...        AC       a'c.a'c'...       AC  ba.ba'...        BA 

V.  Si,  dans  deux  faisceaux  de  courbes  du  w"^™''  ordre,  deux 
courbes  do  l'un  ont  respectivement  avec  deux  courbes  de  l'autre 
imn  points  communs,  situés  sur  une  courbe  donnée  du  /m"""'  ordre, 
los  courbes  correspondantes  de  ces  faisceaux  se  couperont  en  des 
points  dont  mn  seront  situés  sur  cette  même  courbe  du  7?»"="''  ordre, 
elles,  ii[n  —  m)  restants  sur  une  courbe  de  l'ordre  an  —  /n,  pas- 
sant en  outre  par  les  points  fondamentaux  des  deux  faisceaux  ;  et 
quatre  courbes  d'un  faisceau  ont  le  même  rajjport  anbarmonique 
que  les  quatre  courbes  correspondantes  de  l'autre  faisceau. 

Mac  Berlin.  —  Sur  les  puissances  d'une  variable  complexe. 
(22  p.;  suéd.) 

Deux  variables  complexes  z  etw  étant  liées  par  la  relation  w  =  z", 
si  l'on  fait  décrire  à  z  une  certaine  courbe  sur  le  plan,  w  décrira 
une  courbe  déterminée.  L'auteur  étudie  ces  courbes  en  supposant 
successivement  l'exposant  n  réel,  imaginaire  et  complexe. 

Mac  Berlin.  —  Sur  la  représentation  géométriijue  des  loga- 
rithmes et  des  fonctions  trigononietrir/ues  les  plus  simples  d'une 
variable  complexe.  (3i  p.,  i  pi.;  suéd.) 
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Ce  Mémoire  est  une  suite  du  précédent,  et  l'auteur  y  étudie  les 
courbes  décrites  par  w,  lorsque  cette  variable  est  liée  à  :;  par  une 
des  relations  w  =  log^,  w  =  sin -,  etc. 

IMÔLLER  (Axel).  —  Observations  de  planètes  et  de  comètes  faites 
à  V Ohservatoij'e  de  Lund  en  1868.  (100  p.;  suéd.) 


AJNNALI  DELLA  R.  ScuoLA  IVoHMALE  supERiORE  Di  PrsA. —  Scienze 
fisiche  e  matematiche .  —  Pisa,  tipografla  JNistri  ('}. 

T.  I",  1871. 

Padova  (E.).  —  Sur  le  maiwernent  d'un  ellipsoïde  fluide  et 
homogène.  (88  p.) 

Cette  théorie  contient  une  exposition,  avec  des  modifications 
propres  à  l'auteur,  des  travaux  de  Dirichlet,  de  Dedekind,  de 
Brioschi  et  de  Riemann  sur  le  problème  de  la  détermination  de  la 
forme  que  prend  une  masse  fluide  qui,  dès  le  commencement  du 
mouvement,  a  une  forme  ellipsoïdale,  et  dont  les  éléments  agissent 
les  uns  siu"  les  autres  suivant  la  loi  de  jNewton,  en  supposant,  bien 
entendu,  qu'aucune  force  extérieure  n'agisse  sur  les  molécules  du 
fluide.  Les  équations  difïërcntielles  du  problème  sont  obtenues  par 
la  méthode  de  Jacobi.  Parmi  les  parties  de  ce  travail  qui  appar- 
tiennent en  propre  à  l'auteiu*,  nous  signalerons  les  derniers  para- 
graphes sur  les  mouvements  périodiques,  et  linterprétation  de 
quelques  passages  du  jMémoire  de  Riemann,  qui  présentaient  de 
sérieuses  difficultés. 

Bertini  (E.).  —  Sur  les  polyèdres  eulériens.  (44  P-) 
Détermination  d'un  polyèdre  au  moyen  de  deux  aspects  sem- 
blables; ce  qui  permet  de  classer  les  polyèdres  d'une  manière  beau- 
coup plus  simple  que  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  C.  Jordan  (^). 

AscHiERi  (F.). —  Sur  un  complexe  du  1'  degré.  (24  p.) 

L'objet  de  ce  travail  est  l'étude  du  complexe  de  droites  cpie  l'on 

obtient  en  prenant  toutes  les  droites  qui  rencontrent  4  plans  fixes 

en  4  points  ayant  lui  rapport  anharmonique  constant.  Après  avoir 

établi  que  le  complexe  ainsi  obtenu  est  du  2'  degré,  M.  Aschieri 

(')  Annales  de  l'Ecole  Normale  supérieure  de  Pise.  Sciences  physiques  et  mathéma- 
tiques. Pise,  imprimerie  de  Nistri.  Ce  Recueil,  qui  formera  chaque  année  un  volume 
in-S",  en  langue  italienne,  publie  les  thèses  doctorales  des  anciens  élèves. 

(')  Recherches  sur  les  polyèdres.  (^Journal  de  Crelle,  t.  66,  p.  22.) 


28  BULLETIN   DES  SCIENCES 

démontre  que  les  cônes  correspondants  à  un  point  quelconque  de 
l'espace  passent  par  les  4  points  d'intersection  des  plans,  et  que, 
lorsqu'un  de  ces  points  s'éloigne  à  l'infini,  ce  complexe  est  formé 
par  les  di'oites  qui  forment  un  angle  droit  avec  leurs  polaires  réci- 
proques par  rapport  à  une  certaine  surface  du  i'^  degré  (ce  que  l'on 
aurait  pu  déduire  immédiatement  du  théorème  précédent).  Une 
propriété  remarquable  de  ce  complexe,  c'est  que  l'on  peut  former 
avec  ces  droites  une  série  de  systèmes  de  droites  tangentes  chacune 
à. une  parabole  cid)ique.  Après  avoir  donné  quelques  théorèmes 
relatifs  au  complexe  général  dans  lequel  les  4  plans  sont  à  distance 
finie,  l'auteur  considère  le  complexe  formé  par  les  droites  qui  ren- 
contrent a  surfaces  du  i"  degré  en  4  points  harmoniques,  lequel 
jouit  de  la  propriété  remarquable  d'être  représenté  par  une  équa- 
tion qui  ne  contient  que  les  carrés  des  variables. 

D'Arcais  (Fr.).  —  Mouvement  sur  un  ellipsoïde  d'un  point 
sollicité  par  des  forces  qui  ont  une  certaine  fonction  potentielle. 
(36  p.) 

Ce  Mémoire  est  une  application  de  l'inversion  des  intégrales 
abéliennes  de  i''^  espèce.  ^I.  C.  Xeumann,  dans  un  Mémoire  inséré 
au  Journal  de  Crelle  ('),  a  traité  le  problème  du  mouvement  d'un 
point  sur  une  sphère,  lorsque  les  forces  agissant  sur  ce  point  ont 
une  fonction  potentielle  de  la  forme  ^Ix'-f-^'  j'-f-Ps'.  Il  est  facile 
de  voir  que  M.  ÎNeumanu  s'était  proposé  le  problème  naturel  et 
simple  de  déterminer  le  mouvement  d'un  point  matériel  situé  sur 
la  surface  d'un  ellipsoïde  et  soumis  à  l'action  des  forces  provenant 
de  l'ellipsoïde  même;  mais  que,  ce  problème  n'étant  pas  résolidjle 
par  quadratures,  et  n'oflrant  pas  d'ailleurs  une  application  de  l'in- 
version des  intégrales  abéliennes,  il  avait  dû  en  modifier  l'énoncé 
de  la  manière  que  nous  avons  indiquée  plus  haut.  M.  d'Arcais,  en 
attaquant  la  même  question,  s'est  trouvé,  naturellement,  en  pré- 
sence des  mêmes  difficultés;  il  n'a  pu  les  éviter  qu'en  supposant 
une  relation  entre  les  coefficients  de  la  fonction  potentielle  ;  et  c'est 
là,  il  faut  en  convenir,  une  heureuse  inspiration  ;  car  le  problème 
de  M.  Neuuiann  n'a  rien  qui  puisse  lui  correspondre,  même  dans 
les  hautes  abstractions  de  la  Mécanique  analytique;  en  effet,  il 
serait  singulier  qu'un  point  dût  se  mouvoir  sur  une  surface  sous 

(*  )  De  probhmace  quodam  inechanico^  quod  ad  priniam  întegraUum  ithrneUtpticnrum 
classent  revocatur.  {^Journal  de  Crelle,  t.  56.} 
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l'action  de  forces  provenant  d'un  autre  corps.  L'hypothèse  de 
M.  d'Arcais,  au  contraire,  ne  fait  qu'assujettir  à  une  condition  les 
axes  de  l'ellipsoïde.  Malheureusement,  le  succès  n'a  pas  couronné 
cette  ingénieuse  idée  ;  car,  en  étudiant  à  fond  cette  condition  entre 
les  axes,  on  voit  qu'elle  n'est  autre  chose  que  la  condition  pour  que 
l'ellipsoïde  soit  de  révolution,  et  dans  ce  cas  le  prohlème  se  résout 
en  faisant  usage  seulement  des  fonctions  elliptiques.  Eu  voulant 
donc  conserver  à  cette  étude  sou  caractère  principal,  M.  d'Arcais  a 
dû  supposer  que  la  fonction  potentielle  provient  de  l'action  d'un 
autre  ellipsoïde,  ce  qui  conduit  de  nouveau  aux  hypothèses  abs- 
traites de  JM.  JNeumann.  La  difficulté  capitale  étant  écartée, 
M.  d'Arcais  procède  alors  par  une  voie  simple  et  facile,  tout  à  fait 
semblahle  à  celle  qu'a  suivie  M.  Weierslrass  dans  son  Mémoire  sur 
les  géodésiques  de  l'ellipsoïde  {'). 

RoiTi  (A.).  —  Sur  le  mouvement  des  liquides.  (48  p.  ;  3  pi.) 
L'auteur  traite  le  problème  du  mouvement  d'un  liquide  dans  un 
tube  cjlindrique,  en  tenant  compte  seulement  de  la  pesanteur,  de 
la  viscosité  interne  du  liquide  et  du  frottement  contre  les  parois  du 
tid)e.  La  théorie  matliématique  est  suivie  du  détail  des  expériences 
exécutées  poiu' vérifier  les  résultats  du  calcul.  E.  P. 

MÉLANGES. 

m  aOtVEMEM  liELAÎlF  D'l\  l'OlM  l'ESA.M  SLR  INE  COIRIJE  COMPRISE 

DANS  m  PLAN  VERTICAL  TOIRNAM  D'IN  MOLVEMEYf  IMFORJIE 

AITOIR  DO  POINT  DE  CE  PLAN; 

Pau  II.  RESAL. 

On  est  conduit  à  ce  problème  de  Mécanique  rationnelle  en  étu- 
diant le  mouvement  relatif  de  l'eau  dans  les  roues  à  aidées  courbes 
de  Poncelet,  qui,  dans  ses  leçons  lithograpliiées  à  l'École  d'Appli- 
cation du  Génie  et  de  l'Artillerie,  en  a  donné  une  solution  approxi- 
mative qui  suffit  pour  le  but  pratique  qu'il  avait  en  vue.  Il  m'a  dit 
autrefois  qu'il  avait  établi  l'équation  du  mouvement  relatif  et  qu'il 
l'avait  intégrée  dans  le  cas  des  aubes  planes;  mais,  dans  les  Aotes 
qu'il  a]  laissées,  on  n'a  rien  trouvé  sur  ce  sujet,  que  je  me  propose 
de  reprendre  dans  ce  qui  suit. 

(')  Monatsbcrichlc  der  Dciliiier  AluulemU-,  iSG.>. 
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Cas  de  la  ligne  droite.  —  Soient  : 
O  le  centre  do  rotation  et  OZ  sa  verticale  ; 
n  la  vitesse  angulaire  constante  autour  de  O  et  qui  est  censée 

avoir  lieu  de  la  droite  vers  la  gauche; 
OA  =  R  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  la  droite   don- 
née w«A,  m  étant  la  position  du  mobile  au  bout  du  temps  t  ■ 
A  M  la  verticale  du  point  A; 
s  la  distance  mK. 


Supposant  que  le  mouvement  relatif  du  point  ait  lieu  de  m  vers  A, 


raccélératiou  relative  sera 


d's 


•,  on  a  d'ailleurs 


do 

ZOA  =  nl  +£, 
£  étant  la  valeur  initiale  de  l'angle  que  forme  Ox\  avec  OZ;  puis 

m  A  ?<  =  0  A  u  —  OA  m  =:  -  —  nt  —  e, 

2 

d'où,  pour  la  composante  de  l'accélération  de  la  pesanteiu-  dans  le 
sens  du  mouvement , 

—  ^sin(///  -he). 

L'accélération  centrifuge  estimée  de  la  même  manière  est 
—  n-  A  m  =  —  n-s. 
Il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  comjste  de  l'accélération  centrifuge  com- 
posée qui,  étant  perpendiculaire  à  m  A,  ne   donne   lieu  qu'à  une 
pression.  On  a  donc  en  définitive 

-jr,  +  gsin{nt -h  [i  +  n-s^o, 
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d'où 

4  =  —  -^^sin(7t/  +  £)  4-  Mcosh;  h-  N  sin»/, 

M  et  N  étaut  des  coustantes  que  Fou  déterminera  loi'sque  l'ou  con- 
naîtra les  valeurs  de  s  et  de  la  vitesse j-  à  uue  époque  déterminée. 

Le  temps  au  bout  duquel,  la  vitesse  étant  nulle,  le  mobile  sera 
sur  le  point  de  revenir  sur  ses  pas,  est  donné  par  l'équatiou 

—  —  coslnt  +  e)  —  Msin  nt-h'Hicosnl  =  o. 

Cas  où  la  courbe  décrite  est  un  cercle.  —  Ici  OZ  et  ii  auront 
les  mêmes  significations  que  ci-dessus  ;  A  sera  l'une  des  extrémités 
du  diamètre  du  cercle  de  centre  C  passant  par  le  point  O,  /«i  la 
position  du  mobile  au  bout  du  temps  f,  p  le  rayon  Cw, ,  e  la  valeur 

initiale  de  l'angle  ZOA  =  /it-f-  e;  soit  de  j^lus  a  la  distance  OC. 
Prolongeons  la  verticale  m^  Ui  du  point  nii  jusqu'à  sa  rencontre  I 
avec  OA,  et  désignons  par  cf  l'angle  m^  CA,  considéré  comme  positif 
ou  négatif,  selon  qu'il  sera  situé  à  gauche  ou  à  droite  de  OA.  Le 
mouvement  relatif  étant  censé  avoir  lieu  de  i/ii  vers  A,  l'accéléra- 
tion relative  du  mobile  sera 

d-o 

or  on  a 

ini,  C  =  //i,IA  — m,C\  =  nt  -+■  e  —  9, 
d'où,  pour  la  composante  tangentielle  de  g-, 

—  g-sin(9  — 7ii  — e). 

La  composante  semblable  de  l'accélération  centrifuge  est  —  n^.  ««jK, 
K  étant  la  projection  de  O  sur  la  tangente  en  m, ,  ou  — rra  sincf. 
11  vient  donc 

d-o  .    ,  ^        ,         ,      . 

0  --^  +  ifSin(o  —  nt  —  e) -h  ii-asmo  =  o, 

1  Jg,  o  X    ,  T  7 

équation  que  Ion  ne  parait  pas  pouvoir  intégrer. 

Si  le  mouvement  est  assez  lent  ou  si  le  centre  C  est  suffisamment 
voisin  du  point  O  pour  que  l'on  puisse  négliger  le  terme  dû  à  l'ac- 
célération centrifuge,  on  a  tout  simplement 

-r^=  —  ^sin  '1), 
df  P 
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en  posant 

i]/  =  9  —  nt  —  £. 

Cas  gcnéral.  —  Dans  ce  qui  suit,  \iui  est  une  courbe  de 
forme  quelconque;  A  un  point  déterminé  de  cette  courbe;  O,  OZ, 
vil  ont  les  mêmes  signiCcations  que  ci-dessus. 

Soient  de  plus 

T  l'intersection  de  la  tangente  eu  ;?;,  avec  la  direction  de  OA; 

/•  =  0/»i ,  0  =  0/«i  A  les  coordonnées  polaires  de  iiii  ; 

V  l'angle  Oh/,T   formé    par   la   tangente    avec    le    rayon    vec- 

tetir  O/;;, . 

Le  mouvement  relatif  de  ;//,  étant  censé  avoir  lieu  de  m^  vers  A, 

,>,,..  ,     .  d-s 

1  accélération  relative  est ; —  ;  mais  on  a 

Im.T  =V  — Ow  J  =  V—  ZOm,  z^\  -  ni  -  i  +  B, 

d'où,  pour  la  composante  tangentielle  de  g^ 

—  g-cos(  V—  nt  —  z+  ù). 

La  composante  semblable  de  l'accélération  centrilnge  élant 
—  n^r  cos  ^  ,  il  vient 

cl's 
(A)  77^  +  g'COs(V—  nt  —  e-\-  ô) +  «'/-cos  V=o, 

avec  les  relations  connues 


tangV=-77  5     ds  =  —  \/dr'-i-  r'dô-. 

7Ô 

L'équation   (A)  sera  intégrablc,  lorsque  l'on  aura  \  -i~0=[j, 
p.  étant  une  coustaute;  ce  qui  donne 

i-^  =  - tang(9-p.), 
d'où 

/•sin  (0  —  y.)  =  const., 

équation  polaire  d'une  droite,  ce  qui  correspond  au  premier  cas 
que  nous  avons  étudié  et  qui  parait  être  le  seul  pour  lequel  l'équa- 
tion (A)  puisse  s'intégrer. 
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SOUCnO^f  (Abel).  —  Eléments  de  Calcul  différextiel  et  de 
Calcul  intégral.  —  2  vol.  in-S";  1870.  —  Paris,  Arllius  Ber- 
trand. Prix  :  10  francs. 

Cet  Ouvrage  est  disposé  suivant  le  plan  traditionnel  de  la  division 
du  Calcul  infinitésimal  eu  Calcul  dilîerenticl  et  Calcul  intégral,  divi- 
sion qui  a  le  double  inconvénient  de  ne  pas  classer  les  matières  par 
ordre  de  difficulté,  et  d'emjîêclier  qu'on  ne  profite,  dans  plusieurs 
parties  du  Calcul  différentiel,  des  simplifications  que  l'emploi  de 
l'intégration  ^permettrait  d'apporter. 

Le  premier  volume  se  divise  en  trois  Livres,  dont  le  premier  con- 
tient l'exposition  des  principes  généraux  du  Calcul  différentiel,  le 
second  les  ajjplications  analytiques,  et  le  troisième  les  applications 
géométriques  de  ce  Calcul. 

Le  premier  Chapitre  du  Livre  P""  traite  des  infiniment  petits,  d'a- 
près les  idées  exposées  par  M.  Duhamel  dans  ses  ouvrages  classi(jues. 
Le  second  Chapitre  parle  des  dérivées  et  des  diflérentiellesdans  le  cas 
d'une  seule  variable  indépendante.  L'auteur  semljle  admettre,  quoi- 
qu'il ne  l'affirme  pas  explicitement,  qu'il  suffit  qu'une  fonction  soit 
réelle  et  continue  ])Our  qu'elle  ait  une  dérivée,  ce  qui  peut  paraître 
contestable  (  '  ) .  La  dillérentiation  des  fonctions  d'une  et  de  plusieurs 
variables  est  exposée  dans  les  Chapitres  suivants  d'après  les  mé- 
thodes ordinaires.  Nous  remarquons  seulement  un  Chapitre  spécial 
très-important,  que  l'auteur  a  consacré  au  calcul  direct  des  dé- 
rivées d'ordre  quelconque. 

jNous  aurions  préféré  que  l'auteur  renvoyât  aux  préliminaires  de 
la  théorie  des  équations  différentielles  et  aux  dérivées  partielles  le 
Chapitre  dans  lequel  il  traite  de  l'élimination  des  constantes  et  des 
fonctions  [arbitraires]. 

Dans  la  recherche  de  la  vah'ur  [limite]  d'une  fonction  qui  se 
présente  sous  forme  indéterminée,  il  nous  eût  semblé  préférable 
de  démontrer,  sans  le  secours  de  la  série  de  Taylor,  la  formule 

¥{x,-h/i)  _T("-^'){x,-+-  6h) 
/(.r,-t-  h)  ""/("+•'(  jr„ -f-  0 A)' 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  123. 
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6  étant  le  même  dans  les  deux  termes.  Cela  eût  permis  de  traiter 
d'une  manière  plus  rigoureuse  le  cas  des  expressions  ^  . 

La  théorie  des  points  singuliers  des  courbes  planes  ne  nous  parait 
pas  traitée  avec  une  i-igiicur  suflSsante. 

Le  volume  se  termine  par  un  Chapitre  consacré  à  l'étude  des  di- 
vers systèmes  de  coordonnées  curvilignes,  et  par  un  autre  sur  les 
équations  aux  dillërcntielles  partielles  des  diverses  familles  de 
surfaces. 

Le  second  volume  comprend  cinq  Livres  ayant  pour  titres  : 

I  "   Principes  généraux  du  Calcul  intégral  ; 

2"  Applications  géométriques  du  Calcul  intégral  ; 

3°  Intégration  des  équations  différentielles; 

4"  Calcid  des  variations  5 

5°  Calcul  des  différences  finies. 

L'auteur  se  contente  de  démontrer  par  des  considérations  géomé- 
triques le  théorème  fondamental  de  l'existence  de  l'intégrale  dé- 
finie. 

C'est  à  tort  qu'il  est  dit  (p.  6j)  que  le  nombre  des  conditions 

nécessaires  pour  l'intégrabilité  d'une  expression   différentielle  li- 

,  .       ,               .           1       ,             .,,.,,         ,                   ni  II  —  I  ) 
neaire  du  premier  ordre  a  11  variables  indépendantes  est 

Jacobi  a  démontré  cjuc  ce  nomlsre  peut  se  réduire  à  an  —  3 . 

Nous  nous  attendions  à  voir,  à  propos  des  équations  aux  dérivées 
partielles,  la  démonstration  si  simple,  donnée  par  Jacobi,  de  l'iden- 
tité du  problème  de  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles linéaire  du  i"  ordre  et  de  celui  de  l'intégration  d'un  certain 
système  d'équations  différentielles  simidtanées.  La  démonstration 
donnée  par  l'auteur  d'après  Lagrange  nous  parait  moins  facile 
pour  les  commençants. 

La  plupart  des  Chapitres  sont  terminés  par  des  recueils  d'cx(;rcices 
bien  choisis. 

Nous  remarquons  généralement  que  dans  cet  Ouvrage  les  appli- 
cations sont  développées  avec  plus  de  soin  que  l'exposition  des 
principes.  Nous  signalerons  encore  avec  regret  des  incorrections  de 
style  et  de  typographie  que  l'auteur  ne  manquera  pas  sans  doute  de 
faire  disparaître  dans  une  seconde  édition.  Par  exemple,  nous  cite- 
rons les  passages  suivants  du  i'^''  volume  : 
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«  Transformer 

(Pu       d'il 
dx^        dy' 

en  une  fonction  de  r  et  [de]  9.  » 

i(  Courbe  polaire  »  au  lieu  de  rapportée  à  des  coordonnées  po- 
laires. 

«  Expression  de  la  tangente,  sous-tangente,  normale  et  sous- 
normale.  » 

«  La  courbe  dont  léquation  est 

^3_|_  j-i  _-  ^3 

a  reçu  le  nom  de  cardioïde.    » 

On  oublie  souvent  de  mettre,  après  le  terme  général  d'une  série, 
les  points  nécessaires  pour  indiquer  que  la  série  n'est  pas  ter- 
minée. 

jNous  lisons,  page  233  : 

PP'  =  2sinw, 
au  lieu  de 


Page  248  : 
au  lieu  de 


Ces  fautes  typograpliiques,  très-nombreuses,  rendraient  fort  utile 
la  puljlication  d'un  erratum. 

Si  nous  insistons  sur  ces  négligences  de  langage,  c'est  que  nous 
voyons  avec  peine,  dans  plusieurs  ouvrages  modernes,  d'ailleurs 
très-recommaudables,  les  [Nlathéma tiques  vivre  en  mauvais  accord 
avec  la  Grammaire.  G.  D. 


=  2  sin  - 
2 

'j). 

,f/  =  o 

'•  W' 

ds' 

3. 
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REVDE  DES   PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MEMOIRES  piBLiKS  PAR  !\L  TcHEBYCiiEF,  mciiiLre  ilc  rAcadeiuio 
des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg. 

I. 

06i  iiHTcpno.iiipoBaHiii.  —  Siu-  r{/ileif>olation.  (Supplément  au 
T.  IV  des  Mémoire.^  de  l' Académie  iiiipérinle  des  Sciences  de 
Saint-Pélersbourg ;  i864-  — '  -'-3  p.  gr.  in-8".) 

Dans  un  travail  inséré  au  T.  III  des  Afdi/ioires  de  i Acadéniio 
des  Sciences  de  Sciinl-Pélershourg^  et  intitulé  :  O  HeupcpLiBniiixTi 
4po6nxT>  [Sur  les  fractions  continues),  l'auteur  a  établi  une  l'or- 
mule  d'interpolation  par  la  méthode  des  nioindies  carrés,  pour  des 
valeurs  données  quelconques  de  la  fonction  à  interpoler. 

Étant  données  les  valeurs  «o,  «,,...,  »„_,  de  la  fonction  ?/,  cor- 
respondantes à  X  ^  o,  !,...,«  —  I ,  si  l'on  désigne  par 

'^„[x),      ii,(  x),      ii;,(,r),.  .  . 

les  dénominateurs  des  réduites  successives  de  la  fraction  continue 
à  numérateurs  constants  qui  lepréscnte  le  développement  de  la 
somme 


.f         X  —  i  .?•  —  «  -f-  I 

celte  formule  d'interpolation  est  de  la  forme 

M.  Tcliebyclief  indique,  dans  le  présent  Mémoire,  des  sim])liiî- 
cations  de  cette  formule,  dans  le  cas  particulièrement  remarquable 
où  les  valeurs  données  de  la  fonction  correspondent  à  des  inter- 
valles égaux.  Dans  ce  cas,  la  formule  générale  d'interpolation,  cor- 
respondante à  la  formule  de  Lagrangc,  se  ramène  à  une  série  cor- 
respondante à  la  formule  d'interpolation  de  INewton,  et  renfermant 
comme  elle  dans  ses  termes  les  dilfércnces  Cnies  des  valeurs  don- 
nées du  premier,  du  second,  du  troisième, . . .  ordre,  ce  qui,  comme 
ou  sait,  est  très-avantageux  dans  la  pratique.  Cette  série  donne 
l'expression  des  valeurs  à  interpoler,  sous  la  forme  d'un  polynôme 
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d'un  degré  plus  ou  moins  élevé,  suivant  le  nombre  des  termes  qu'il 
contient,  et  ces  ^wlynônies  s'obtiennent  avec  les  mêmes  coefficients 
que  l'on  trouve,  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  en  résolvant 
le  svstèmc  total  des  équations  formées  pour  chaque  hypothèse  par- 
ticulière concernant  le  degré  de  l'expression  cherchée.  On  peut  voir 
aisément  la  recherche  de  ces  expressions  se  simplifier  par  l'emploi 
de  la  nouvelle  série,  au  moyen  de  laquelle  on  les  obtient  directe- 
ment pour  tous  les  degrés  successivement,  en  commençant  par  le 
degré  zéro.  On  aperçoit,  en  outre,  à  combien  de  termes  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  à  quel  degré  il  faut  se  borner  dans  la  formule 
d  interpolation  cherchée,  sans  avoir,  comme  dans  le  procédé  ordi- 
naire d'interpolation  par  la  méthode  des  moindre.';  cari-és,  à  calculer, 
a\  ec  les  valeurs  données,  toutes  les  formules  qui  correspondent  aux 
degrés  inférieurs,  jusqu'à  ce  qu'on  soit  arrivé  au  degré  voulu.  La 
nouvelle  formule  a  encore  cet  avantage  important,  qu'à  mesure  que 
l'on  introduit  un  nouveau  terme  dans  l'expression  interpolatoire 
ciierchée,  on  peut,  en  même  temps,  voir  directement  comment  dé- 
croit successivement  la  somme  des  carrés  des  erreurs  correspon- 
dantes à  chaque  nombre  de  termes  de  la  formule,  dans  la  détermi- 
nation, au  moyen  des  termes  existants,  des  grandeurs  de  toutes  les 
valeurs  données.  On  obtient  ainsi  la  moyenne  quadratique  de  ces 
erreurs,  d'après  laquelle  on  peut  juger  si  le  nombre  de  termes  em- 
ployé peut  fournir  une  exactitude  satisfaisante  pour  la  valeur  de  la 
ib  net  ion. 

II. 

O  pa3.io<KCHiii  4>THKHiiî  Et  pnAi>i  npii  nojiomu  nenpepbiBHbixT) 
4po6efi.  —  Sur  le  dth'ffoppeiiie/it  des  funclions  en  sé/ies  à  l'aide 
(les  fractions  continues.  (Supplément  au  T.  IX  des  Mémoires  de 
l  Académie  des  Sciences  de  Saint-Pélershourg ;  1866. —  26  p. 
gr.  in-8».; 

Ce  ^Mémoire  contient  une  nouvelle  application  des  fractions  con- 
tinues à  l'Analyse. 

P 

Soit  u  une  fonction  de  .r,  et   —  une  réduite  quelconque  de  la 

fraction  continue 
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(7o.  c/i. .  . .  étant  des  fonctions  entières  Je  Jc;  on  sait  que  l'on  a 

a+.-i-£»0-. 

e.  étant  la  valeur  de  la  fraction  continue 


(/.,-, 


'/« 


Les  degrés  des  fonctions  R„  ainsi  obtenues  sont  négatifs  et  algébri- 
quement décroissants. 

Si  une  fonction  c  de  x  est  susceptible  d'un  développement  suivant 
les  puissances  de  or,  on  pourra  obtenir  ce  développement  sous  la 
forme  d'une  série  dont  les  termes  seront  des  fonctions  entières 
de  X,  multipliées  respectivement  par  les  quantités  Ri,  Rj,  R3, .... 
Soit,  en  efl'et,  Ei^  la  partie  entière  de  r;  i' — Et'  sera  une  fonction 
de  degré  négatif.  Calcidons  successivement  les  fonctions  entières  w,, 
Wj, . . .  par  les  équations 

V  —  El'  =^  0),  R,  -1-  ;•, ,     r,  =  o), R.  -f-  r,.     /■..  =  mj  Rj-)-  r,, . .  . . 

On  en  conclura  pour  c  un  développement  de  la  forme 

i'  =  Ec-+-?,),R,+ w,R:4-.  ..-f- w„R„^  r„. 

Cette  méthode  de  développement  permet  de  résoudre  avec  une 
remarquable  facilité  le  problème  suivant  : 

Trouver  les  valeurs  des  polynômes  X,  Y,  tels  que  la  différence 
uS. —  Y  exprime  une  fonction  donnée  v  avec  le  plus  d' approxi- 
mation possible,  sans  que  le  degré  de  X  dépasse  une  limite 
donnée. 

Dans  le  cas  où  ziX  —  Y  a  pour  limite  zéro,  ces  polynômes  X  et  Y. 
s  obtiennent  par  le  développement  immédiat  de  u  en  fraction  con- 
tinue. Lorsc^ue  cette  diilërence  a  pour  limite  une  fonction  quel- 
conque t»,  ces  poljaiômcs  peuvent  être  déterminés  à  l'aide  des  séries 
dont  on  trouve  les  termes  en  développant  u  en  fraction  con- 
tinue. 
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m. 

06-b  oAHOMi)  apiieMeTinccKOMT»  Bonpoct. —  Sur'  une  question  d' .1- 
rilhniétique.  (Supplément  au  T.  X  des  iMénioires  de  l' Académie 
des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg  ;  1866.  —  54  p-  gr-  in-8".) 

L'objet  de  ce  jMémoirc  est  l'applieation  des  fractions  continues  à 
la  résolution  d'une  équation  numéricpie 

y  —  ax  ^  bdz  e, 

£  étant  une  quantité  très-petite  5  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  la 
reclierelie  de  deux  nombres  entiers  a;,  j",  aussi  petits  que  possible 
en  grandeur  absolue,  et  telle  que  la  dillérence  jv'  —  ax  approche 
d'une  quantité  donnée  b  d'aussi  près  que  l'on  voudra. 

Les  nombres  clicrcliés  x,  y  sont  déterminés  par  des  séries  dont 
on  obtient  les  termes  à  l'aide  des  réduites  d'une  fraction  continue 
égale  à  a.  Soient 

I 

et 

Posons 

i=D„,     a-q,  =  D„. 

On  aura,  Ei  étant  la  partie  entière  de  /', 

où  a,,  a»!  ■  •  •  sont  des  nombres  entiers  et  positifs,  déterminés,  ainsi 

que  les  signes  ±  dans  les  facteurs  • ■■>  de  manière  qu'en  arrêtant 

la  série  à  un  terme  quelconque  on  obtienne  une  grandeur  plus  pe- 
tite qu(!  h  —  Eé,  mais  approchant  de  cette  valeur  d'aussi  près  que 
possible. 

Si  l'on  s'arrête  maintenant  à  un  terme  de  la  forme  a^D^,  tel  que 
les  termes  conservés  de  la  série  donnent  la  valeur  de  b  — Eè  avec 
une  erreur  moindre  qu'une  quantité  donnée  e,  et  que  l'on  prenne 
le  dernier  coefficient  «j-^  aussi  petit  cjue  possible,  sans  qu'il  cesse 
d'être  entier  et  sans  que  l'erreur  devienne  ^.s,  on  trouvera  la  va- 


'7 

+  .    . 

P.+, 

Q.-., 

y 

lu, 

=  D,_ 

,-D, 

qc 
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leur  clierchée  de   x,  en   remplaçant,  dans  l'expression  ainsi  ob- 
tenue de  b  —  Ei,  les  quantités  D,,  D,, . . .  par  —  Qi,  -f-  Q», . . . , 

( —  ')" Q"! ^'^  ^^"'^  ^^  valeur  de  j  eu  remplaçant  D,,  Dj, . . . 

par  — Pj ,  4- Pa  , . . . ,  ( — i)"P„,...,  et  ajoutant  au  résultat  le 
terme  Eè. 

Ou  suivrait  une  marche  analogue  pour  obtenir  des  valeurs  telles 
que  j  —  ax  différât  de  b  par  excès,  d'une  quantité  <^  s. 

Lorsque  a  est  incommensurable,  on  trouve  une  infinité  de  valeurs 

de  .r  et  de  7,  pour  lesquelles  y  —  nx  =  b »  et,  en  considérant 

les  valeurs  de  j  et  de  x  pour  lesquelles  j  — ax^b^  on  arrive 
aux  deux  tliéorèmes  suivants  : 

I.  Si  a  est  incommensurable,  on  peut  trouver  une  infinité  de 
nombres  entiers  x,  j,  tels,  que  i expression  y  —  ax  diffère  d' une 

quantité  donnée  quelconque  b  de  moins  de  -  •   Pamn  ces  valeurs 

de  X  et  de  y,  les  unes  donnent  j  —  ox^  b,  les  autres  y  —  ax<^b. 

II.  Si  la  différence  d'une  progression  arithmétique  est  incom- 
mensurable, parmi  ses  termes  il  s'en  trouvera  une  infinité  dont  la 
partie  fractionnaire  sera  moindre  que  2  divisé  par  le  nombre  des 
termes  précédents. 

A  la  fin  de  son  Mémoire,  M.  Tclicbychef  cherche  tous  les  nom- 
bres entiers  x,j}',  pour  lesquels  la  dillérence 

A(/.r  -I-  my  -h  n]- —  Ai  (/,  :i'  -h  m,y  +  n,)- 

est  comprise  entre  zéro  et  le  jjroduit  4  ( l'>h — A  '"  )  v'^^ Aj ,  //»,  —  /,  ;;/ 
étant  différent  de  zéro,  et  AA,  n'étant  pas  un  carré  parfait.  La  so- 
lution de  ce  problème  se  ramène  à  celle  du  précédent. 

IV. 

06î)  04HOXD  MexaHii3Mt.  —  Sur  un  mécainsme.  [Mémoires  de 
l  .Académie  des  Sciences  de  Saint-Pétersbourg,  T.  Xl\  ;  i  868.  — 
9  p.  gr.  in-8".) 

L'auteur  étudie  un  mécanisme  pouvant  remplacer  le  parallélo- 
gramme de  Watt,  dont  il  diffère  en  ce  qu'ici  les  leviers  se  croisent. 
Cette  étude  est  l'application  d'un  théorème  démontré  par  l'auteur 
dans  son  Mémoire  intitulé  :  Sur  les  questions  de  minima  qui  se 
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rattachent  à  la  représentation  approxiniatwe  des  fondions.  {^3Ic- 
Jitoires  de  l' u4cadé/7iie,  T .  VIL) 

M.  Tcliebychef  démontre  que,  dans  le  cas  où  la  distance  CCj  des 
axes  de  rotation  des  leviers  égaux  CA,  C,  A,  est  environ  le  tiers  de 
la  longueur  totale  des  deux  leviers  et  de  la  tige  AA,,  et  où  AA,  est 
environ  le  quart  de  CA,  le  milieu  M  de  AAi  décrit  un  arc  qui  coïn- 
cide sensiblement  avec  une  droite  sur  une  assez  grande  longueur 
(0,63  AC).  En  comparant  ce  mécanisme  avec  le  parallélogramme 
de  Watt,  calculé  par  Prony  [Annales  des  Mines,  T.  XII),  il  trouve 
que  la  llèclie  de  l'arc  décrit  par  ^I  est  égale  à  0,00029  ^^  ^''  longueur 
du  levier  AC,  taudis  que,  dans  le  parallélogramme  de  Watt,  elle  est 
o,ooojg  de  la  même  longueur. 


O  (J'yHKi^iHx'b  no4o6HbixT>  (J)yHKL(iîiM'h  .IcHcaHApa.  —  Sur  des 
fonctions  analogues  aux  fonctions  de  Legendre.  (Imprimé  par 
ordre  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg 5  1869. —  iop.gr.  in-S".) 

Si  l'on  désigne  par  X„,  X,,  Xj, .  .  .  les  coefficients  du  développe- 
ment de  (i  —  9.sx-\-  s-  j  '  suivant  les  puissances  de  s,  on  déduit  fa- 
cilement, de  la  formule 


/: 


dx  1    , 


'—  I      V  •  —  25J;-  -f-  S'  V  I  —  2  tX  -{-  t'  I^Sl  I  —   \Sl 

la  propriété  connue,  que  l'intégrale 


X„  X„,  dx 


s'annule  toutes  les  fois  que  les  indices  n  et  jn  sont  inégaux. 

M.  Tcliebychef  généralise  cette  proposition,  en  s'appuyant  sur 
l'expression  de  l'intégrale 

f  +  '  V{s.x)Y{l,x)   ^_^ 


J-,    [i-h  xi'li  —  x) 
où  F  (5,  .r)  désig;ne  la  fonction 

J,,  fl  -f-  5  -+-  V^l  ?-5r +  5')''(l  —  s  +  \/i  —  ■ 

^  l  —  1SX  -i-  S^ 
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Cette  intégrale  pouvant  se  ramener  à  la  forme 


K    z^(i-zf[y-stz^) 


dz. 


et  étant  par  conséquent  une  fonction  de  if,  si  l'on  désigne  par  T^, 
Ti,  Ts, ...  les  coefficients  du  développement  de  F(i,  x)  suivant  les 
puissances  de  x^  on  en  conclut  que  l'intégrale 


T„T,„ 

(IX 


s'annule  toutes  les  fois  cpie  les  indices  n  et  m  sont  inégaux. 

VI. 

O  ncHTpcOtucHOinj  ypaBHiiTcat.  —  Sur  le  régulateur  à  force 
centrifuge.  (1871.  —  19  p.  in-8°.) 

L'auteur  recherclie  quelles  doivent  être  la  forme  et  les  dimen- 
sions d'un  régulateur  à  force  ceiUrifuge,  pour  qu'il  satisfasse  à  la 
loi  d'isochronisme. 

En  prenant  une  forme  déterminée,  celle  du  régulateur  de  Watt, 
il  pose  l'équation  du  mouvement,  et  y  introduit  la  condition  d'iso- 
chronisme. A  l'aide  de  cette  condition,  il  détermine  les  dimensions 
principales  des  boules,  de  la  masselotte,  des  leviers  et  des  tiges,  en 
fonction  de  la  vitesse  angulaire  constante  w,. 

Au  lieu  de  tiges  droites,  comme  dans  le  régulateur  de  Watt,  il 
propose  l'emploi  de  tiges  composées  de  parties  rectilignes  raccor- 
dées par  un  arc  de  cercle.  A.  P. 


NACHRICHTEN  von  der  K.  Gesellschaft  der  Wissebschaften, 
und  der  Georg-Augusts-Universitat  aus  dem  Jalire  1870  ('). 

jNoTHER  (M.).  —  Sur  les  surfaces  qui  peuvent  être  représentées 
sur  le  plan.  (6  p.) 

Cette  Note  a  été  développée  depuis  par  l'auteur,  dans  un  Mé- 
moire développé   qui    a  paru  dans  les  3/athematische  u-ïnnalen, 

{')  Kuuvelles de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Gottingue;  \oir Bulletin,  t.  I,  p.  2  38. 
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t.  Il,  p.  358.  M.  Nôther  parvient  au  tliéorème  suivant,  qui  est  d'une 
grande  importance  : 

Toutes  les  fois  qu'une  surface  possède  une  série  simplement  in- 
finie de  courbes  rationnelles  qui  sont  obtenues,  chacune,  par  l'in- 
tersection de  la  surface  et  d'une  surface  d'un  faisceau,  la  surface 
peut  être  représentée  point  par  point  sur  le  plan  (c'est-à-dire  de 
manière  qu'à  un  point  du  plan  corresponde  un  seul  point  de  la  sur- 
face, et  réciproqueincnt\ 

Clebsch  (A.). —  Sur  la  représentation  d'une  classe  de  surfaces 
du  cinq uiènie  ordre. 

C'est  le  Mémoire  dont  nous  avons  rendu  compte,  et  qui  a  paru 
dans  le  Recueil  des  Mémoires  de  la  Société  de  Gôttingue  ('). 

Lie  (S.).  —  Sur  les  rapports  de  réciprocité  du  complexe  de 
Reye  (ly  p.) 

Il  s'agit  d'un  complexe  très-remarquable  de  droites  dont  nous 
avons  déjà  entretenu  nos  lecteurs.  Si  l'on  transforme  homograplii- 
quement  les  normales  d'une  série  de  surfaces  liomofocales  du  second 
degré,  on  obtient  un  assemblage  de  droites  tel  que  chaque  droite 
coupe  les  4  faces  d'un  tétraèdre  en  4  points,  dont  le  rapport 
anharmonique  est  constant.  Celles  de  ces  droites  qui  passent  par 
un  point  de  l'espace  forment  un  cône  qui  contient  les  4  sommets  du 
tétraèdre  ;  celles  qui  sont  dans  un  plan  enveloppent  une  courbe  tan- 
gente aux  4  faces  du  tétraèdre.  D'ailleurs,  toutes  les  droites  passant 
par  un  des  sommets,  ou  situées  dans  une  des  faces  du  tétraèdre 
fondamental,  appartiennent  au  complexe,  c'est-à-dire  font  partie 
de  l'assemblage  de  droites  considéré. 

Cela  posé,  il  résulte  de  cette  définition  que  le  complexe  consi- 
déré demeure  invariable  :  i°  par  toutes  les  transformations  homo- 
graphiques  en  nombre  triplement  infini  (c'est-à-dire  contenant  trois 
constantes  arbitraires)  qui  laissent  invariable  le  tétraèdi'e  fonda- 
mental ;  2°  par  toutes  les  transformations  réciproques  ou  corréla- 
tives (qui  transforment  un  point  en  un  plan),  et  dans  lesquelles  aux 
4  faces  du  tétraèdre  on  fait  correspondre  les  4  sommets.  C'est  ce 
que  M.  Lie  appelle  les  transformations  adjointes  ou  correspondantes 
au  complexe. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  3i5. 
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Si,  en  chaque  point  de  l'espace,  on  se  déplace  dans  la  direction 
d'une  droite  du  comjjlcxc,  le  point  décrivant  engendrera  une  courbe 
dont  toutes  les  tangentes  seront  des  droites  du  complexe,  et  qu'on 
peut  appeler  une  courbe  complexe.  Les  transforinalions  homogra- 
pliiques  ou  corrélatives  qui,  laissant  le  complexe  invariable,  trans- 
forment ses  droites  en  d'autres  droites  apjjarlenant  au  complexe, 
transformeront  aussi  les  courbes  complexes  en  d'autres  courbes 
complexes,  dépendant  de  trois  paramètres  arbitraires  et  consti- 
tuant, dans  leur  ensemble,  une  famille  de  courbes  complexes. 

Il  y  a,  par  exemple,  deux  espèces  de  courbes  complexes  du  troi- 
sième ordre.  Ce  sont  :  i  "  des  cubiques  gauches  passant  par  les  4  som- 
mets du  tétraèdre  5  a"  des  cubiques  gauches  corrélatives  des  précé- 
dentes et  ayant  4  plans  oseulateurs  communs  qui  sont  les  4  faces 
du  téti'aèdre. 

L'auteur  communique ,  sur  les  courbes  complexes ,  plusieurs 
théorèmes  très-intéressants,  et  il  remarque,  comme  cas  particulier, 
que  les  courbes  tctvaédrtiles  sj/neliii/iies,  considérées  par  M.  de  la 
Gournerie,  dans  sou  remarquable  ouvrage,  appartiennent  à  la  classe 
des  courbes  com^jlexes.  Il  énonce  au  sujet  de  ces  courbes  les  théo- 
rèmes suivants  : 

Si  deux  courbes  tôLraédrales  symélriciues,  d' exposants  e  et  f?', 
touchent  une  courbe  têtraédrale  symétrique  d' exposant  e,  elles 
touchent  aussi  une  courbe  d' exposant  £ ',  ou 


en  supposant  que  les  exposants  soient  de  la  forme  -• 

Les  lignes  asjmptotiques  des  surfaces  télraédrales  sj  métriques 
sont  des  lignes  algébriques,  tétraédrales  symétriques,  et  a}  ant 
un  exposant  moitié  de  celui  de  la  su/Jace. 

Ce  dernier  résultat  a  été  retrouvé  récemment  comme  consé- 
quence d'un  théorème  général,  et  donné  dans  le  Bulletin  par 
M.  Darboux  ('). 

Enfin  la  Note  se  termine  par  l'étude  des  systèmes  de  rayons  recti- 
lignes,  ou  eongruences,  formés  avec  les  droites  du  complexe. 

(')  Voir  DulUtln,  t.  I,  p.  3J5. 
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Enneper  (A.).  —  Sur  une  extension  de  la  notion  de  surfaces 
parallèles.  (12  p.) 

L'auteur,  dans  cette  Note,  s'occupe  d'une  question  qui  a  di'-jà  cté 
étudiée  par  dill'érents  auteurs  sous  le  nom  de  représentation  splié- 
rique  [Cotnptes  rendus  de  l' jécadénùe  des  Sciences  et  Bulletin  de 
la  Société  Philoniathique).  On  étudie  les  surfaces  telles,  qu'on  fai- 
sant correspondre  à  un  point  de  l'une  A  un  point  A'  de  l'autre, 
les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  soient  parallèles;  et,  en  outre, 
que  les  lignes  de  courbure  aient  la  même  direction  sur  les  deux  sur- 
faces en  A  et  A'. 

Klinkerfues  (W.).  —  Essai  sur  le  mouvement  de  la  2 erre  et  du 
Soleil  dans  l'étlier.  [6  p.) 

Stern  (A.).  —  Sur  une  démonstration  simple  de  la  loi  de  réci- 
procité des  résidus  t/uadrati(/ues,  et  sur  (juelt/ues  théorèmes  (/ui 
s'y  rattachent.  (i5  p.) 

Cette  démonstration,  très-élémentaire,  se  rapproclie  de  la  troi- 
sième démonstration  de  Gauss. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  tpcelqucs  problèmes  de  la  théorie  des 
surfaces. 

11  s'agit  de  la  représentation  des  surfaces  sur  un  plan  double.  Le 
Mémoire  a  paru  in  extenso.  (îl/alhematische  ^ïnnalen,  1. 1,  p.  253.) 

Enneper  (A.).  —  Sur  un  piohlème  de  Géométrie  analyti 
(jue.  (i4  p) 

L'auteur  traite  des  surfaces,  pour  lesquelles  les  coordonnées 
orthogonales  d'un  point  satisfont  à  l'équation 

d-x tl-v 

du-        dv  ' 

où  u  et  i'  sont  les  paramètres  des  lignes  de  courbure. 

Christoffel  (E.-B.).  —  De  la  représentation  d'une  surface 
plane,  à  connexion  sit/iple,  et  composée  d'un  seul  feuillet,  sur  la 
surface  plane  limitée  par  une  circonférence.  (16  ji-) 

Schering  (E.).  —  La  pesanteur  dans  l'espace,  tel  que  le  conçoit 
Gauss.   (i  I  p.) 

Enneper  (A.).  —  Sur  les  surfaces  hélicoïdes.  (8  p.) 
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Christoffel  (E.-B.).  — De  la  représentation  d'une  surface  à 
connexion  simple,  an  feuillets,  à  l' intérieur  d' un  cercle.  [ii  p.) 

Il  s'agit,  dans  cet  article,  comme  dans  le  précédent,  de  recher- 
clies  inspirées  par  les  travaux  de  Riemaun,  et  qui  n'ont  aucun  rap- 
port avec  la  théorie  des  représentations  rationuelhis  étudiées  récem- 
ment. 

Clebsch  (A.).  — Sur  la  théorie  des  formes  binaires  algébri- 
ques. (9p.)('). 

GoRDAK  (P.).  —  Des  équations  différentielles  auxquelles  satis- 
fait la  résultante  d'une  forme  de  degré  n  et  d'une  forme  de 
degré  m.  (7  p.) 

LiPSCHiTz  (R.).  —  Sur  la  théorie  de  V inversion  d'un  système  de 
fonctions.  (4o  p.) 

Ek>eper  (A.).  —  Sur  les  lignes  asjmptotiques .  (18  p.) 

Brill  (A.).  —  Sur  deux  problèmes  d'élimination,  relatifs  à  la 
théorie  des  courbes  qui  satisfont  à  des  conditions  données.  (16  p.) 

Séaxce  Pt'BLiQtE  du  3  décembre.  —  Rapport  des  Secrétaires .  — 
La  Société  propose  pour  les  Sciences  matliématiqucs  le  sujet  de 
prix  suivant  : 

Donner  une  théorie  des  nombres  complexes  les  plus  généraux, 
et  des  formes  de  tous  les  degrés  résolubles  en  facteurs  linéaires. 

Les  Mémoires  destinés  au  concours  doivent  être  envoyés  francs 
de  port  avant  le  mois  de  septembre  1873,  et  être  accompagnés  d'un 
pli  cacheté  portant  le  nom  et  la  demeure  de  l'auteur,  et  rappelant 
une  devise  placée  au  commencement  du  Mémoire. 

Le  prix  est  de  3o  ducats. 


Programme  des  leçons  pendant  le  semestre  d'été  1870 
A  l'Université  de  Gottingue. 

Les  leçons  commencent  au  20  avril  et  finissent  le  20  août  ('). 
Stéréométrie  élémentaire  et  analytique,  trigonométrie  sphérique.  —  Quatre 
cours  par  semaine  :  M.  Ulrich. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  iS3. 

(')  Nous  croyons  être  utile  à  nos  lecteurs  en  leur  donnant  le  programme  des  cours 
consacres  aux  Mathématiques  et  à  l'Astronomie. 
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Géométrie  pratique,  avec  application  sur  le  terrain.  —  Quatre  séances  de 
deux  heures  par  semaine  :  M.  Ulrich. 

Géométrie  analytique  de  V espace.  —  Quatre  cours  par  semaine  :  M.  Clebsch. 
Géométrie  analytique  des  surfaces  et  des  courbes  à  double  courbure  ai'ec  appli- 
cation aux  surfaces  du  1'  degré.  —  Cinq  cours  par  semaine  :  M.  Enneper. 
Théorie  des  déterminants.  —  Deux  leçons  par  semaine  :  M.  Enneper. 
Calcul  différentiel  et  intégral.  —  Cinq  leçons  par  semaine  :  M.  Stern. 

Fonctions  de  variables  complexes,  intégrales  définies  eulériennes,  série  fiyper- 
géomé trique  de  Gauss.  —  Quatre  leçons  par  semaine  :  M.  Schering. 

Calcul  des  variations.—  Trois  leçons  par  semaine  :  M.  Stern. 
Tliéorie  et  application  des  fonctions  elliptiques.  —  Quatre  leçons  par  semaine  : 
M.  Clebsch. 

Observations  magnétiques.  —  Une  séance  par  semaine  :  31.  Schering. 
Astronomie  sphérique.  —  Quatre  leçons  par  semaine:  M.  Klinkerfues. 

En  outre,  au  Séminaire  des  Sciences  physiques  et  mathématiques,  M.  Stern 
ti'aite  de  la  division  du  cercle  (une  séance  )  ;  M.  Clebsch  traite  des  problèmes  sur 
la  Géométrie  analytique  plane  ;  M.  Klinkerfues  prépare  aux  observations  astro- 
nomiques ;  M.  Minnigerode  fait  quatre  cours  par  semaine  sur  la  ttiéorie  de  V at- 
traction. 

Programme  des  leçons  faites  pendant  le  semestre  d'hiver 
A  l'Université  de  Gottingue. 

Les  cours  commencent  le  i5  octobre  et  finissent  le  i5  mars.  (Ce  semestre  est 
le  second  de  l'année  scolaire  allemande.) 
Voici  les  cours  de  Mathématiques  et  d'Astronomie  : 

Analyse  algébrique ,  introduction  aux  notions  fondamentales  de  V  Arithmé- 
tique. —  Cinq  cours  par  semaine  :  M.  Stern. 

Éléments  de  la  lliénrie  des  formes  algébriques.  —  Quatre  leçons  par  semaine  : 
M.  Clebsch. 

Géométrie  analytique,  surfaces  du  7.'  degré.  —  Cinq  leçons  :  M.  Ulrich. 

Calcul  différentiel  et  intégral.—  MM.  Ulrich  et  Enneper:  tous  les  jours. 

Introduction  à  la  théorie  des  fonctions  abéliennes.  —  Quatre  leçons  : 
M.  Qebsch. 

Théorie  des  fonctions  elliptiques.  —  Deux  leçons  :  M.  Enneper. 

Exercices  sur  les  applications  des  fonctions  elliptiques.  —  Une  leçon  : 
ai.  Clebsch. 

Théorie  des  fonctions  sphériques.  —  Trois  leçons  :  îl.  Minnigerode. 

Méthode  des  moindres  carrés.  —  M.  Schering. 
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TJieoiic  mnlhèmatlque  de  la  pesanteur,  du  magnétisme ,  de  l'électricité ,  des 
courants  gahrinit/ues.  —  Deux  leçons  :  M.  Schering. 

Mécanique  analytique.  —  Quatre  leçons  :  M.  Stern. 

Astronomie  théorique,  détermination  des  orbites .  —  Quatre  leçons:  M.  Klin- 
kerfues. 

Au  Séminaire  des  Sciences  physiques  et  malh(''matiques,  M.  Ulrich  traite  de  la 
théorie  des  machines  simples;  M.  Stern,  les  exercices  mathématiques  ;  M.  Sche- 
ring, les  observations  magnétiques  ;  M.  KHnkerfues,  les  observations  astrono- 
miques. 


ZeITSCIIRIFT    FIJR    MATHEM  ATISCHEN     tîiD    NATURWISSENSCHAFTI,1C,HEN 

Unterricht.  —  Elu  Orgau  fiir  Metliodik,  BilJuiigsgehalt  iiiid 
Organisation  der  exactcn  Unterriclusfaclicr  an  Gyninasicn, 
Rcalscliulen,  Lelirerseminarien  und  liuliercn  Biirgerscliulon. 
(Zuglfich  Organ  dcr  malliematiseli-naturwisscnscliaftliili-di- 
dactischen  Sectioncn  dcr  Pliilolog-,  jNaturforsthcr-  und  allgc- 
niciiien  dciitschcn  Lehrcr-Versanimlung.).  — Untcr  Mitwirkung 
von  Fachlclirern  lierausgcgeben  von  J.-C.-V.  Hoffmaî.k, 
Obcrlelirer  am  konigl.  Gymnasium  zu  Freibcrg  in  Sachseii.  — 
Leipzig,  Dru ck  und  \  crlag  von  B.-G.  Toubncr.  In-8  ('). 

Nous  n'entreprendrons  pas  d'analyser  article  par  article  le  con- 
tenu de  ce  Journal,  qui,  comme  l'indicpie  son  titre,  n'est  pas  un 
pur  recueil  de  IMémoires  scicntificpies,  mais  traite  de  tous  les  sujets 
relatifs  à  la  partie  scientifique  de  l'Enseignement  secondaire,  dans 
des  articles  de  formes  très-diverses.  Nous  essayerons  seulement  de 
donner  une  idée  du  but  de  cette  publication,  qui  n'a  pas,  mallicu- 
reusemcnt,  d'analogue  en  France,  et  dont  nous  ne  saurions  trop 
recommander  la  lecture  aux  professeurs,  et  surtout  aux  auteurs  de 
programmes  scolaires. 


(')  Jiuinuiï  j}our  l'enseignement  des  Sciences  mathématiques  et  pliyslqucs.  Organe 
liour  la  iiKtlioJiqiie,  la  valeur  éducatrice  et  l'organisation  clos  cours  de  sciences 
exactes  dans  les  gymnases,  les  écoles  pratiques,  les  séminaires  de  professeurs  et  les 
écoles  municipales  supérieures.  (En  même  temps,  organe  des  sections  malhémaliques, 
physiques  et  didactiques  du  Congrès  des  philologues,  des  naturalistes  et  des  profes- 
seurs allemands  en  général.)  Publié  avec  la  collaboration  de  professeurs  spéciaux 
par  J.-C.  Hoffmann,  professeur  au  Gymnase  royal  de  Freiberg,  en  Saxe.  Leipzig, 
Teubner.  In-8. 

Paraissant  tous  les  mois  par  cahier  de  5  à  6  feuilles.  Prix  :  3  Tlilr. 
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Chaque  livraison  du  journal  se  compose  de  trois  parties  : 
1°  3/émoires.  —  Articles  relatifs  aux  éléments  des  sciences  ma- 
thématiques, physiques  et  naturelles,  à  l'histoire  scientifique,  ou 
aux  méthodes  d'enseignement. 

2°  Reloue  hibliographiq lie .  —  Analyse  critique  des  ouvrages 
élémentaires  pulîliés  en  Allemagne  ou  à  l'étranger.  Revue  des  arti- 
cles bibliographiques  2Hihliés  par  les  principaux  journaux  scienti- 
fiques. Liste  des  ouvrages  nouvellement  parus. 

3°  Journal  pédagogique.  —  Comptes  rendus  des  congrès  de 
professeurs.  Examen  des  programmes  d'enseignement  et  des  règle- 
ments d'instruction  publique.  Statistique  scolaire.  Table  des  Mé- 
moires publiés  par  les  Recueils  périodiques  les  plus  importants. 
Indication  des  découvertes  récentes  les  plus  remarquables.  Corres- 
pondance. 

Passons  rapidement  en  revue  les  principaux  sujets  traités  dans 
les  deux  premiers  volumes  de  ce  Journal. 

T.  I,  1870. 

Le  premier  article  est  un  travail  du  professeur  Buchbikder,  de 
Sehulpforta,  relatif  à  des  ^propositions  soumises  par  lui  au  Congrès 
des  professeurs  tenu  à  Kiel  en  septembre  1869,  sur  la  question  du 
développement  de  l'enseignement  des  sciences  dans  les  gymnases. 
Celte  question  se  rattache  à  la  lutte  qui  existe,  en  Allemagne 
comme  chez  nous,  entre  les  humanistes  et  les  réalistes,  c'est-à-dire 
entre  ceux  qui  considèrent  l'étude  des  langues  anciennes  comme  le 
fondement  de  toute  culture  intellectuelle,  et  ceux  qui  veulent  y 
faire  entrer  comme  éléments  principaux  l'étude  des  sciences  et  celle 
des  langues  modernes. 

Grâce  au  perfectionnement  de  leurs  juéthodes  pédagogiques,  les 
Allemands,  tout  en  maintenant  avec  un  soin  jaloux  le  niveau  de 
leur  enseignement  des  lettres  grecques  et  latines,  ont  trouvé  moyen 
de  faire  place  aux  études  scientifiques,  qui  se  sont  introduites  dans 
les  gymnases,  depuis  le  commencement  de  ce  siècle,  en  dépit  des 
résistances  des  philologues  exclusifs.  L'enseignement  des  sciences 
commence,  dès  l'entrée  au  gymnase,  par  les  éléments  du  calcul 
(que  les  Allemands  distinguent  des  Mathématiques  proprement 
dites),  et  par  l'histoire  naturelle.  Vient  ensuite  l'étude  des  formes 
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[Formenlehre).  enseignement  préparatoire  à  celui  de  la  Géométrie, 
et  consistant  principalement  dans  la  pratique  du  dessin  géomé- 
trique. Notons  eu  passant  que  cet  enseignement  n'est  pas  confié  à 
un  artiste,  mais  à  un  matlu'iuatieicn.  On  lira  avec  intérêt,  dans  le 
môme  volume,  un  article  de  M.  Kiessling  sur  cet  enseignement, 
qui  peut  devenir  si  fructueux  quand  il  est  bien  dirigé.  Pendant  les 
six  dernières  années  les  élèves  apprennent  l'Arithmétique  ration- 
nelle, l'Algèbre,  la  Géométrie  plane  et  solide,  les  éléments  de  Géo- 
métrie analytique,  la  Trigonométrie  plane,  la  Géographie  mathéma- 
tique et  physique,  les  Sciences  physiques  et  chimiques. 

On  voit  que  ce  programme  d'études  est  assez  étendu  pour  des 
jeunes  gens  qui  ne  se  destinent  pas  à  une  profession  scientifique. 
Aussi  M.  Buchbinder  ne  demande  pas  que  l'on  augmente  les  ma- 
tières à  enseigner,  ni  que  l'on  dépossède  les  langues  anciennes  de 
leur  suprématie  ;  il  demande  seulement  que  l'on  reconnaisse  à  l'en 
seignement  des  sciences  le  pouvoir  de  contribuer,  aussi  bien  que 
l'enseignement  littéraire,  au  développement  intellectuel,  qui  doit 
être  avant  tout  le  but  de  l'éducation  des  gymnases.  Mais,  pour  que 
l'étude  des  sciences  soit  profitable  comme  gyninaslique  de  l'esprit, 
il  faut  qu'elle  ne  soit  pas  trop  précipitée,  et  qu'on  laisse  aux  élèves 
le  temps  de  s'assimiler  ce  qu'on  leur  enseigne.  Ou  peut  lire  dans  le 
môme  fascicule  le  compte  rendu  des  débats  auxquels  les  proposi- 
tions de  M.  Buchbinder  ont  donné  lieu. 

Ce  volume  contient  encore  sur  l'enseignement  scientifique  en 
général  quelques  autres  articles,  dont  nous  indiquerons  seulement 
les  titres  : 

Fresenius  :  Plan  d'un  enseignement  préparatoire  des  sciences 
physiques.  — Bolze  :  Sur  l'enseignement  de  la  Géographie  et  de 
l'Histoire  naturelle  dans  les  écoles  secondaires.  —  Oppel  :  De  l'in- 
fluence de  l'enseignement  mathématique  sur  le  jîcrfectionnement 
du  style.  —  Hoffmann  :  Sur  les  devoirs  écrits  des  élèves  de  Mathé- 
matiques et  de  Sciences  naturelles.  —  Sturm  :  Sur  quelques  incor- 
rections qui  se  sont  glissées  dans  le  langage  mathématique,  et  sur- 
tout dans  la  partie  élémentaire. 

Sur  l'enseignement  de  l'Arithmétique,  nous  remarquons  les 
articles  suivants  : 

Oppel  :  Sur  l'exposition  scientifique  du  calcul  des  fractions  et 
de  la  division  dans  les  gymnases  et  autres  écoles  secondaires.  — 
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Faille  :  L'enseignement  du  calcul  tlans  les  gymnases.  —  Kober  : 
Deux  chapitres  du  calcul  des  fractions. 

A  renseignement  de  l'Algèbre  se  rapporte  un  article  étendu  du 
D''  Schwai-z,  intitulé  :  «  Etudes  critiques  sur  la  théorie  des 
nombres  algébriques,  »  et  traitant  de  la  théorie  des  quantités  néga- 
tives, et  une  INote  de  M.  Ziegler  sur  la  construction  des  équations 
du  second  degré. 

Parmi  les  articles  consacrés  à  la  Géométrie  élémentaire,  citons 
les  suivants  : 

Kober  :  Sur  les  définitions  des  conceptions  fondamentales  de  la 
Géométrie.  (Critique  ti'ès-juste  des  définitions  en  usage  dans  la  plu- 
part des  Traités,  et  en  particulier  de  la  définition  de  la  ligne  droite 
comme  ligne  de  longueur  minimum.  C'est,  dit  l'auteur,  comme  si 
l'on  définissait  un  parallélogramme  par  la  propriété  de  ses  diago- 
nales de  se  couper  en  leur  milieu,  ou  un  triangle  comme  un  poly- 
gone dont  le  supplément  d'un  angle  est  égal  à  la  somme  de  tous  les 
autres  angles.)  —  Kober  :  La  théorie  du  parallélogramme.  — 
Sturm  :  La  nouvelle  Géométrie  dans  l'école.  (L'auteur  voudrait 
([ue  l'on  accoutumât  de  bonne  heure  les  élèves  aux  locutions  de  la 
7iouvelle Géométrie,  y  compris  l'idée  des  figures  situées  à  l'infini.) 

On  trouve  encore  dans  ce  volume  divers  articles  sur  l'enseigne- 
ment de  la  Cosmographie  et  de  la  Géographie  mathématique,  sur  le 
dessin  des  cartes  à  main  levée,  etc. 

Parmi  les  auteurs  des  livres  passés  en  revue  dans  la  partie  biblio- 
graphique, nous  citerons,  par  ordre  de  matières,  les  noms  suivants  : 

arithmétique  :  Mauritius,  Schwarz,  Trappe. 

Algèbre  :  Henrich,  Koppe. 

Géométrie:  J.  Millier,  Zicgler,  Ed.  Millier,  Lieber  et  von 
Liihmann. 

Trigonométrie  :  Brockniann,  Piocsc,  Joelicns,  Henrich,  Wie- 
gand,  Reinicke. 

Géographie  mathématique  :  A.  Hoffmann. 

Physique  :  Reis,  Krumme,  Spiller,  Emsmann. 

Mélanges  :  Thurot  [Recherches  historiques  sur  le  principe 
d' Archimède) . — Wiegand  [Autobiographie^  brochure  très-cu- 
rieuse par  les  renseignements  qu'elle  donne  sur  la  position  des  fonc- 
tionnaires de  l'enseignement  en  Allemagne  dans  la  première  moitié 
de  ce  siècle) .  — Wohlwill  [Le  procès  de  Galilée  dei'ajit  l'Inquisition) . 
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La  partie  pûdagogiquc  conticiiL,  outre  le  compte  reiulu  du  Cou- 
grès  de  Kiel,  dont  il  a  déjà  été  question,  les  comptes  rendus  des 
réunions  tenues  à  lunsbruck,  à  Berlin,  à  \  ienne  ;  des  considéra- 
lions  sur  renseignement  scientifique,  d'après  le  nouveau  plan  d'é- 
tudes des  gymnases  du  grand-duché  de  Bade  ;  les  avis  des  Facultés 
prussiennes  relativement  aux  études  des  gymnases  et  à  l'introduc- 
tion des  élèves  des  lienlschnlcn  dans  les  Universités;  des  tableaux 
statistiques  du  personnel  des  gymnases  et  des  Realscliulen  de 
Prusse. 

T.  II,  1871. 

AniTHMÉTiQiE  et  ALc.iiBiiF,.  —  Scliwavz  :  TIléorie  de  la  division. 
—  Hoffmann  :  Sur  le  signe  de  division.    Les  auteurs  français,  avec 

raison,  ne  font  entre  les  notations  a  '.  h  et  j  aucune  distinction,  cl 

considèrent  la  dillérencc  de  ces  deux  signes  comme  une  simple  ques- 
tion d'écriture.  En  Allemagne,  certains  auteurs  établissent  entre 
CCS  deux  symboles  une  dilï'érence  correspondante  au  double  poin't 
de  vue  sous  lequel  le  quotient  peut  être  envisagé,  suivant  que  le 
dividende  est  supposé  homogène  au  diviseur  ou  au  quotient.  En 
outre,  la  notation  a  \  b  n'a  pas  pour  tous  la  même  signification. 
Pour  les  uns  elle  veut  dire  a  divisé  pai'  h  ;  pour  les  autres, 
surtout   dans   l'enseignement   primaire,    elle   indique   coinhien   de 

fois  a  est  contenu  dans  Z>,  c'est-à-dire  qu'elle  équivaut  à  -•  (jNous 

mentionnons  ces  variations  de  notations,  simplement  pour  avertir 
ceux  de'  nos  lecteurs  qui  voudront  prendre  connaissance  d'un 
Traité  (?7ewe«f«ire d'Arithmétique  rédigé  en  Allemagne.  Quant  aux 
auteurs  de  travaux  de  haute  science,  leur  notation  est  la  même 
dans  tous  les  pays.) 

Schwarz  :  Sur  la  position  du  multiplicateur.  (11  s'agit  de  savoir 
si  le  multiplicateur  doit  être  placé  à  droite  ou  à  gauche  du  multi- 
plicande.) 

Koher  :  Sur  les  Traités  de  calcul. 

KucJ\iick  :  Remarques  sur  l'enseignement  de  la  division  et  de  la 
multij)lication.  (L'auteur  recommande  avec  raison  l'usage  de  com- 
mencer la  multi^jUcation  par  la  gauclie  du  multiplicateur .) 

Aoie/' ;  La  méthode  la  jilus  courte   pour  la  division  ordinaire. 
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—  Sur  la  lecture  des  grands  nombi-cs.  (Il  nous  semble  que  le  seul 
uiovcn  pratique  est  d'épcler  simplement  les  nombres  chiilre  par 
cliiaVc.) 

Gkométrie.  —  Fresenius  :  Tliéoric  de  l'égalité  des  triangles, 
d'après  une  nouvelle  méthode.  (Cette  méthode  est  fondée  sur  la 
considération  des  figures  planes  symétriques  par  rapport  à  un  axe.) 

Becker  :  Sur  les  incorrections  qui  se  sont  glissées  dans  le  langage 
mathématique.  (Critique  de  quelques  expressions  eniploj'écs  dans 
la  (géométrie  de  Baltzcr.) 

7s'.  Millier  :  Le  but,  le  livre  et  la  méthode  dans  l'enseignement 
de  la  Géométrie.  —  llellmnnu  :  Construction  d'un  triangle  au 
moyen  de  ses  trois  médianes.  —  Duda  :  Théorèmes  qui  se  ratta- 
chent à  celui  de  Pythagore.  —  Sc/ilegel  :  Exemples  d'une  nouvelle 
exposition  des  Matliématiqucs  élémentaires,  fondée  sur  la  Théorie 
de  i (•tendue,  de  Grassmanu.  (Méthode  analogue  au  Calcul  baryccn- 
trique  de  Mùbius  et  au  Calcul  des  équipollences  de  Bellavitis.)  — 
Zerldiig  :  Remarques  sur  la  terminologie  mathématique.  —  Zer- 
lang  :  Sur  le  calcul  du  nombre  tt.  —  Sturin  :  Sur  les  figures 
situées  à  l'infini.  ■ —  Kober  et  Hoffmann  :  Remarques  sur  le  .Mé- 
moire  précédent.    —  Brochunnn  :    Sur    l'usage    de    la    formule 

tauff  B  = '-, — '■ — -  dans  la  résolution  d'un  triantrle.   (Cette  for- 

'^  c— 6cos.\.  f        \ 

mule  est  avantageuse,  lorsque  les  côtés  b  et  c  sont  donnés  par  leurs 
logarithmes.  L'auteur  indique,  à  tort,  comme  moyen  de  simplifier 
le  calcul,  l'introduction  d'un  angle  auxiliaire.)  —  Plagge  :  Con- 
struction de  figures  mnémoniques  au  moyen  de  la  représentation 
d'une  droite  comme  un  cercle  de  rayon  infiniment  grand.  —  Fre- 
senius :  La  nouvelle  Géométrie  et  les  figures  à  l'infini. — Hellmann  : 
Sur  un  point  de  la  théorie  des  sections  coniques. 

Histoire  des  m.vthématiqi  es.  — Friedlein  :  Etudes  sur  le  livre 
appelé  les  Définitions  de  Héron. 

Cosmographie.  —  Beckniann  :  Sur  une  inexactitude  dans  l'ex- 
plication de  la  précession.  —  Fahle  :  Sur  la  sphéricité  de  la  Terre. 

—  Pick  :  Sur  le  même  sujet. 

Rewe  bibliographique.  —  Parmi  les  ouvrages  les  plus  impor- 
tants dont  il  est  rendu  compte,  nous  remarquons  les  suivants  :  — 
Beltrami:  Essai  d'interprétation  de  la  Géométrie  non  euclidienne. 

—  Miidler  :  Discours  et  Mémoires  sur  des  sujets  d'Astronomie.  — 
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Bictsch/wider  :  La  Géométrie  et  les  géomètres  avant  Euclide.  — 
Auteiiheimer  :  Problèmes  sur  le  travail  méeanique.  —  Bardej  : 
Recueil  de  problèmes  de  ÎMatliématiques  ;  etc. 

Programmes  d'étldes  et  pédagogie.  —  L'enseignement  matlié- 
matique  et  physique,  d'après  le  nouveau  Règlement  des  gymnases 
de  Saxe.  — Le  nouveau  plan  d'études  des  écoles  pratiques  [Real- 
scliulen)  et  des  gymnases  d'x\utriclie.  — Admission  des  élèves  sor- 
tant des  JîeaLchulen  dans  les  Facultés  de  pliilosopliie  des  Univer- 
sités prussiennes.  —  Statistique  scolaire  de  tous  les  établissements 
d'instruction  secondaire  du  royaume  de  Prusse.  J.  H. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires  de  l'Académie  des  sciences, 
puljliés  par  M^L  les  Secrétaires  perpétuels  ('). 

T.  LXXin. 

]N"°  17.  Séance  du  2ô  octuke  1871. 

Bertrand(J.).  —  Note  siti- 1(1  t/icorie  mntlie/iiiitiijiie  de  l'électri- 
cité dyuaiinque. 

]\L  Bertrand  présente  plusieurs  observations  critiques  sur  un 
INIémoire  publié  pariNL  Helmhollz  dans  le  tome  ']■>'  du  Journal  de 
Crclle  ;  les  objections  de  ^L  Bertrand  portent  principalement  sur 
les  délinilions  d'un  potentiel,  qui  est  le  point  de  départ  et  la  base 
de  tout  le  Mémoire. 

Chasles.  —  im?'  la  délernii/iation  d  une  séiie  de  groupes  d  un 
certain  nombre  de  points  sur  une  couihe  géométriijue. 

Suite  d'une  communication  très-importante  faite  dans  une  séance 
précédente. 

Secchi  (Le  P.).  — ■  Sur  les  divers  aspects  des  protubérances  et 
des  autres  parties  renian/uables  à  la  surface  du  Soleil.  (5'  lettre.) 

Secchi  (Le  P.}. — Note  sur  uii  nouveau  moyen  d  observer  les 
éclipses  et  les  passages  de  J  énus. 

(')  Voir  nuUedn,  t.  I,  p.  29. 
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Mathieo  (E.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles  de  la  phjsique  mathématique. 

Pour  donner  une  idée  des  divers  théorèmes  énoncés  par  M.  Ma- 
thieu, nous  citerons  le  premier  : 

«  Toute  fonction  qui  satisfait,  à  l'intérieur  d'une  surface  c,  à 
l'équation 


()-  u        ()■  Il        à-  Il 
O.f        0  y-        oz- 


a  pour  expression 


P 


p  étant  une  fonction  arbitraire  d'un  point  de  a.  » 

La  fonction  m  et  ses  dérivées  du  premier  ordre  doivent  varier 
d'une  manière  continue  dans  l'intérieur  du  corps  terminé  par  la 
surface  ct;  rest  la  distance  d'un  point  quelconque  intérieiu'  à  a  à  un 
point  de  la  surface  a. 

N"  18.  Séance  du  30  octobre  1871. 

Paye.  —  Sur  l'histoire  et  l'état  présent  de  la  tliéorie  des 
comètes. 

Suite  et  lin  de  la  communication  faite  dans  la  séance  du 
i6  octobre. 

Leveau.  —  Eléments  de  la  planète  @  Héra. 

N°  19.  Séance  da  6  novembre  1871. 

Phillips.  —  Résumé  des  observations  faites  dans  les  sept  der- 
nières années  à  l' Obsert^atoire  de  Neuchdlel,  sur  les  chronomètres 
munis  de  spiraux  à  courbes  finales  théoriques. 

Le  Veriiier. —  Observations  de  l'essaim  d' étoiles  filantes  de 
novembre,  /e5i2,  iZ  et  i4  du  présent  mois,  dans  les  stations  de 
l' Association  Scientifique  de  France. 

Mannheim.  —  Propriétés  relatives  aux  déplacements  infini- 
ment petits  d'un  corps,  lorsque  ces  déplacements  ne  sont  défnis 
que  par  quatre  conditions. 

Cinq  conditions  sont  nécessaires  pour  déterminer  le  déplacement 
d'une  ligure  de  forme  invariable;   lorsque   la  ligure  mobile   n'est 
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plus  assujettie  qu'à  quatre  conditions,  on  peut,  à  un  instant  quel- 
conque, la  déjslacer  d'une  infinité  de  manières.  Chacun  des  dépla- 
cements infiniment  petits  qu'on  peut  imprimer  à  la  figure  mobile, 
à  partir  de  sa  position  initiale,  est  un  déplacement  hélicoïdal  don- 
nant lieu  à  un  axe  de  déplacement.  M.  Mannheim,  après  avoir  in- 
diqué la  situation  et  la  construction  de  ces  axes,  termine  par  celte 
proposition  générale  :  «  Lorsqu'une  jigure  de  forme  irufariable 
n'est  assujettie  qu'à  quatre  conditions,  les  axes  de  tous  les  dépla- 
cements iju  on  peut  lui  imprimer,  à  partir  d'une  quelconque  de 
ses  positions,  sont  les  gciiératrices  d'un  conoïde  droit  du  troisième 
ordre. 

Ce  conoïde  a  pour  directrice  une  ellipse  qui  ri.-ncontre  la  direc- 
trice rectiligne,  et  dont  la  projection  sur  le  plan  directeur  est  une 
circonférence  de  cercle. 

Levy  (Maurice^.  — Sur  l'intégration  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles,  relatives  aux  mouvements  intérieurs  des  corps 
solides  ductiles,  lorsque  ces  mouvements  ont  lieu  par  plans  paral- 
lèles. 

Les  équations  à  intégrer  sont  les  suivantes  : 


Ux 

-4- 

ÔV 

<;n, 

Ox 

+ 

ày 

où  Ni,  Nj,  T,  sont  trois  fonctions  inconnues  de  x  et  -)',  et  K  une 
constante.  Par  un  choix  heureux  de  nouvelles  variables  indépen- 
dantes, M.  Levy  arrive  très-simplement  à  exprimer  x,  j,  Nj,  Nj, 
T,  à  l'aide  des  nouvelles  variables  ;  x  et  y  sont  représentées  par 
des  séries;  les  variables  introduites  sont  entièrement  liées  à  la  ques- 
tion et  ont  une  signification  mécanique  importante. 

ÎN'°  20.  Séance  tla  13  novembre  1871. 

Faye.  —  Sur  la  mesure  spectroscopiquc  de  la  rotation  du  Soleil 
au  moyen  du  spectroscope  à  réversion  du  D''  Zollner.  (Suite  du 
rapport  verbal  du  20  septembre  1869.) 
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Faye.  —  Sur  la  loi  de  rotation  du  Soleil;  réponse  à  une  récla- 
mation du  P.  Secchi,  et  à  un  mémoire  du  D''  Zollner. 

Phillips.  —  Tliéoreme  sur  le  spiral  réglant  des  citronomètj-es . 

M.  Phillips  démontre  rigoureusement  I3  proposition  générale 
suivante  :  «  Toutes  les  fois  que  la  forme  d'un  spiral  est  telle  qu'il 
n'existe,  pendant  le  mouvement,  aucune  pression  sur  l'axe  du  ba- 
lancier, il  arrive  que,  pendant  le  mouvement,  le  centre  de  gravité 
de  ce  spiral  est  constamment  sur  l'axe  du  balancier,  m 

Tresca.  —  Résultats  des  expériences  de  flexions  faites  sur  des 
rails  en  fer  et  en  acier  au  delà  de  In  limite  d' élasticité . 

Une  des  principales  conclusions  que  M.  Tresca  tire  de  ses  expé- 
riences est  la  suivante  :  «  La  limite  d'élasticité  s'éloigne,  pour  une 
même  barre,  à  mesure  qu'elle  est  soumise  à  des  actions  plus  éner- 
giques, et  cette  limite  d'élasticité  peut  être  reculée  jusque  dans  le 
voisinage  de  la  rupture,  sans  pour  cela  que  le  coefficient  d'élasticité 
ait  varié  d'une  manière  très-notable.  On  observera  néanmoins  un 
amoindrissement  successif  de  coefficient  primitif  qui  peut  aller  jus- 
qu'au dixième  de  la  première  valeur.  » 

Resal.  —  Du  mouK'ement  d'un  système  matériel,  rapporté  à 
trois  axes  rectangulaires  mobiles  autour  de  leur  origine. 

^°  21.  Séance  du  20  novembre  1871. 

Sai_\t-\  ENAST  (de).  — Sur  la  mécanique  des  coij's  ductiles. 

ViLLARCEAu  (Yvon). —  Communication  d'une  lettre  de  M .  Golld. 
Cette  lettre  est  relative  à  l'étaljlissemcnt  d'un  Observatoire  dans 
la  république  Argentine. 

Secchi  (LeP.\  —  Sur  les  expériences  du  pendule  qui  l'ont 
être  entreprises  dans  le  tunnel  des  Alpes  Occidentales. 

Le  Terrier.  —  ^Sote  sur  les  obsen'ations  du  passage  de  l'es- 
saim d'étoiles  Jilantcs  de  novembre  dans  les  nuits  du  12,  i3  et  i4 
de  ce  mois. 

Resal.  —  Du  mouvement  d' un  point  soumis  à  l'action  d'une 
cause  périodique,  et  qui  éprouve  une  résistance  constante  dirigée 
en  sens  inverse  de  la  vitesse. 

M.  Resal  fait  remarquer,  à  la  fin  de  sa  iSote,  que  les  résultats 
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qu'il  a  énoncés  sont  en  désaccord  complet  avec  le  principe  suivant, 

posé  a  priori  parLaplace  : 

«  L'état  d'un  système  de  corps,  dans  lequel  les  conditions  ini- 
tiales du  mouvement  ont  disparu  par  suite  des  résistances  dévelop- 
pées dans  le  mouvement  est  périodique  comme  les  forces  qui  solli- 
citent le  système.  » 

La  périodicité,  ajoute  M.  Resal,  telle  qu'elle  est  comprise  dans 
cet  énoncé,  ne  peut  avoir  lieu  que  si  les  résistances  sont  des  fonc- 
tions impaires  delà  vitesse. 

BouRGET  (J.)-  —  De  la  idtesse  du  son  dans  les  tuyaux  sonores. 

Dans  une  Note  j)résentée  le  8  mai,  M.  Bourget  avait  montré  que 
la  résistance  de  l'air  expliquait  complètement  les  perturbations 
qu'on  observe  quand  on  fait  vibrer  les  membres  élastiques.  Il  avait 
introduit  cette  résistance  en  modifiant  l'équation  diUérentielle  du 
mouvement  par  l'addition'au  pi'cmier  membre  d'un  terme  propor- 
tionnel à  la  vitesse.  Il  avait  également  annoncé  qu'une  analyse  sem- 
blable s'appliquait  aux  tuyaux  sonores  ;  c'est  au  développement  de 
cette  assertion  qu'est  consacrée  la  Note  actuelle.  Parmi  les  diverses 
propositions  que  ÎNI.  Bourget  conclut  de  son  analyse,  nous  ne  cite- 
rons que  la  première,  qui  est  fondamentale  : 

«  Les  carrés  des  nombres  de  vibrations  des  divers  sons  possibles 
d'un  même  tuyau  sont  diminués  d'une  quantité  constante  par  suite 
des  diverses  causes  perturbatrices,  m 

RozÉ.  —  Note  relative  à  la  non-symétrie  des  courbes  termi- 
nales du  spiral  des  chronomètres. 

BoussiNESQ  (J.).  —  Théorie  des  ondes  et  des  remous  qui  se  pro- 
pagent le  long  d' un  canal  rectangulaire  horizontal,  en  communi- 
quant au  liquide  contenu  dans  ce  canal  des  vitesses  sensiblement 
pareilles  de  la  surface  au  fond. 

Ce  Mémoire,  dit  l'auteur,  est  consacré  à  déduire,  des  formules 
non  linéaires  et  jusqu'à  présent  si  rebelles  de  l'Hydrodynamique, 
l'explication  à  peu  près  conqslète  des  pliénouiènes  intéressants  et 
nombreux  qui  font  l'objet  de  la  deuxième  Partie  des  RecJierches 
hjdrauliijues  de  MiM.  Darcy  et  Bazin.  [Comptes  rendus,  lo  août 
i863.) 

Lion  (Moise).  —  Note  sur  l'histoire  des  observations  relatives 
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à  l'action  des  conjonclioiis  eclipli(jiics  sur  les  éléments  du  magné- 
tisme terrestre. 

Gasparis  (i5F,).  —  Formules  pour  le  calcul  des  orbites  des 
étoiles  doubles. 

Tariiy.  —  Aurore  boréale  du  g  novembre;  observations  faites 
ù  Brest. 

N°  22.  Séance  du  27  novembre  1871. 

Chasles.  —  Théorèmes  concernant  les  axes  harmoniques  des 
courbes  géométriques,  dans  lesquels  on  considère  deux  séries  de 
points  qui  se  correspondent  anharmoniquement  sur  une  courbe 
unicursale. 

FoNviELLE  (  W.  de).  —  Sur  des  SOUS  musicaux  produits  lors  de 
l  ouverture  de  la  soupape  pendant  des  ascensions  aérosta- 
tiques. L.  P. 


MÉLANGES. 

LISTE  DES  TRAVAUX  SCIEMFIQUES  DE  J.  PllCKER  ('). 

MATHÉMATIQUES. 

I.  —   Ouvrages  séparés. 

\ .  Generalem  analysées  applicationem  ad  ea,  quœ  geomelriae  altioris  et  mecha- 
nicœ  basis  et  fundamenta  sunt,  e  série  Tayloriana  deducit  Julius  Pliicker. 
Bonnae,  1824-  (Habililationschrift.) 

2.  Analytisch-geometrische  Entwickelungen.  (Essen,  t.  I,  1828;  t.  II,  i83i.) 

3.  System  der  analytischen  Géométrie.  (Berlin,  i835.) 

4.  Tlieorie  der  algebraischon  Curven.  (Bonn,  1889.) 

5.  System  der  Géométrie  des  Baumes  in  neuer  analytischer  Behandlungsweise. 

( Diisseldorf,  1846;  2°  éd.,  i852.) 


(')  Cette  liste  est  extraite  d'un  important  travail  de  M.  Clebsch  sur  lequel  nous  re- 
viendrons :  Zum  GedàchtiHss  an  JuLiiIs  PlûCKER  von  A.  Clebscd.  {Mémoires  de  la  So- 
ciété de  Goccingue,  t.  XV,  1872.) 
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6.  Neue  Géométrie  des  Baumes,  gegriindet  auf  die  Betrachtung  der  geraden 
Linie  als  Baumelement.  (Avec  une  préfHce  de  A.  Clebsch.  En  2  parties  : 
1"  partie,  Leipzig,  1868;  2''  partie,  publiée  par  F.  Klein,  Leipzig,  1869.) 

IL  —  Mémoires  clans  les  Annales  de  Gergonnc. 

\.  Théorèmes  et  problèmes  sur  le  contact  des  sections  coniques.  (T.  XVII, 
182G-1827.) 

2.  Bechcrche  d'une  construction   graphique  du  cercle  osculateur  pour  les 

lignes  du  1'  ordre.  {T.  XVII,  182G-1827.) 

3.  Mémoire  sur  les  contacts  et  intersections  des  cercles.  (T.  XVIII,  1827-1828.) 
•i.  Recherches  sur  les  courbes  algébriques  de  tous  les  degrés.    (T.  XIX, 

1828-1829.) 
5.  Recherches  sur  les  surfaces  algébriques  do  tous  les  degrés.  (T.   XIX, 
1828-1829.) 

III.  ■ —  Mémoires  dans  le  Journal  de  C relie. 

i .  Ueber  die  Kriimmung  einer  beliebigen  Fliiche  in  einem  belicbigen  Puncfe. 
(T.  III,  1828.) 

2.  Ueber  die  allgemeinen  Gcsetze,  nach  welchen  irgend  zwei  Fliichen  einen 

Contact  der  verschiedenen  Ordnungen  haben.  (T.  IV,  1829.) 

3.  Ueber  ein  neues  Coordinatensystem.  (T.  V,  i83o.) 

4.  Ueber  ein  neues  Princip  der  Géométrie  und  den  Gebrauch  allgemciner 

Symbole  und  unbestimmler  Coëfficienlen.  (T.V,  i83o.) 

5.  Ueber  eine  neue  .\rt ,  in  der  analytischen  Géométrie  Puncte  und  Curven  durch 

Gleichungcn  darzustellcn.  (T.  VI,  i83o.) 

6.  Geometrische  Lehrsiltze.  (T.  VI,  i83o.) 

7.  Note  sur  une  théorie  générale  cl  nouvelle  des  surfaces  courbes.  (T.  IX, 

i832.) 

8.  Geometrische  Aufgaben  und  Lehrsiitze.  (T.  IX,  i832.) 

9.  Ueber  solche  Puncte,  die  bci  Curven  einer  hoheren  Ordnung  als  der  zweilen 

den  Brennpunclen  der  Kegelschnitte  entsprechen.  (T.  X,  i833.) 
10.  Nachrichten  vonBiichern.  (T.  X,  i833.)  [Annonce  ùaSrsiè/nc  de  Géoméi rie 

einalftiijur.) 
H.  Analytisch-geometrische  .4phorismen.  i,  2.  (T.  X,  i833.) 

12.  Analytisch-geometrische  Aphorismen.  3,  4)  5,  6.  (T.  XI,  i834.) 

13.  Solution  d'une  question  fondamentale  concernant  la  théorie  générale  des 

courbes.  (T.  XII,  i834.) 

14.  Théorèmes  généraux  concernant  les  équations  d'un  degré  quelconque  entre 

un  nombre  quelconque  d'inconnues.  (T.  XVI,  1837.) 
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15.  Discussion  de  la  forme  générale  des  ondes  lumineuses.  (T.  XIX,  iSSg.) 
IG.  Aphorismen  aus  der  Geomclrie  dos  Raumes.  (T.  XXIV,  1842.) 

17.  UeberCurvendritterOrdnung,  und analytisclie Beweisfiilirung.  (T. XXXIV, 

1847.) 

18.  Note  sur  le  théorème  de  Pascal.  (T.  XXXIV,  1847.) 

19.  Die  analylischo  Géométrie  der  Curven  auf  den  Flachen  zweiter  Ordnuni; 

undClasse.  (T.  XXXIV,  1847.) 

20.  Ueber  eine  neue  meclianische  Erzeugung  der  Flachen  zweiter  Ordnung  und 

Classe.  (T.  XXXIV,  1847.) 

21.  Ueber  das  Ohm'sche  physikalische  Gesetz.  (T.  XXXV,  1847.) 

22.  Sur  la  réOexion  de  la  lumière,  dans  le  cas  des  surfaces  du  2"  degré,  analogue 

à  celle  qui,  aux  foyers  des  sections  coniques,  a  donné  le  nom.  (T.  XXXV, 
1847.) 

III.  —  Mémoires  iliiiis  le  Journal  de  Lioiii'illc. 

1 .  Énumération  des  courbes  du  4'  ordre  d'après  la  nature  différente  de  leurs 

branches  infinies.  (T.  I,  i836.) 

2.  Sur  les  points  singuliers  des  courbes.  (T.  II,  1837.) 

3.  Sur  une  Géométrie  nouvelle  de  l'espace.  2°  série.  (T.  XI,  1866.)  (Traduit 

des  Philosophical  Transactions .) 

IV.  —  Priircctlin^s  of  thc  Royal  Society. 
1 .  On  a  New  Geometry  of  Spacc.  (i8G5.) 

V.  • —  Phitosopldcal  Transactions. 

1.  On  a  New  Geomelry  of  Space.  (P.  i,  i8G5.) 

2.  Fuiidamental  views  rcgarding  Mechanics.  (P.  I,  18G6.) 

VI.  —  Les  Mondes. 
1 .  Géométrie  nouvelle  de  l'espace.  (T.  XIII,  1867.) 

VII.  —  Anncdi  di  Matenialira. 

1 .  Théorie  générale  des  surfaces  réglées,  leur  classification  et  leur  construc- 
tion. (T.  I,  2' série,  18G7.) 

PHYSIQUE. 

I.  —  Annales  de  Poggcndorff. 

1 .  Ueber  die  Abstossung  der  optischen  Axe  der  Krystalle  durch  die  Pôle  der 
Magnete.  (T.  LXXII,  1847.) 
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2.  Ueber   das    Verhaltniss    zwischen    Magnetismus    und    Diamagnetismus. 

{T.  LXXII,  I847-) 

3.  Expérimentale  Untersucluingon  der  Wirkung  der  Magnete  auf  gasformige 

und  tropfbare  Fliissigkeitcn.  (T.  LXXIII,  1848.) 

4.  Ueber  ein  einfacbes  Miltol,  den  Diamagnetismus  schwingender  KiJrper  zu 

verstiirken.  (T.  LXXIII,  1848.) 

5.  Ueber   Intensiliitsbeslimmung    der    magnetischen     und    diamagnetischen 

Kriifte.  (T.  LXXIV,  1848.) 

6.  Ueber  das  Verbalten  des  abgeklihltcn  Gkises  zwischen  den  Magnetpolen. 

(T.  LXXV,  1848.) 

7.  Ueber  das  Gesetz,  nach  welchem  der  Magnetismus  und  Diamagnetismus 

von  der  Temperatur  abhangt.  (T.  LXXV,  1848.) 

8.  Ueber  die  verschiedene  Zunahme  der  magnetischen  Anziehung  und  dia- 

magnetischen Abslossung  bei  zunehmender  Kraft  des  Electromagnets. 
(T."  LXXV.) 

9.  Ueber  die  neue  Wirkung  des  Magnets  auf  einige  Krystalle,  die  eine  vorherr- 

schende  Spaltungstliiche  besitzen.  Einfliiss  des  RLignetismus  auf  die  Krys- 
tallbildung.  (T.  LXXVI,  1849.) 

10.  Ueber  die  diamagnetischen  Beziehungen  der  positiven  und  negativen  op- 

tischcn  Axen  der  Krystalle.  (T.  LXXVII,  1849.)  (Traduit  du  Phil. 
Magazine.) 

11.  Ueber  den  Einfliiss  der  Umgebung  eines  Kbrpers  auf  die  Anziehung  oder 

Abstossung,  die  er  durch  einen  Magneten  erfiihrt.  (T.  LXXVII,  1849.) 

12.  Ueber  die  Fessel'sche  Wellenmaschine,  den  neueren  Boutigny'schen  Versuch 

und  das  Ergebniss  furlgesetzter  Beobachtungen  in  Betretf  der  Verhaltens 
Krystallisirter  Substanzen  gegen  den  Magnetismus.  (T.  LXXVIII,  1849.) 

13.  Ueber  die  magnetischen  axen  der  Krystalle  und  ihre  Beziehung  zu  der 

Krystallform  und  den  optischen  Axen.  {En  collaboration  avec  Béer.) 
(T.  LXXXI,  i85o.) 

14.  Ueber  die  diamagnetischen  Axen  der  Krystalle  und  ihre  Beziehung  zur 

Krystallform  und  den  optischen  Axen.  (Avec  Béer.)  (T.  LXXXII,  i85i.) 

15.  Ueber  das  magnetische  Verhalten  der  Gase,  I.  (T.  LXXXIII,  i85i.) 

16.  Numerische  Vergleichung  des  Magnetismus  des  Sauerstoffgases  und  des 

Magnetismus  des  Eisens.  (T.  LXXXIII,  i85i.) 

17.  Ueber  die  magnetische  Polaritiit  und  Coercitivkraft  der  Gase.  (T.  LXXXIII, 

i85i.) 

18.  Ueber  Fessel's  electromagnetischen  Motor.  (T.  LXXXIII,  i85i.) 

19.  Ueber  das  magnetische  Verhalten  der  Gase,  II.  (T.  LXXXIV,  iSSi.) 

20.  Ueber  die  Théorie  des  Diamagnetismus,  die  Erkliirung  des  Uoberganges 

magnetischen  Verhaltens  in  diamagnetisches,  und  mathematische  Begriin- 
dung  der  bei  Krystallen  beobachteten  Erscheinungen.  (T.  LXXXVl, 
i852.) 
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21.  Studien  iiber  Thermometrie  und  verwandte  Gegenstiinde.  (.\vec  Geissler.) 

(T.  LXXXVI,  i852.) 

22.  Ueber  die  ReciprocitUt  der  electromagnetischen  und  magneto-electrischen 

Erscheinungen.  (T.  LXXXVII,  i852.) 

23.  Ueber  die  Fessel'sche  Rotalionsmaschine.  (T.  LXL,  i853.) 

24.  Ueber  das  Gesetz  der  Induction  bei  paramagnetischen  und  diamagnetischen 

Erscheinungen.  (T.  LXLl,  i854.) 

25.  Untersucbungen  iiber  Diimpfe  und  Danipfgemenge.  (T.  LXLII,  i854.) 

20.  Beitriige  zur  niiheren  Kenntniss  der  sogenannten  Cot'rcitivkraft.  (T.  LXLIV, 
i855.) 

27.  Ueber  die  Einwirkung  des  Magnets  auf  die  electrischcn  Entladungen  in  ver- 

dunnten  Gasen,  I,  II.  (T.  CIII,  i858.) 

28.  Forlgesetzte  Beobachtungen  iiber  die  electrische  Entladung  durch  Gasver- 

dunnteRaume.  (T  CIV,  i808.) 

29.  Ueber  einen  neuen  Gesichtspunkt  die  Einwirkung  des  Magnets  auf  den 

elektrischen  Strom  betrefîend.  (T.  CIV,  i858.) 

30.  Fortgesetzte  Beobachtungen  iiber  die  elektrische  Entladung.  (T.  CV,  i858.) 

31.  Fortgesetzte  Beobachtungen  iiber  die  elektrische  Entladung  durch  gasver- 

dunnte  Riiume.  (T.  CVII,  i859,) 

32.  Ueber  die  Constitution  der  electrischen  Spectra  der  verschiedenen  Gase  und 

Diimpfe.  (T.  CVII,  1839.) 

33 .  Das  magnetische  Verlialten  der  verschiedenen  Glimmer,  und  seine  Beziehung 

zum  optischen  Verlialten  derselben.  (T.  CX,  1860.) 

34.  Ueber  die  Einwirkung  des  Magnets  auf  die  electrische  Entladung.  (T.  CXIII. 

1861.) 
3.'5.  Ueber  récurrente  Strijmc  und  ihre  Anwendung  zur  Darstellung  von  Gas- 
spectrcn.  (T.  CXVI,  1862.) 

II.  —  Comptes  rendus  de  l'Jcridémic  des  Sciences. 

i  .  Rapport  entre  les  propriétés  optiques  et  les  propriétés  magnétiques  de  cer- 
tains cristaux.  (T.  XXIV,  1847.) 

2.  Action  calorifique  d'un  courant  électrique.  (T.  XXVI,  1848.) 

3.  Noie  sur  un  grand  nombre  de  faits  nouveaux  de  magnétisme  et  de  diama- 

gnétisme.  (T.  XXVIII,  XXIX,  1849.) 

4.  Sur  le  magnétisme  des  gaz.  (T.  XXXIII,  i85i.) 

5.  Analyse  de  divers  Mémoires  sur  l'électricité.  (T.  XXXVI,  i853.) 

III.  —  PhUnsophical  Miis^azine. 

1.  On  diamagnelism.  (Séries  3.  V.  XXXIII,  1848.) 

2 .  On  Ihe  niagnetic  relatrens  of  the  positive  and  négative  optic  axes  of  crystalls. 

(V.  XXXIV,  1849.) 
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3.  On  M.  Boutigny's  récent  experiment.   ^V.  XXXVI,  i85o.)  (Traduit  des 

Annales  de  Poggcndorff.) 
i.  On  the  magnetic  axes  of  crystalls.  (Avec  Béer.)  (V.IX,  i854.)  (Traduit  des 

Annales  de  Poggendorff.) 
5.  On  the  magnetism  of  gases.  (V.  III,  i852.) 
G.  On  the  electromagnetic  motor  of  FesseL  (V.  III,  iSSa.) 

7.  On  the  natur  of  the  so  called  coercitive  force.  (V.  IX,  i854.)  (Traduit  des 

Annales  de  Poggendorff.) 

8.  On  the  magnelic  induction  of  crysluls.  (V.  XIV,  iSS;.) 

9.  On  the  action  of  the  magnet  upon  eleclrical  discharge  in  rarefied  gases. 

(V.  XVI,  i858.)  (Traduit  des  Annales  de  Poggendorff.) 
10.  Observations  on  the  eleclrical  discharge  through  rarefied  gases.  (V.  XVI, 

i858.)  (Traduit  des  Annales  de  Poggendorff.) 
il.  Observations  on  the  electric  discharge,  I,  II.  (V.  X'NTII,  1859.)  (Traduit  dos 

Annales  de  Poggendorff.) 
12.  On  Ihe  spectra  of  ignited  gases  and  vapours,  vvith  espccial  regard  to  the 

différent  spectra  of  the  same  elemenlary  gaseous  substance.  (Avec  Hittorf.) 

(V.  XXVm,  18G4.) 

IV.  —  Pldlosophical  Transactions, 

\.  On  the  magnetic  induction  of  Crystals.  (P.  I,  i858.) 

2.  On  the  spectra  of  ignited  gases  and  vapours,  vvith  especial  regard  to  the 

dilierent  spectra  of  the  sameelementary  gaseous  substance.  (Avec  Hittorf.) 

(P.  I,  II,  i865.) 

V.  —  Publications  séparées. 

1 .  Enumeratio  novorum  phajnomenorum  in  doctrina  de  magnetismo  invento- 

rum.  (Bonnae,  1849,  Universitiitsschrift.) 

2.  De  crislallorum  et  gazorum  conditione  magnetica.  (Bonnae,  i85o,  Univer- 

sitatsschrift.) 

3.  Sur  la  réfraction  des  coniques.  (  Moigno  :  Répertoire  d'opliijiie  moderne.) 

4.  Sur  les  spectres  des  ordres  différents.  (Moigno  :  Les  Mondes,  t.  IV,  1864.) 

5.  Ueber  farbige  Ringe  in  Kalkspallcn,  etc.  (Bericht  iiber  einen  Vortrag,  ge- 

halten  im  Niederrhcinischen  Vercin  fiir  Natur-  und  Ilciikundc  zu  Bonn, 
i8G5.) 
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REVUE    BIBLIOGRAPHIQUE. 

PICQUET.  —  Etude  géométrique  des  Systèmes  ponctuels  et 
TANGEKTiELS  DE  SECTIONS  CONIQUES.  Paiùs,  Gautliier-\  illars,  111-8"; 
1872.  Prix  :  5fr.  ('). 

Chapitre  P''.  —  Tlicorie  de  linvolittion  plane. 

Définition  d'un  système  de  points  ou  de  droites  en  involutîon. 
plane.  Ce  sont  les  sommets  ou  les  côtés  de  triangles  conjugués  à 
une  même  conique.  —  Discussion.  —  Lieu  des  points  ou  enveloppe 
des  droites  doubles  ou  triples.  C'est  la  conique  elle-même.  —  Ana- 
logie de  ce  système  avec  le  système  des  couples  de  points  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  deux  points  fixes,  ou  en  involutioDi 
linéaire.  —  Cas  particulier  de  M.  Poudra,  où  la  conique  est  un 
cercle.  Les  triangles  de  l'involution  ont  alors  même  puissance  et 
même  point  de  rencontre  des  hauteurs,  et  l'analogie  est  complète; 
car,  si  en  ce  point  du  plan  on  élève  une  perpendiculaire  égale  â 
cette  puissance,  de  l'extrémité  de  cette  droite  on  voit  tous  les 
triangles  de  l'involution  sous  un  angle  trièdre  trirectangle.  —  Pro- 
Llèines. 

Chapitre  II.  —  Des  Systèmes  ponctuels. 

Du  système  ponctuel  du  i'^"' ordre,  ou  faisceau  ponctuel.  C'cstl'cn- 
sembledes  coniques  ayant  quatre  points  communs  (^C  -f-  fzC'=  o]. 
D'après  le  théorème  de  Desargues-Sturm,  il  existe  sur  chaque  droite 
du  plan  un  couple  de  points  conjugués  communs  à  toutes  ces 
courbes.  —  Problèmes. 

Du  système  ponctuel  du  2^  ordre  ou  réseau  ponctuel 

(AC-f-//C'  -f-vC"  =  o). 


(')  Nous  avons  la  bonne  fortune  de  pouvoir  comniuniquor  à  nos  Lecteurs  la  Table 
des  matières  développée  d'un  Ouvrage  que  M.  Picquet,  Capitaine  du  Génie  à  Sainl- 
Omer,  va  faire  paraître  dans  quelques  jours.  On  verra  que  cet  Ouvrage  traite  de  sujets 
très-inléressants,  et  qu'il  ne  peut  manquer  d'être  très- utile,  en  même  temps  qu*aui 
savants,  aux  élèves  de  nos  Claàses  de  Mathématiques,  et  à  ceux  des  auditeurs  de  nos 
Facultés  qui  désirent  acquérir  des  connaissances  sérieuses  en  Géométrie  analytique- 
BttU.  des  Sciences  inathcm.  et  ascron.,  t.  III.  (Mars  187'i.)  5 
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Il  peut  être  défini  parles  trois  courbes  C,  C,  C",  ou  par  trois  couples 
de  points  conjugués  commuus.  Ces  trois  couples  en  entraînent 
une  infinité  d'autres.  —  Reclierche  et  construction  de  la  courbe 
enveloppe  des  droites  qui  les  renferment,  ou  Cayleyenne  du  ré- 
seau. —  Propriétés  remarquables  de  cette  courbe.  —  Cas  parli- 
culiers  du  réseau. 

Du  système  ponctuel  du  3"^  ordre 

(>.C-^f^C'^- vC"-hpC"'  =  o). 

11  peut  être  défini  par  les  quatre  courbes  C,  C,  C",  C",  ou  par 
deux  couples  de  points  conjugués  communs  qui  en  entraînent  un 
troisième.  —  Cas  particuliers. 
Du  système  ponctuel  du  4*^  ordre 

(>.C  -!-  ij-C  -i-  vC"  -f-  pC"  ~  o-C"  =  o). 

n  peut  être  défini  par  les  cinq  courbes  C,  C,  C",  C",  C"'  ;  les  courbes 
du  système  n'admettent  plus,  en  général,  de  couples  de  points  con- 
jugués communs,  mais  satisfont  à  une  condition  commune  qui  sera 
déterminée  plus  loin.  —  Cas  particuliers. 

Chapitre  III.  —  Des  Systèmes  tangentiels. 

Ce  sont  les  systèmes  corrélatifs  des  précédents. 

Du  système  tangentiel  du  i"  ordre  ou  faisceau  tangenticl.  — 
Théorème  corrélatif  de  celui  de  Desargues-Sturm.  —  Sommets 
orthoptiques  du  faisceau  (d'où  l'on  voit  toutes  les  courbes  du  sys- 
tème sous  un  angle  droit).  — ■  Problèmes. 

Du  système  tangentiel  du  2°  ordre  ou  réseau  tangentiel.  —  Lieu 
des  points  d'où  l'on  voit  toutes  les  courbes  du  réseau  sous  des 
couples  de  tangentes  formant  faisceau  en  involution  linéaire,  ou 
encore  par  où  passent  deux  droites  conjuguées  communes  à  toutes 
ces  courbes.  C'est  la  Hessienne  du  réseau.  —  Construction  de  cette 
courbe.  —  Cas  particuliers. 

Du  système  tangentiel  du  3°  ordre.  —  Ses  courbes  admettent 
deux  couples  distincts  de  droites  conjuguées,  qui  eu  entraînent  un 
troisième.  — Cas  particuliers. 

Du  système  tangentiel  du  4'  ordre.  —  Ses  courbes  satisfont  à  une 
condition  commune  qui  sera  déterminée  plus  loin. 
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Chapitre  1\  .  —  Propriétés  générales  des  coniques  en  in\'olution. 
—  Cas  particuliers . 

Théorème  de  Steincr.  —  Conique  liarinoiiiquenient  inscrite  ou 
circonscrite  à  une  autre  conique  (c'est-à-dire  inscrite  ou  circonscrite 
à  un  et,  par  suite,  à  une  inliuité  de  triangles  conjugués  de  la 
seconde). 

Lorsqu'une  conique  est  liaruioniquenient  circonscrite  à  une 
autre,  celle-ci  est  liarniouiqueuient  inscrite  à  la  première.  Lorsque 
les  n  coniques  nécessaires  à  la  détermination  d'un  système  ponctuel 
d'ordre  n  —  i  sont  harmoniqucment  circonscrites  à  une  même 
conique,  il  en  est  de  même  de  toutes  les  coniques  du  système. 

D'où  résulte  la  notion  des  systèmes  contr avariants  (Smith).  — 
A  un  système  ponctuel  ou  tangcntiel  d'ordre  n  correspond  un  sys- 
tème tangenticl  ou  ponctuel  d'ordre  4  —  «5  dont  toutes  les  coniques 
sont  harmoniqucment  inscrites  ou  circonscrites  à  celles  du  premier, 
et  qui  est  le  système  contravariant  du  premier.  —  Toutes  les 
coniques  d'un  même  système  sont  dites  en  involution  parce  que 
chacune  d'elles  est  inscrite  ou  circonscrite  à  une  infinité  de  triangles 
de  l'involution  plane  dont  une  conique  quelconque  du  système  con- 
travariant est  la  conique  triple. 

Cas  particulier  où  la  conique  harmoniqucment  inscrite  est  un 
cercle.  —  Tous  les  triangles  ont  même  point  de  rencontre  des  liau- 
teurs  et  même  puissance.  —  Puissance  orthoptique  de  première 
espèce  d'un  point  par  rapport  à  une  conique.  C'est  le  rayon  du 
cercle  harmoniqucment  inscrit  dont  ce  point  est  le  centre.  —  Puis- 
sance d'un  point  par  rapport  à  un  cercle,  à  une  parabole,  à  une 
conique  quelconque.  —  Sa  détermination,  au  moyen  du  cercle,  lieu 
des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  sur  les  cordes  de 
la  conique  vues  de  ce  point  sous  un  angle  droit.  —  Construction  de 
ce  cercle.  —  Pour  toutes  les  coniques  d'un  faisceau  ou  d'un  réseau 
ponctuel  et  pour  un  même  point,  tous  les  cercles  analogues  ont 
même  axe  ou  même  centre  radical.  —  Problèmes. 

Cas  où  la  conique  harmoniqucment  circonscrite  est  un  cercle.  — 
Puissance  orthoptique  de  seconde  espèce  d'un  point  par  rapport  à 
une  conicjue.  —  C'est  le  rayon  du  cercle  harmoniqu;,'ment  circon- 
scrit dont  ce  point  est  le  centre.  Ce  cercle  coupe  orthogonalement 
le  cercle  orthoptique  de  la  conique.  —  Applications. 

5. 
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Chapitre  V.  —  Examen  des  cinq  cas  dans  lesquels 
deux  systèmes  peiwent  être  contrai>nriants . 

1°  Une  conique  liarinoniqucinciit  circonscrite  à  toutes  les  courbes 
d'un  système  tangentiel  du  4°  ordre; 

2°  Un  faisceau  ponctuel  contravariant  d'un  sj'stèinc  tangentiel 
du  3'^  ordre; 

3"  Un  reseau  ponctuel  contravariant  d'un  réseau  tangentiel.  — 
Étude  comparée  de  la  Cayleyenne  du  réseau  ponctuel  cl  de  la  Hes- 
siennc  du  réseau  tangentiel.  —  Construction  de  la  conique  conju- 
guée à  cinq  couples  de  droites.  —  Cas  particuliers; 

4°  Un  systèuae  ponctuel  du  3^  ordre  contravariant  d'un  faisceau 
tangentiel  ; 

5°  Un  système  ponctuel  du  4"  ordre  dont  toutes  les  courbes  sont 
harmoniquement  circonscrites  à  une  conique. 

Problèmes.  —  Construction  de  la  conique  liarmoniquejnent  cir- 
conscrite ou  inscrite  à  cinq  coniques  données. 


CHîÔ  (F-),  professeur  à  l'Université  de  Turin.  —  Tiiéokïcme  rela- 
tif A  LA  DIFFÉREKTIATION  d'uKE  INTÉGRALE  DÉFIINIE  PAR  RAPl'ORT  A 

UNE  VARIABLE  COMPRISE  DANS  LA  FONCTION'  SOUS  LE  SIGNE    I     ET  DANS 

LES  LIMITES  DE    l'iNTÉGRALE,   ÉTENDU    AU  CaLCUL  AUX   DIFFÉRENCES 

ET  SUIVI  DE  QUELQUES  APPLICATIONS.   Turin ,  Imprimerie  lloyalc, 
1871.111-8°.  (38  p.) 

Les  géomètres,  et  surtout  Cauchy,  en  se  iondanl  sur  la  formule 
qui  représente  la  dillérenlielle  d'une  intégrale  déflnie  piz  rapport  à 

une  variable  comprise  dans  la  fonction  sous  le  signe    /  »  el  dans  les 

limites  de  l'intégration,  en  ont  déduit,  avec  beaucoup  d'élégniue, 
soit  l'expression    d'une    intégrale   multiple   à   une    seule  variable 

(   /      )   /{•"■)  '^'^"  ^'^^^  '**  forme  d'une  intégrale  simple,  soit  la  série 

de  Taylor  suivie  de  son  terme  complémentaire.  jM.  Cliio  propose, 
dans  cet  écrit,  de  faire  voir  qu'une  formule  pareille  à  la  précédente 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  Cg 

peut  ùtrc  étatlie  dans  le  calcul  aux  dilTérenccs.  Cette  nouvelle  for- 
mule une  fois  établie,  on  en  tire  sans  peine  non-seulement  la  va- 
leur de  l'intégrale  multiple  d'ordre  «,  (  \     j  f{~)t  sous  la  forme 

d'une  intégrale  simple  aux  dili'érences,  mais  encore  le  terme  com-, 
plémentaire  de  la  formule  connue,  qui  donne  la  valeur  d'une  fonc- 
tion y  (s)  à  l'aide  de  ses  différences  rapportées  à  une  même  valeur 
de  la  variable. 

Exemples  :  la  formule 

,     ,       \^  o{z)(x  —  s  —  fi)(x—z  —■2ft)..Jx  —  z  —  (n  —t)iï^ 
Zj  1 . 2 .  3 .  (  ;i  —  I  )  h"  ' 

donnée  par  l'auteur,  est  analogue  à  la  formule  connue 

La  formule 

^(x-^,)...[.r-x.-(7.-i)/.] 

1  .  2  .  3  .  .  .  71 .  /t«  ./  V      0  / 

est  analogue  à  la  série  de  Taylor,  et  le  reste  R„  est  donné  par  l'é- 
quation 

o{2){x  —  S  —  /0(^ — ^  —  7,h). .  .{x  —  ; —  lift) 


B.=y 


1 . 2 . 3 .  . .  /^ .  A" 


qui  est  la  géuéra,lisation  d'une  expression  connue.  On  peut  donner 
d'ailleurs  à  R„  des  formes  variées,  et  l'auteur  retrouve  en  particu- 
lier l'équation  élégante  due  à  M.  Caqué.  {JYote  sur  la  formule  de 
Tajlor,  Journal  deM.  Liouville,  t.  X,  p.  Sjg.)  M.  Chiô  avait  promis 
un  second  article.  Sa  mort,  arrivée  le  28  mai  1871,  l'a  sans  doute 
saisi  avaut  qu'il  ait  eu  le  temps  de  livrer  ce  second  article  à  l'im- 
pression. Le  travail  que  nous  analysons  ajoute  aux  regrets  qm; 
doit  inspirer  à  tous  les  géomètres  la  perte  de  cet  estimable  savant  (  '  ) . 

G.  D. 

(')  On  pourra  consulter,  dans  VcxceWcDl  Bulletin  du  prince  Boncompajui,  une  No- 
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REVUE   DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 
MATEMATIPIECKIII  CBOPIIIIKB  ('). 


T.  IV,  i! 


Première  Partie. 


Stolétof  (A.-G.\  —  La  loi  générale  de  l'électrostatif/iie  et 
sa  7'éduction  à  un  cas  plus  simple. 

L'auteur  traite  dans  ce  Mémoire  le  problème  de  réquilibre  de 
l'électricité  sur  des  conducteurs,  sous  la  forme  la  plus  générale.  11 
prend  un  nombre  quelconque  de  conducteurs,  assenJjlés  ou  non, 
eu  présence  d'un  ensemble  quelconque  de  pôles  électriques  immo- 
biles. 

On  peut  démontrer  que,  même  sous  cette  forme  générale,  le  pro- 
blème de  l'équilibre  électrique  admet  une  solution,  et,  de  plus, 
qu'il  n'en  admet  qiîune,  comme  cela  a  lieu  dans  le  cas  d'un  seul, 
conducteur.  Cette  généralisation  du  célèbre  théorème  de  Gauss, 
sous  une  forme  un  peu  simplifiée,  forme  le  commenceruent  de  ce 
Mémoire . 

L'auteur  fait  voir  ensuite  comment,  à  l'aide  de  quelques  trans- 
formations STntlié tiques,  la  solution  du  problème  général  se  ra- 
mène à  celle  d'une  suite  infinie  de  problèmes  d'un  type  plus  sim- 
ple. Dans  chacun  de  ces  problèmes  élémentaires,  on  n'a  affaire 
qu'à  une  seule  surface  [conductrice]^  qui,  en  outre,  est  à  l'état 
isolé. 

Une  telle  solution  ne  conduit,  il  est  vrai,  qu'à  des  calculs  qiie 
l'on  ne  peut  effectuer  jusqu'au  bout.  Cependant  cette  méthode  de 
calcul  donne  à  la  solution  cherchée  un  aspect  connu  ;  elle  peut  ser- 
vir à  obtenir  des  résultats  approcliés,  lorsqu'on  ne  peut  obtenir  la 
solution  exacte;  et  enfin,  dans  un  cas  important,  celui  des  conduc- 


tice  sur  V .  Chiô,  due  à  ^!.  Anoelo  Gemjccui.  Sîi^nalons  encore  un  lrav;iil  de  F.  Chiù, 
de  1870,  intitulé  :  ^ota  suUa  fermola  summatoria  del  professore  Felice  Cniô;  To- 
rino,  Stamperia  Reale,  18-0,  12  p.  în-8°;  et  l'Ouvrage  suivant  :  Discorso  per  l'inaugu- 
razlone  del  Busto  di  Giovanni  Plana,  pronunziato  il  giorno  i5  novembre  1870,  nella 
regia  Universiti  di  Torino,  da  Felice  Cniù,  professore  di  Fisica  matematica  e  di  Ana- 
lisi  superiore.  Torino,  Stamperia  Reale,  l\0  p.  in-S". 
(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  11. 
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teurs  spliériques,  elle  amène  réellemeut  à  la  solution  complète  du 
problème. 

Cette  réductiou  du  problème  général  de  l'électrostatique  à  une 
série  de  problèmes  plus  simples  est  fondée  sur  deux  théorèmes  dus 
à  Murpliy  et  à  AV.  Thomson. 

L'auteur  a  présenté  ces  théorèmes  avec  plus  de  généralité.  Il  men- 
tionne un  travail  de  Lipschitz,  publié  dans  le  Tome  61  du  Journal 
de  d'elle,  et  traitant  le  même  sujet,  mais  sous  une  forme  plus 
concise,  sans  discuter  la  convergence  des  séries  obtenues  par  la  mé- 
thode de  Murphy,  et  eu  laissant  de  côté  l'application  de  la  méthode 
au  cas  important  des  conducteurs  sphériques,  que  M.  Stolétof  a 
traité  dans  toute  son  étendue. 

Orlof  (F.).  —  Recherclie  des  solutions  singulières  des  équa- 
iions  différentielles.  (9  p.) 

La  méthode  de  l'intégration  par  le  multiplicateur,  lors  même 
qu'elle  ne  fournirait  pas  de  solutions  que  l'on  ne  pût  trouver  par 
les  autres  méthodes,  a  du  moins  siu-  celles-ci  l'avantage  d'un  ca- 
ractère de  généralité  plus  grand,  comme  servant  à  relier  et  à  géné- 
raliser les  résultats  obtenus  par  les  autres  procédés.  L'auteur  se 
propose  d'appliquer  cette  même  méthode  à  la  recherche  des  solu- 
tions singulières.  Après  avoir  retrouvé  les  résultats  connus  pour  le 
cas  d'une  équation  du  !"■  ordre,  il  traite  le  cas  général  des  solu- 
tions singulières  d'une  équation  d'ordre  quelconque. 

BoLGAÏEF  (jN.).  —  Formes  intégrahles  des  équations  différen- 
tielles du  i"'  ordre.  (33  p.) 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  de  rechercher,  comme  on  le  fait  dans 
la  théorie  des  quadratures,  quelles  sont  les  formes  d'équations  dif- 
férentielles du  i'^''  ordi-e  dont  l'intégrale  peut  s'exprimer  au  moyen 
d'opérations  déterminées,  appliquées  à  des  fonctions  connues,  et 
quelle  est,  pour  chaque  forme,  la  transformation  analytique  qui  rend 
l'équation  intégrable.  L'auteur  étudie  d'abord  les  conditions  j)our 
qu'une  équation  différentielle  j)  '+  fy^i  y)  ^^  o  puisse  se  ramener 
à  l'une  des  formes 

di'    ,    ,  ,    .     ,   .  dz        o(.'r) 

du        '^    '  f-^  '  (i-c       .^ ,  -^ 

où  les  variables  sont  séparables.  Si  l'on  désigne  généralement  par 
9(.r,  y,  u,  (■;  r^  G,      6{x,  y,  u,  c)  =:  o 
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It'S  équations  qui  lient  les  nouvelles  variables  «,  i'  aux  anciennes, 
on  trouve  que  la  fouctiony(x,j)')  doit  satisfaire  à  la  condition 

,  ,    ,     ,    JdB   do        (lo   cI9\       fcie   clo        ch   r/5 

'  \dx  dv        dx  dv  I       \dx  du        dx  du 

<i)  J{-r,r)-     do  de       Mlh        ,  ,    ,     ,      /flfo  (ÏQ       dO lh\    ' 

d^-Wc-dJ^7hl-'^^''^-^^'^\dJ-^-d^--d^') 

i  et  y^  désignant  deux  fonctions  arbitraires. 

Lorsqu'on  suppose  les  équations  de  liaison  des  deux  systèmes  de 
\ai-iables  mises  sous  la  forme 

u  =  lj.[x.y),     v  —  'j{x,y), 

îa  condition  (i)  devient 

du.    ^  d-j 

'^'■'■^ITx^-^-^-'^dJ- 

M.  Bougaïef  obtient  ainsi  pour  yi|.r,  j  )  six  formes  générales, 
dont  les  cas  particuliers  conduisent  à  la  plupart  des  équations  inté- 
grables  connues.  11  en  tire  les  condiLions  d'intégrabiiité  des  équa- 
tions de  la  forme 

^.-Xr=^X,r  +  X.  =  o, 

;g-^x,  =  ^(x-x.)r-.x.  =  o. 

La  formule  (2]  conduit  à  une  intégrale  de  la  forme 

■         •      F,  (,^)- F. (.)  =  €. 

On  peut,   en  généralisant  cette  formule,  chercher  les  conditions 
pour  que  l'intégrale  soit  de  la  forme 

F,(u.)  -^  V,[im)^..  .  +  F„(,f;.,,)=  C. 

L'auteur  indique  encoie  des  substitutions  d  un  autre  genre,  dans 
lesquelles  on  introduit  non-seulement  de  nouvelles  variables,  mais 
encore  leurs  dérivées,  ce  qui  conduit  à  de  nouveaux  cas  d'intégra- 
Lilité.  Par  exemple,  étant  donnée  une  équation  de  la  forme 
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si  l'on  pose 

yz=      zd.v,     ou     x^J  6i=]dz, 

on  peut  clicrclier  la  condition  pour  que  cette  équation,   qui  de- 
vient 


prenne  la  forme 


Z'  -r  '■l'i(^)  4':(^)^^  °- 


Enfin,  l'auteur  examine  les  cas  d'intégrabilité  qui  décoidcnt  de 
certaines  hypothèses  faites  sur  la  forme  du  inultiplicateur  de  l'équa- 
tion différentielle. 

Sabimne  (E.-F.).  —  Sur  deux  questions  relatives  au  Calcul  des 
variations .  [i  i  p.) 

I.  La  recherche  du  maximum  ou  du  niiiiimuiu  de  1  intégrale 
double 

-=r-r'*^"(---è'i) 

conduit,  comme  on  sait,  à  une  équation  aux  dérivées  partielles  du 
2=  ordre,  et  l'on  ne  possède  pas  de  méthode  générale  pour  intégrer 
cette  classe  d'équations.  Mais  on  peut  arriver,  dans  un  grand  nom- 
bre de  cas,  à  la  solution  du  problème,  en  s'appuyant  sur  les  pro- 
priétés géométriques  de  la  surface  dont  l'ordonnée  représente  la 
fonction  cherchée  r,  et  joignant  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 
les  équations  qui  exjjriment  ces  propriétés  dans  chaque  cas  parti- 
culier. 

Cette  méthode  est  presque  toujours  applicable,  comme  on  le  voit 
en  traitant  le  problème  suivant  : 

Parmi  toutes  les  surfaces  réglées  à  plan  directeur,  trouver  celle 
dont  l'aij'e  comprise  entre  deux  droites  génératrices  est  minimum. 

On  a  ici 

V  =  v'n-  /j'-H  q- , 
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et,  pour  trouver  r,  ou  est  conduit  à  l'équation 
dp  .  ,.  dq        du , 

Au  lieu  de  chercher  à  l'intégrer,  on  remarquera  que  cette  équation 
exprime  que  la  somme  des  courbures  des  sections  principales  en  un 
point  quelconque  de  la  surface  est  nulle.  Or  cette  somme  est  égale 
à  la  somme  des  courbures  de  deux  sections  normales  quelconques 
rectangulaires  entre  elles.  En  outre,  la  courbure  d'une  section  nor- 
male menée  suivant  la  génératrice  est  mdle  :  donc  la  courbure  de 
la  section  normale  perpendiculaire  à  la  génératrice  est  aussi  mdle. 
En  exprimant  cette  propriété,  on  parvient  à  l'équation  de  la  sur- 
face 

2  =  C  arc  tang  -• 

X 

n.  L'auteur  expose  avec  le  développement  nécessaire  la  démons- 
tration, d'après  la  méthode  d'Euler,  du  théorème  fondamental  du 
calcul  des  variations,  exprimé  par  l'égalité 

ddy=z  S  df. 

Akdréiefsky  (JM.-A.).  —  Sur  l'intéi^ration  des  expressions  dif- 
férentielles homogènes  d'ordre  supérieur  contenant  plusieurs  va- 
riables indépendantes .  (34  p-) 

Etant  donnée  une  expression 


(i 


j  é/"  ?<  =  Xi  dx'"  -i-  ;jt„ X,2  dx'^  ' ' dxi  -^    .  . 

I  -r-  [)-i:%  X|23  dx"'^  dxi  dxz  -I-  .  .  .  -T-  X„  dx'" , 

où  fjii5,...,  ^123,...  sont  les  coefficients  du  développement  de 
[dxi-\-  dxî-h- ...  -h  rfj"„)'",  et  X,,  X,5, . . .  des  fonctions  données 
de  Xi,  X,, . . . ,  x„,  il  faut  d'abord,  pour  que  ces  dernières  fonctions 
puissent  être  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  u  de  Xi. 
0^5, . . . ,  j?„,  qu'elles  remplissent,  comme  on  sait,  un  certain  nombre 
de  conditions.  A  l'aide  de  l'analyse  eombinatoire,  l'auteur  est  par- 
venu à  exprimer  par  une  formule  générale  le  nombre  de  ces  condi- 
tions nécessaires  pour  l'intégrabilité  de  l'expression  diliéi'cnlielle 
donnée. 

La  démonstration  de  cette  formule  est  fondée  sur  une  méthode 
d'intégration  dus  expressions  du  i'  ordre,  communiquée  à  l'auteur 
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par  IM.  Minding.  En  désignant  par  C''^Z"'~''  le  nombre  des  combi- 
naisons de  n  -+-  iJi  —  I  éléments  pris  m  -f-  i  à  7/î  -h  i ,  le  nombre  des 
conditions  a  pour  expression 

N  =  mc;:  :,"'"''. 

En  intégrant  successivement  les  expressions  du  2'  et  du  3*^  ordre 
à  2  et  3  variables, 

A  rfx'  +  2 B  ofx  dr  -!-  C  rfj', 

Adx'+iBdx  dy+Cdy-+iT)dxdz  -^'Edz'+ iY dydz, 

A dx' -h  3 B  dx-  dy  -h  se  dx  dy-  -1-  D  dy\ 

kdx'  +  ...+  Z'Edx'dz-irSYdxdz''+Gdz'+  ZYLdy'' dz -^  ... , 

l'auteur  trouve  des  formules  générales  présentant  de  grandes  analo- 
gies entre  elles  et  avec  la  formule  connue 

Ç(  ^dx-r-Q  dy)  =  f   Pdx  -+-   f'  Qx„  dy  -h  C. 

En  admettant  que  cette  analogie  sidjsistc,  quels  que  soient  l'ordre 
diflërentiel  et  le  nombre  des  variables,  on  a,  pour  trouver  l'inté- 
grale de  l'expression  (i),  satisfaisant  aux  conditions  que  l'on  obtient 
en  égalant  identiquement  les  diverses  expressions 


rfX, 


de  la  dérivée  partielle 


dxj 


dx''  dx'' . . .  dx'.' 
''      ''■  ''■ 

la  règle  suivante  : 

1°  Ordonner  l'expression  suivant  les  exposants  et  les  indices  des 
diflerentielles,  de  sorte  que  le  premier  terme  soit  Xi  dx'".,  adirés  le- 
quel on  placera  les  termes  en  dxt  et  rfxa,  puis  le  terme  X,  dx^., 
ensuite  les  combinaisons  de  dxi,  d-x^,  dxs  et  le  terme  X^dx'",  etc. 
En  un  mot,  les  termes  renfermant  dx;  doivent  être  précédés  par 
tous  ceux  qui  contiennent  (fo?],  f/x», . . . ,  <fx,_i. 

2°  L'expression  étant  ainsi  ordonnée,  diviser  ses  coefEcients  par 
les  coelEcients  correspondants  i ,  p,.. . .  . ,  u., . . .  du  développement 
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de  {dxi-{-  cLr,-h  . .  .  -i-  (ix„)"^^  ordonuc  de  la  mùine  manière  que 

l'expression  proposée. 

3°  Après  avoir  clioisi  les  limites  inférieures  d'intégration  pour 
cliacime  des  variables,  reniplaeer  dans  chaque  coefficient  X,  toutes 
les  varial)les  a'i,  J"»,  . .  . ,  J",_i  par  leurs  limites  inférieures. 

4°  Ceja  fait,  intégrer  chaque  terme  séparément  par  rapport  à 
toutes  les  variables,  et  un  nombre  de  fois  par  rapport  à  chacune 
d'elles  marqué  par  l'exposant  de  la  diiVérentiellc  de  cette  variable, 
en  prenant  pour  limites  supérieures  les  variables  elles-mêmes. 

5°  Enfin,  ajouter  à  la  somme  de  toutes  les  intégrales  ainsi  trou- 
vées une  fonction  arbitraire  des  n  variables,  entière,  rationnelle  et 
de  degré  m  —  i  par  rapport  à  ces  variables. 

L'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  d'ordre  ?7i  à 
deux  variables  indépendantes  x  et  j-,  de  la  forme 

.  /  (!"'  Il         d"'  u  d"  u 

*  y'^''  ~d^'  '  dx"^=û/y-'  ■  ■  ■  '  <r 

peut  se  ramener  à  l'intégration  d'un  système  de  m  équations  linéai- 
res aux  dérivées  partielles  du  i'^''  ordre  à  m  variables  indépen- 
dantes. Quoique  cette  réduction  ne  facilite  nullement  la  résolution 
du  problème,  elle  montre  la  liaison  qui  existe  entre  ces  deux  ques- 
tions. 

Hertz  (K.).  —  Que/r/ues  mots  sur  la  transformation  des  fonc- 
tions elli/>tii/ues.  (4  i>.) 

y  =  An  (  —1  />i  )  étant  l'intégrale  de  l'équation  différentielle 

dx  M  dy  ,_ 

<J\i—  x')[i—  L'x^)       \/{i— J=)(i  — /.ÎJ') 

si  celte  équaticm  s'intègre  algébriquement,  c'est-à-dire  s'il  existe 
entre  su  (  ^)  7.1  I  et  sn(r,  A)   une  équation  algébrique,  on  puuria 

toujours  trouver  un  nombre  entier  v,  tel  que  sn  f^?  liA  soit  une 

fonction  rationnelle  de  sn(~.  A),  INIj  étant  égal  à  — • 

Andréiefsky  (ÎNI.-A.).  —  Sur  le  facteur  d'intégration  des  équa- 
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tions  différentielles  du  1'  ordre  de  la  forme 

A  H-  Bj'^-  Cy-'-^Hy'"^'  -f-  Ej""-'  y"  =  o. 

(82  p.)  _ 

Les  coefficients  de  cette  équation  étant  des  fonctions  de  x^y^j'^ 
et  m  étant  un  nombre  quelconque,  positif  ou  négatif,  entier  ou 
fractionnaire,  mais  dillérent  de  zéro,  l'auteur  examine  surtout  le 
cas  où  le  premier  membre  de  l'écpiation  devient  intégrable  par  l'in- 
troduction d'un  multiplicateur  M,  fonction  de  x  et  de  j)'  seulement. 
Il  établit  d'abord  ce  tliéorème  : 

Si  les  coefficients  de  réquation  satisfont  identiquement  aux  con- 
ditions 

-A         ,B  i<^        ,P 

'^Ê        '^E  AD-BC  '^Ë       '^Ë 

—r- ^ r- m 5^ -  =  0, ^— =0, 

oy  ux  W  Oy         Ox 

en  prenant 


M^^e^P,      où     ^^WT.dx^^dy 


-/(r 


on  obtiendra  par  des  quadratures  une  intégrale  première  de  l'équa- 
tion proposée,  savoir 


/ 


M(Arfj.-f-Bf/j)-^    —  j": 


D  applique  ensuite  à  un  grand  nombre  d'exemples  la  métliode 
fondée  sur  ce  théorème.  Le  Mémoire  se  termine  par  la  démonstra- 
tion de  quelques  propositions  générales  concernant  les  multiplica- 
teurs d'une  équation  diflërentielle  d'ordre  quelconque  n.  A  l'aide 
de  ces  propositions,  on  parvient  à  la  solution  des  questions  sui- 
vantes : 

1°  Etant  données  deux  intégrales  premières  d'une  équation  dilîé- 
rcntielle  du  /z'""''  ordre,  reconnaître  si  ces  deux  intégrales  sont  dis- 
tinctes l'ime  de  l'autre. 

2°  Etant  donnés  deux  multiplicateurs  d'une  équation  différen- 
tielle du  n"-"^  ordre,  reconnaître  a  priori  si  les  intégrales  premières 
correspondantes  à  ces  multiplicateurs  sont  distinctes  entre  elles. 

Sloudsky  (F.-A.).  —  Remarque  sur  le  principe  de  la  moindre 
action.  {5p.) 

Dans  cette  jN'ote,  l'auteur  développe  sm-  un  exemple  simple,  celui 
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du  mouvement  d'un  point  libre,  la  différence  qui  existe  entre  les 
deux  expressions  du  principe  de  la  moindre  action,  données  par 
Lagrange  et  par  Ostrogradsky.  [f^oir  le  Tome  II  de  ce  Recueil.) 

TcHEBYCHEF  (P.-L.).  —  Sw  1(1  détermination  des  fonctions  d'a- 
pj'ès  les  valeurs  qu'elles  prennent  pour  certaines  valeurs  de  la 
variable.  (i4  p-) 

Soit  proposé  d'exprimer  une  fonction  u  au  moyen  des  valeurs 

qu'elle  prend  pour  n  valeurs  données  de  la  variable.  La  formule  de 

Lagrange  donne  l'expression  chercliée  sous  la  forme  d'un  polynôme 

dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n.  Caucliy  a  établi  une  autre  formuh;, 

N 
dans  laquelle  la  fonction  se  présente  sous  la  forme  d'une  fraction  - 

dont  le  dénominateur  est  un  j)olynôme  d'un  degré  ne  dépassant  pas 
luie  limite  donnée  ^,  tandis  que  le  numérateur  est  un  polynôme 
d'un  degré  au  plus  égal  à  «  —  X  —  i .  Après  la  relation  D«  —  ]N=o, 
à  laquelle  satisfont  les  polynômes  D  et  N,  la  plus  simple  que  l'on 
puisse  trouver  est  une  relation  du  second  degré,  de  la  forme 

II'  -i-  L  /<  —  M  =  o, 

où  L  et  M  désignent  des  polynômes  d'un  degré  aussi  bas  que  pos- 
sible. L'auteur  se  sert,  pour  déterminer  ces  polynômes,  du  déve- 
loppement en  fraction  continue,  dont  il  avait  déjà  indiqué  l'usage 
dans  le  Tome  \"  de  ce  Recueil. 

louRiEF  (S. -A.).  —  Sur  les  conditions  d'intégrabilité  par  qua- 
dratures d'une  équation  différentielle  du  i'  ordre.  (4a  p.) 

L'auteur  recherche  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire 
les  coefficients  Ri,  Ra  de  l'équation  linéaire 

;•"-)- R,j'+R,j=o, 

pour  que  l'intégrale  de  l'équation  puisse  s'obtenir  au  moyen  de 
quadratures.  Il  part  de  la  su^iposition  que  l'intégrale  générale  doive 

être  de  la  forme 

y  =  ce!'"''  -i-  c,  e^"''^, 

c  et  Cl  étant  des  constantes  arbitraires,  ce  qui  lui  donne  des  expres- 
sions générales  des  coefficients 

Ri  r=  —  DiIos(w, —  w)  —  w,  —  w, 

R,  =  —  Dx&)  -^  &)[Dilog(&),- — td)  4-  co,]. 
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En  établissant  diverses  relations  entre  les  fonctions  w,  Wj,  il  jiarvient 
à  construire  des  équations  dillércntielles  ayant  des  intégrales  de  la 
forme  indiquée,  et  dont  l'intégration  se  ramène,  par  suite,  à  de 
simples  quadratures. 

Davidof  (A.-I.).  —  lîe/nan/itesu?'  les  fonctions  ahéliennes .  (10  p.) 
Démonstration  de  ce  théorème  :  Si  l'on  pose 

(j) (  jtr )  =  { jc  —  a,  )  [x  —  rtj). .  .[x  —  On), 


on  a 


dx  '     r^ ,       /         x\     di> 

—  lOR      I  — 


r^  dx    _  ^  /•= 


du 


i.C 


lOK 


(/?(«) 


I     r-",       /         .r\      du 

-f--       /  lOg        I -: , 

-J„„  V         «/\/cp(«) 

pour  des  contours  d'intégration  quelconques. 

Von  Beyer  (E.-L).  —  Sur  l'intégration  aux  différences  finies 
des  fractions  rationnelles  au  iiioyen  des  fonctions  algébriques, 
quand  elle  est  possible,  (i'"  Partie;  64  p.) 

L'auteur  commence  par  analyser  un  important  travail  de  M.  Bou- 

niakofsky,  puljlié  en  i835  dans  les  Mémoires  de  V  Académie  de 

Saint-Pétersbourg,  et  ayant  pour  but  d'établir,  dans  l'application 

du  calcul  inverse  des  diliérenccs  finies  aux  fractions  rationnelles,  des 

«■aractères  d'inlégrabilité  par  les  fonctions  algébriques,  analogues  à 

ceux  qui  ont  été  obtenus  par  MM.  Liouville  et  Ostrogradsky  pour 

les  intégrales  ordinaires  de  ces  mômes  fractions.  En  désignant  par 

N  .  ,  .  . 

■^  une  fraction  donnée,  M.  Bouuiakofsky  a  fait  voir  que,  si  l'inté- 

N 
grale  g  j-r  peut  s'établir  algébriquement,  elle  ne  peut  être  que  de  la 

X  X 

forme  :r^  -H  C,  :^  étant  une  autre  fraction  rationnelle.  En  suppo- 

N 
sant  que  le  numérateur  de  la  fraction  irréductible  -i-z  soit  de  degré 

moindre  que  son  dénominateur,  on  démontre  que  le  degré  du  numéra- 
teur de  l'autre  fraction  irréductible  ^  doit  être  inférieur  au  moins 
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d'une  unité  au  degré  du  son  dénominateur.  On  eu  conclut  facilement  : 
1°  que  l'intégrale  ne  peut  être  algébrique,  lorsque  le  degré  du  nu- 
mérateur de  la  fraction  à  intégrer  n'est  inférieur  que  d'une  unité 
seulement  au  degré  du  dénominateur;  2°  que,  dès  que  le  dénomina- 
teur Y  est  connu,  on  n'a  qu'à  prendre  pour  X  une  fonction  entière 
de  degré  moindre  que  Y,  et  dont  on  cherchera  ensuite  à  déterminer 
les  coeflScients. 

Pour  la  détermination  des  fondions  X  et  Y,  ÎNI.  Bouniakofsky  a 
employé  deux  méthodes,  l'une  particulière,  l'autre  générale.  Dans 
la  méthode  particulière^  applicable  seulement  au  cas  où  M  est  de 
degré  pair,  on  prend  pour  Y  une  fonction  entière  de  degré  deux  fois 
moindre,  et  l'on  pose  l'égalité  JM  =  Y  Y',  Y'  étant  ce  que  devient  Y, 
lorsqu'on  y  remplace  x  par  x  -H  i,  si  l'on  prend  pour  unité  la  dif- 
férence constante  de  la  variable  indépendante.  On  obtient  ainsi  Y 
par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés,  en  résolvant  un  sys- 
tème d'équations  algébriques  du  second  degré. 

La  seconde  méthode  est  fondée  principalement  sur  la  recherche 
de  tous  les  diviseurs  possibles  du  carré  du  dénominateur  M,  qui 
sont  du  même  degré  que  ce  dénominateur  lui-même,  et  dont  les 
coefficients  dépendent  rationnellement  de  ceux  du  carré.  On  porte 
successivement  tous  ces  diviseurs  à  la  place  de  R  dans  l'égalité 

Y^_  R 

Y'  ~  M  ' 

et  l'on  conserve  seulement  ceux  qui  correspondent  à  une  détermi- 
nation possible  de  Y.  Si  l'on  trouve  ainsi  plusieurs  valeurs  pour  Y, 
on  les  substitue  tour  à  tour  dans  l'équation  qui  sert  à  trouver  X,  et 
l'on  retient  linalement  celle  d'entre  elles  qui  peut  ser\ir  au  cakid 
deX. 

Le  remarquable  travail  de  M.  Bouniakofsky,  écrit  en  langue 
russe,  est  resté  inconnu  à  tous  les  auteurs  qui  ont  écrit  depuis  sur 
le  calcul  des  différences  finies,  et  qui  se  sont  tous  bornés  à  considé- 
rer le  cas  où  le  dénominateur  M  est  le  produit  de  facteurs  formant 
une  progression  arithmétique.  !Mais  ce  travail  présentant  qiudques 
diffietdtés  aux  commençants,  à  cause  de  l'usage  que  l'auteur  y  lait 
des  parties  élevées  de  l'Algèbre,  et  étant  d'ailleurs  susceptible  de 
diverses  simplifications,  M.  von  Beyer  a  rejH-is  ces  recherches  par 
une  voie  plus  élémentaire.  11  a  résolu  le  problème  de  l'intégration 
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d'une  fraction  ratioiinollc  sous  l'orme  algébrique,  lorsqu'il  est  pos- 
sible, par  deux  uiétliodes  di/Férentes,  dont  la  première  consiste 
dans  la  détermination  immédiate  du  dénominateur  et  du  numéra- 
teur de  l'intégrale;  la  seconde,  dans  la  reclierclie  de  deux  fonctions, 
l'une  divisible  par  X,  l'autre  par  Y,  et  dont  le  rapport  fait  connaître 

X 

la  fraction  -^^  C'est  cette  seconde  méthode  qui  fait  l'objet  du  pré- 
sent écrit,  l'auteur  réservant  l'exposition  de  la  première  pour  un 
autre  Mémoire. 

Seconde  Partie. 

Weinberg  (J.-I.).  —  J{emar(/ues  sa)'  la  disposition  et  lu  forme 
des  continents  et  des  îles.  (14  p.) 

LiouBiiioF  (N.-A.).  —  Les  illusions  d'optique.  (  8  p.) 

ZiNGER  (V.-I.).  —  Sur  un  tl léor  Cime  fond  amenia.1  de  Géométrie 
supérieure.  (i4  p-) 

Il  s'agit  du  tliéorème  sur  le  rapport  anliarmonique  d'un  faisceau 
de  C][uatre  droites. 

Lebedef  (D.-N.).  —  Leçon  d'introduction  du  cours  de  Méca- 
nique  à  l' Université  de  Moscou.  (i4  p-j 

L.vi'ciiiivE  (V.).  —  Profondeur  des  eaux  de  la  mer  Nuire,  et 
remarques  sur  la  disposition  du  batliomhtre .  (17  p.,  2  pi.) 

Delarue  (D.).  —  Quelques  mots  sur  le  sjstème  d' exposition  des 
Mathévmliques  pures.  (i3  p.) 

Hertz  (K.).  —  Sur  les  formules  fondamentales  de  la  Trigono- 
métrie sphérique.  (2  p.) 

Davidof  ( A.-L).  —  L'unification  des  mesures   et  des    poids. 

(i4i>.) 

Sloudsky  (F.-x\.).  — •  Théorie  des  poids  et  de  la  pesée.  (i3  p.) 

ScHiAPARELLi.  —  Lettre  au  P.  Secchi  sur  le  mouvement  et  l'ori- 
gine probable  des  étoiles  météoriques.  (2  articles;  61  p.)  (Traduc- 
tion d'un  article  du  Bullettino  meteorologico  deW  Osservatorio 
del  Colle gio  Romane,  t.  V.) 

Solution  de  problèmes  posés  dans  le  Tome  précédent  du  Jour- 
nal. [8  p.) 

Bull,  des  Sciences  matlu'm.  et  astroii.,  t.  111.  (Mars  1872.)  (5 
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1 .   Démontrer  que,  pour  x^  i. 


^'-i-  I 


2.  Trouver  la  valeur  de  \  [x  ■+-  Oi)  [x  -h  a^] . . .  {x  ■+-  a„)  —  x 
pour  x  =  co  . 

3.  Inscrire  dans  un  triangle  donné  trois   cercles  dont  chacun 
touche  les  deux  autres  et  deux  des  côtés  du  triangle. 

Slotjdsky  (F. -A.).  —  Sur  les  propriétés  des  puissances  de  % 
et  de  3.  (4  p-) 

Sur  la  somme  des  angles  d' un  triangle. 

Problèmes  à  résoudre. 

\ .  Trouver  deux  nombres  n  et  p  [n  <^  p^:  tels,  que 

I  -1-  2  -^  3  -i- .  . .  -:-  «  =  («  +  I  )  -:-  (  71  +  2)  -^ .  . .  -!-  ^. 

2.   Démontrer  que 


A.  P. 


ARCHIV  DER  ÏSIathematik  uivd  Physik.  HerausgcgeLen  von  J.-A. 
Grlxert.  Greifsvrald  ('). 

T.  LI,  1869  [suite). 

DosTOR  (G.}.  —  Relations  naiwelles  entre  les  tangentes  norma- 
les, sous-tangentes  et  sous-normales  des  courbes  en  général,  avec 
application  aux  lignes  du  second  degré.  (62  p.;  fr.) 

Au  lieu  de  considérer  uniquement  les  longueurs  de  ces  lignes  ter- 
minées à  l'axe  des  x,  l'auteur"  considère  en  même  temps  les  li- 
gnes analogues  terminées  à  l'axe  des  j'.  Il  montre  qu'il  existe  entre 
ces  deux  systèmes  de  lignes  des  relations  remarquables,  qui  condui- 
sent à  de  nouvelles  propriétés  des  courbes  en  général,  et  en  particu- 
lier des  courbes  du  second  degré. 

DosTOR  (G.].  —  Calcul  des  rayons  des  deux  cercles  c/ni  tou- 
chent trois  cercles  tangents  deux  à  deux,  f  3  p.  ;  fr.) 

(')  Voir  Bulletùi,  t.  I,  p.  loo. 
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LiNDMAN  (C.-F.).  —  DéiiionsUatlon  sjnthetii/ue  d'un  théorème 

énoncé  dans  l'édition  des  Eléments  d'Euclide  de  MM.  Betti  et 

Brioschi.  [i  p.  ;  lat.) 

Un  cercle  étant  circonscrit  à  un  triangle  équilatéral  ABC,  et  P 

étant  un  point  quelconque  d'un  cercle  concentrique  au  premier,  la 

somme  PA^  -H  PB*4-  PC^  e^t  constante. 

SiMERKA  (  W.  ).  —  Les  triangles  ralionnels .  (45  p.  ;  ail.) 
Recherche,  par  des  procédés  élémentaires,  des  triangles  dont  les 
côtés,  la  surface,  les  tangentes  des  angles,  etc.,  sont  exprimés  par 
des  nombres  rationnels.  Le  Mémoire  est  terminé  par  une  Table  de 
tous  les  triangles  ralionnels  dont  les  côtés  ne  surpassent  pas  loo. 

Emsmaniv  (H.).  —  Coordonnées  du  centre  de  gravité  d'un  (jua- 
drilatère  quelconque,  et  constructions  qui  s'en  déduisent  pour  ce 
point,  comparées  à  celle  du  centre  de  gravité  du  trapèze.  (6  p.  ; 
ail.) 

LiNnMAN  (C.-F.).  —  Problème  de  Géométrie.  (6  p.  ;  lai.) 
Mener  par  lui  point  donné  une  droite  qui  partage  un  triangle 
donné  en  deux  parties  équivalentes. 

HocHHEiM  (Ad.).  —  Sur  une  courbe  de  réfraction.  (4  p.  ;  ail.) 
Lieu  des  intersections,  après  la  réfraction,  de  deux  rayons  partis 

d'un  même  point,  lorsque  l'indice  de  réfraction  varie  d'une  manière 

continue. 

Gtiunert  (J.-A.).  —  Théorie  du  planimctre  polaire,  dévelop- 
pée d'une  manière  élémentaire  et  rigoureuse.  (36  p.  ;  ail.) 

L'auteur  s'occupe  dans  ce  travail  de  l'ingénieux  et  utile  instru- 
ment inventé  jjar  J.  Amsler,  pour  déterminer  mécaniquement  les 
aires,  les  moments  statiques  et  les  moments  d'inertie  des  figures 
planes  ('). 

GRUNEaT  (J.-A.).  —  Théorie  analytique  générale  de  la  fonc- 
tion^ (•^'jî  triangles  et  quadrilatères  idéaux.  (76  p.;  ail.) 

Dans  une  surface  de  courbure  constante  négative,  si  l'on  consi- 
dère une  ligne  géodésique  L  et  un  point  P  de  la  surface,  situé  à  une 


(')  Ucber  die  meclianische  Bestimmung  des  Flàcheiunhalts,  der  statischen  Slomeiite 
nd  der  Tfàg]ieUsmomentc  ebener  Fîguren,  insbesondere  iiber  einen  nciten  Plantmetcr 
on  Jaluu  Amsler,  Professor  am  Gymnasium  in  Schaflfliaiisen.  Schaffhausen,  i85C. 

6. 
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distance  gcodésique  p  de  cette  ligne,  la  ligne  géodésiqiie  menée  par 

P  et  rencontrant  L  à  l'infini  fera  avec  la  direction  de  p  un  angle, 

tiui  est  une  fonction  du  rajiport  y;  k  étant  une  constante  dé^ion- 

dant  de  la  courbure  de  la  surface.  Lobatcliefsky,  en  traitant  le  plan 
comme  cas  particulier  des  surfaces  à  courbure  constante  non  posi- 
tive, et  en  le  considérant,  par  suite.  Indépendamment  de  l'axiome 
XI  d'Euclide,  a  désigné  cet  angle  de  parallélisine^av  la  notation 

n  (y  )  ('^,  et,  par  des  considérations  purement  géométriques,  il  a 

trouvé  que  la  fonction  H  (.r)  est  déterminée  par  une  quelconque  des 
relations 

sin  11(57)=: ; — ,     tang-  Hlx)---  c',  etc. 

^     '       coslix  2 

M.  Grunert  développe,  en  faisant  usage  de  la  notation  de  Lolja- 
tcliefskv,  la  Trigonométrie  des  surfaces  à  courbure  constante  néga- 
tive, ou  surfaces  pseudosphériques^  d'après  la  dénomination  intro- 
duite par  M.  Beltrami. 

Spitzer  (S.).  —  Iiilégration  de  l' écpuntion  aux  différentielles 
partielles 

^  =  ^"^+F,(r)  +  .rr.O-)-;-...  +  ^'-F„(r), 

m  et  n  étant  des  entiers  positifs,  et  F,  (y),  Fj  (j  ), .  . . ,  F„  [y]  des 
fonctions  quelconipies  de  y.  {y  p.;  ail.) 

T.  LU,  1871. 

Spitzer  IS.).  —  Note  sur  l'intégration  des  équations  di lier en- 
lielles.  (ij  p.-,  ail.) 

Intégration  de  l'équation  différentielle  linéaire 


cfy 
dx- 


=  x-y, 


et  d'autres  équations  qui  s'en  déduisent  par  dillérentiation.  L'inté- 

(')  HoKblK    na-cnAa    FeOMenipiu,  iS3G.—  Geomctrische  Umersudiungen  zur 
Théorie  der  Parallelinien,   iS^O.  {Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  32;.) 
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grale  de  cette  équation  pouvant  s'exprimer  soit  à  l'aide  d'une  inté- 
grale définie  double,  soit  à  l'aide  de  deux  intégrales  définies  simples, 
on  en  déduit  pour  les  intégrales  des  équations  dérivées  deux  séries 
d'expressions  correspondantes. 

Spitzer  (S.).  —  Iiilcg?'ation  des  cqiiallous  différentielles.  (8  p.: 
ail.) 

En  partant  de  l'intégrale  particulière  7=  e'"-'',  on  en  déduit  une 
suite  d'équations  diriérentielles  linéaires,  dont  l'auteur  exprime  les 
intégrales  générales  au  moyen  d'intégrales  définies  doubles. 

Bretschkeider  (C.-A.).  —  Sur  le  calcul  du  Irapcze  au  moyen 
de  ses  côtés.  (  i  p.  ;  ail.) 

HocHiiEi."*!  (Ad.).  —  Sitr  le  ciiKjui'eme point  reinar(juahle.  (i4  p.; 
ail.) 

C'est  le  point  de  rencontre  des  droites  qui  joignent  chaque  sommet 
d'un  triangle  au  point  de  contact  du  côté  opposé  avec  le  cercle  ex- 
inscrit correspondant.  Etude  des  propriétés  de  ce  point  et  des  lieux 
géométriques  auxquels  il  donne  naissance. 

Seeling  (P.)  ■ —  Sur  la  résolution  de  l' équation  x^  —  Kj'  =  riz  i 
en  jionibres  entie/'s,  A  dewant  être  positif  et  Jion  carré.  (10  p.  ;  all.^ 

Cette  Note  est  suivie  d'une  Table  de  tous  les  nombres  A  jusqu'à 
7000  dont  les  racines  carrées,  développées  en  fractions  continueSj 
donnent  des  périodes  d'un  nombre  impair  de  termes,  et  qui,  par 
suite,  rendent  résoluble  l'équation  x-  —  Aj)'- =  —  i. 

JNippERT  (P.).  —  Théoriine  de  Géométrie.  [6  p.  ;  ail.) 

La  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  tous  les  sommets 

d'un  polygone  régulier  à  un  point  quelconc[ue  d'une  circonférence 

conccntricjue  à  ce  polygone  est  constante. 

Albrich  (C).  —  Sur  les  podaires.  [6  p.  5  ail.) 

FASBE^•nER.  —  Les  angles  ijue  les  ligries  de  gravité  du  triangle 
forment  entre  elles.  (2  p.;  fr.) 

Gherardi  (S.)  (trad.  par  Max.  Ccrtze.).  —  Contributions  à 
l'histoire  de  la  Faculté  inatliématicjue  de  l' ancienne  Université 
de  Bologne.  (140  p.;  ail.) 

L'extrême  rareté  des  exemplaires  de  l'original  italien  de  ce  Mé- 
moire, publié  à  Bologne  en  1846,  est  cause  que  les  géomètres  fran- 
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cais  et  allemands,  qui  se  sont  occupes  dans  ces  derniers  temps  de 
l'histoire  des  Mathématicpes,  n'ont  pu  profiter  des  importantes  rec- 
tifications qu'il  apporte  sur  certains  points,  encore  mal  connus,  tels 
que  l'histoire  de  la  découverte  de  la  résolution  du  troisième  degré, 
celle  des  rapports  de  Copernic  avec  son  maître,  Domeuieo  Maria 
Novara  da  Ferrara,  etc. 

MiTTELACHER  [C).  —  Tliéovie  du  quadrilatère  elliptique  com- 
plet, et  ses  applications .  (34  p.  ;  ail.) 

L'auteur  entend  par  là  un  système  de  lignes  déterminé  par  deux 
directions  arbitraires  et  par  leurs  conjuguées  relativement  à  une  el- 
lipse donnée. 

FuouTES  (T.).  —  Démonstration   du   théorème  de  Géométiie 
connu  sous  le  nom  do  théorème  de  Fermât.  (3  p.  ;  ail.). 
Extrait  du  Gioinule  di  Matenuitiche,  t.  VIL 

CoLLiNS  (M.).  —  Démonstration  de  ce  théorème,  que  les  milieux 
des  trois  diagonales  d'un  quadrilatère  complet  sont  en  ligne 
droite.  (4  p.  ;  ail.) 

Extrait  des  3Iémoires  de  la  Société  des  Scie?ices  physiques  et 
naturelles  de  Bordeaux,  t.  VL 

Grunert  (J.-A.).  —  Distance  du  centre  de  gravité  d' un  trian- 
gle au  centre  du  cercle  inscrit.  (3  [).  ;  ail.) 

Fasbender.  —  Le  lieu  du  centime  du  cercle  inscrit  à  un  quadri- 
latère circonscriptihle  donné.  (2  p.;  fr.) 

Unferdinger  (Fr. ).  — Remarques  sur  quelques  passages  du 
Compendium  der  hiiheren  Analysis  de  M.  Schlomilch.  (4  p.  ;  ail.) 

Versluys  (J.).  —  Discussion  complète  d' un  sy sterne  d^ équations 
linéaires.  (21  p.;  fr.). 

L'auteur  discute,  au  moyen  des  déterminants,  les  divers  cas  d'in- 
compatibilité et  d'indétermination  d'un  système  de  n  équations  ;i  n 
inconnues. 

Veiîsluys  (J.).  —  Discussion  de  l'équation  du  second  degré  en 
coordonnées  planaires.  (16  p.jfr.) 

Etant  donnée  une  équation  homogène  du  second  degré  entre 
quatre  variables,  considérées  comme  des  coordonnées  planaires,  dé- 
terminer l'espèce  de  la  surface  représentée  par  cette  équation. 
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SteinhAuskb.  (A.).  —  Sur  la  détermmution  de  la  somme  des  an- 
gles des  poljgones  plans.  (16  p.  -,  ail.) 

11  s'agit  ici  des  polygones  pris  dans  le  sens  le  plus  général,  et  pré- 
sentant des  points  de  croisement  ou  des  points  doubles. 

DklAb.vu.  —  Construction  des  axes  d'une  ellipse  quelcomjue, 
dont  on  donne  deux  diamètres  conjugués.  (3  p.  5  ail.) 

Pelz  (C).  —  La  projection  centrale  et  la  projection  j>arnll(ile 
des  surfaces  du  second  degré  sur  le  plan  d' une  section  circulaire. 
(,8  p.;  ail.). 

On  sait  C[ue  les  foyers  d'une  section  j)lane  d'un  cône  droit  sont 
déterminés  par  les  points  de  contact  des  deux  splièrcs  tangentes  au 
cône  et  au  plan  de  la  section.  Ce  théorème  conduit  à  une  construc- 
tion directe  des  foyers  du  contour  d'une  surface  du  second  dcgiC, 
projetée  centralemcnt  ou  parallèlement  sur  le  plan  d'une  de  ses  sec- 
tions circulaires. 

Grunert  (J.-A.j.  — Sur  V équation  du  cercle  circonscrit  à  un 
triangle  et  sur  les  équations  des  cjuatre  cercles  tangents  au  trian- 
gle, en  coordonnées  trilinéaires.  (28  p.  ;  ail.) 

RuMP  (F. -H.).  —  Sur  deux  théorèmes  de  Trigonométrie,  (a  p.  ; 
ail.) 

Unferdinger  (Fr.).  —  Sur  la  détermination  d'une  courbe  au 
moyen  d' une  propriété  de  sa  tangente.  (3  p.  ;  ail.) 

Spitzer  (S.).  —  Représentation  de  la  fonction  y  ■.=  x" è'"'^ .,  oit  X 
désigne  une  constante  différente  de  zéro,  et  n  un  entier  nul  ou 
positif.,  sous  la  forme  j  =  S  [A,„e""^].  (3  p.  ;  ail.) 

Cette  transformation  se  tire  de  l'égalité 

e"  ^ /  e  du. 

Spitzer  (S.)  —  Représentation  de  la  fonction  j  =^  x" e"'^' .,  oii  a 
désigne  une  constante  différente  de  zéro,  et  n  un  entier  nul  ou  po- 
sitif sous  la  forme  j=  S  [A,„e""].  (2  p.  ;  ail.) 

Autre  manière  d'obtenir  la  transformation  précédente. 

Bretschkeider  (C.-A.).  —  Moyen  simple  de  calculer  les  angles 
d  un  triangle  plan  ou  sphérique  au  moyen  de  ses  côtés. 
En  calculant^  comme  auxiliaire,  le  rayon  du  cercle  inscrit. 
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Versluys  (J.).  • —  Discussion  de  queUjues Lhéorcmcs  el piohUiincs 
de  Géométrie  analytique .  (48  p.  ;  fr.) 

I  °  Condition  qui  exprime  qu'une  droite  passe  par  le  pôle  d'une 
autre  droite  par  rapport  à  une  conique  dont  l'équation  est  donnée 
en  coordonnées  trilinéaircs;  problèmes  analogues  pour  d'autres  sys- 
tèmes de  coordonnées,  et  applications  de  ces  problèmes.  Tous  les 
résultats  sont  donnés  sous  la  forme  de  déterminants,  et  la  plupart 
sont  obtenus  à  l'aide  des  propriétés  des  déterminants. 

2°  Discussion  des  paires  de  droites  qui  passent  par  les  points 
d'intersection  d'une  conique  et  d'une  paire  de  droites,  avec  les  pro- 
Ijlèmes  analogues  dans  d'autres  systèmes  de  coordonnées. 

3°  Application  de  ce  qui  précède  à  la  discussion  des  quatre  points 
d  intersection  et  des  tangentes  communes  de  deux  coniques. 

4°  Application  d'une  notation  de  Salmon  aux  coordonnées  tan- 
gcnticlles  et  aux  coordonnées  quadriplanaircs. 

Pfeil  (L.  von).  —  Rcfraclion  de  la  lumière  dans  V atmosphère 
des  planètes.  (  23  p.  ;  ail.) 

L'auteur  applique  ses  considérations  aux  passages  de  Vénus. 

Ki'LP.  — Recherches  expérimentales  sur  le  magnétisme.  (i^Par- 
tie.)  (lo  p.  5  ail.) 

HocHiiEi.M  (Ad.).  — Prohlème  d'optique.  (36  p.;  ail.) 
Etant  donnés  deux  milieux  transparents,  avec  le  rapport  de  leurs 
indices  de  réfraction,  on  prend  dans  chaque  milieu  un  point,  et  l'on 
suppose  que  l'un  de  ces  points  émette  des  rayons  lumineux.  On 
demande  de  déterminer  en  quel  endroit  un  de  ces  rayons  doit  ren- 
contrer la  surface  de  séparation  des  deux  milieux  pour  que,  après 
s'être  réfracté,  il  aille  passer  par  l'autre  point  donné. 

GnuKERT  (J.-A.).  —  Sur  une  méthode  graphique  pour  détermi- 
ner le  centre  de  gravité  d' un  quadrilatère  quelcontjue.  (3  p.  ;  ail.) 


JOIJRAAL   DE  Mathéjiatiqles  puhes  et  appliquées,   publié  par 
J.  Lioi  VILLE,  (a''  série,  t.  XM,  1871)  ('). 

JoRDA?!  (C).  — •  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations  algé- 
briques les  unes  par  les  autres.  (20  p.) 

(')  Yciii-  Ikdlctiii,  f.  1,  p.  91,  et  t.  Il,  p.  33. 
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Voici  les  principaux  résultats  tk-s  rcclicrches  exposées  dans  le 
Mémoire  de  M.  Jordan  : 

Théorème  I.  —  La  recherche  des  groupes  résolubles  les  plus 
irénéraux  se  ramène  iminédiatement  à  celle  des  groupes  résolu- 
bles prhnitifs  et  indécomposables  les  plus  généraux. 

Théorème  II.  —  Ces  derniers  groupes  ont  pour  degré  u!",  ni 
étant  entier,  et  [j.  un  diviseur  de  l' un  des  facteurs  de  composition  q 
de  l'une  des  équations  auxiliaucs  dont  les  conditions  du  problème 
font  dépendre  les  équations  cherchées. 

Saint-Vekast  (de).  —  Rapport  fait  à  V Acadéiine  des  Sciences 
sur  un  3Iémoire  de  .M.  Boussinesq,  présenté  le  IQ  avril  1 869.  avec 
additions  du  29  novembre,  et  relatif  à  la  théorie  des  ondes  liqui- 
des périodiques.  (10  p.) 

La  formation  et  la  propagation  des  ondes  à  la  surface  des  eaux, 
ainsi  que  dans  l'intérieur  de  leurs  masses,  ont  occupé  de  tous  temps 
les  physiciens  et  les  géomètres.  L'auteur  du  Mémoire  s'est  proposé 
d'étudier  un  phénomène  qui,  malgré  quelques  analogies,  est  essen- 
tiellement différent,  et  dont  les  lois  sont  plus  simples.  Il  considère 
une  masse  finie,  où  il  suppose  qu'un  ébranlement  périodique  est 
produit  dans  un  espace  limité,  soit  en  tous  sens,  soit  dans  un  ou 
deux  sens  ;  et  il  détermine  les  mouvements ,  nécessairement  de 
même  période,  qui  en  résultent  dans  tout  le  reste  de  la  masse,  spé- 
cialement aux  points  situés  au  delà  d'une  certaine  distance  de  ceux 
où  l'ébranlement  a  été  provoqué.  J\L  de  Saint-^  enant  termine  en 
ces  termes  son  rapport  : 

«  Vos  commissaires  pensent,  en  résumé,  que  M.  Boussinesq  a 
traité  à  un  nouveau  point  de  vue,  et  d'une  manière  aussi  exacte  que 
féconde,  le  problème  intéressant  des  ondes  liquides  5  qu'il  a  mon- 
tré, dans  sou  IMémoire,  un  remarquable  esprit  d'invention  secondé 
constamment  par  l'habileté  analytique,  et  ils  vous  proposent  d'or- 
donner l'impression  de  ce  travail  dans  le  Recueil  des  Savants  étran- 
gers. » 

BouKGET  (].).  —  Théorie  mathématique  des  machines  à  air 
chaud.  (94  p.) 

M.  Bourget  s'est  proposé  de  traiter  la  partie  théorique  des  ma- 
chines à  gaz  chauffés;  le  travail  actuel  ne  fait  que  résumer  les  idées 
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que  M.  Bourget  avait  déjà  développées,  en  1807,  dans  divers  Mé- 
moires présentés  à  l'Académie  des  Sciences.  [Comptes  rendus^ 
t.  XLV,  p.  742  et  1069;  année  18J7.) 

Dans  la  première  Partie,  comprenant  les  notiotu  préliminaires 
et  les  lois  sur  les  gaz  permanents,  l'auteur  montre  que  la  loi  de 
transformation  entre  le  travail  et  le  calorique  est  implicitement 
contenue  dans  celles  de  ^lariotte,  de  Gay-Lussac  et  de  Dulong.  Sa 
démonstration,  très-simple  et  très-élémeutaire,  aurait  sa  place  toute 
naturelle  dans  l'enseignement  secondaire  et  préparerait  parfaite- 
ment les  esprits  des  élèves  aux  raisonnements  et  aux  concejitions 
de  la  Thermodynamique. 

La  SECONDE  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  la  théorie  des 
machines  atmosphériijues ;  la  troisiiime,  à  celle  des  machines  à  air 
comprimé  ;  la  quatrièjie  partie  renferme  des  applications  numé- 
riques. 

Les  conclusions  de  ce  travail,  fort  importantes  au  point  de  vue  de 
la  pratique,  sont  bien  mises  en  relief  par  la  traduction  en  noml^res 
des  formules  générales.  Les  calculs,  d'ailleurs  fort  simples,  sont 
disposés  avec  le  plus  grand  soin  et  rendent  très-facile  la  lecture  de 
ce  Mémoire,  qui  peut  être  une  excellente  préparation  à  l'étude  des 
méthodes  plus  générales,  mais  beaucoup  plus  délicates,  à  l'aide 
desquelles  on  aljorde  la  théorie  des  machines  thermiques. 

Lne  JSiote  additionnelle  renferme  les  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I,  —  Toutes  les  machines  parfaites,  ayant  pour  cjcle 
un  cpiadrilatère  curviligne  formé  de  deux  courbes  isothermiijues 
et  de  deux  ordonnées  quelconques,  ont  même  rendement. 

Théorème  II.  —  Une  machine  correspondante  à  un  cycle  fermé 
quelconque  a  un  rendement  inférieur  à  celui  d'une  machine  par- 
faite fonctionnant  entre  les  mêmes  températures. 

BoussiNESQ  (J.).  —  Etude  nouvelle  sur  l' équilibre  et  le  mouve- 
ment des  corps  solides  élastiques  dont  certaines  dimensions  sont 
très-petites  par  rapport  à  d'autres.  (i5o  p.) 

ÎNL  Boussinesq  s'est  proposé  d'établir  rigoureusement,  en  parlant 
des  formules  de  la  théorie  de  l'élasticité,  les  équations  générales  de 
l'équilibre  et  du  mouvement  des  tiges  et  des  plaques  très-minces. 
Passant  en  revue  les  travaux  de  Poisson,  Cauchy,  KirchhoU",  Ger- 
hind,  etc.,  il  montre  que  certaines  hypothèses  relatives,  soit  aux 
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contours,  soit  à  l'action  des  fibres  les  unes  sur  les  autres,  sont  ou 
fausses  ou  incomplètement  établies;  et,  à  des  métliodes  qui  lais- 
saient sutsister  le  doute  ou  l'incertitude,  il  substitue  une  analyse 
générale,  directe  et  rigoureuse,  qui  a  l'avantage  de  bien  préciser 
ces  questions  délicates. 

Il  serait  impossible  d'analyser  sérieusement  en  quelques  lignes 
ce  Mémoire  très -considérable;  nous  devrons  nous  contenter  de 
donner  l'indication  des  questions  qui  y  sont  abordées. 

Premier  Mémoire.  —  Des  tiges. 

Historique  de  la  question. 

§  I.   Rappel  des  équations  générales  de  l'élasticité. 

§  II.  Formules  des  forces  élastiques  pour  diverses  espèces  de 
milieux. 

§  m.  Etude  d'une  lige  de  très-petite  section.  Considérations  pré- 
liminaires. 

§  IV.   Détermination  de  N.,  N,,  T,. 

§  V.  Détermination  de  Nj,  Ts,  T.. 

§  \I.   Forme  de  la  tige  après  les  déplacements. 

§  "VII.  Théorie  de  Kirclihoff. 

§  VIII.  Décomposition  de  l'action  totale  exercée  sur  un  tronçon 
de  la  tige  en  six  actions  élémentaires,  qui  produisent  respective- 
ment une  extension  ou  une  contraction,  deux  flexions  égales,  deux 
flexions  inégales  et  une  torsion. 

§  IX.  Lois  générales  de  la  torsion.  Rapports  du  problème  de  la 
torsion  avec  celui  de  l'écoulement  régulier  d'un  liquide  dans  un 
tulie  rectiJigne  et  de  section  constante,  mouillé  par  ce  liquide. 

§  X.  Sections  planes  pour  lesquelles  les  intégrations  relatives  à 
la  torsion  et  à  la  flexion  inégale  ont  pu  être  effectuées. 

§  XI.  Exemples  divers  d'équilibre  et  de  mouvement  d'une  tige 
rectiligne  dont  les  déformations  totales  sont  très-petites. 

Second  Mémoire.  —  Des  plaques  pLines. 

Historique  de  la  question. 

§  I.   Préliminaires. 

§  II.  Equations  indéfinies. 

S  III.  Conditions  spéciales  aux  contours  des  plaques. 
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§  IV.   Unité  de  la  solution  du  problème  de  l'équilibre. 

§  V.   Equations  générales  des  petits  mouvements. 

^  YI.   Cas  où  la  plaque  est  soumise  à  des  tractions  considérables, 

antérieures  aux  déplacements.  Vibrations  des  membranes  en  tenant 

compte  de  la  rigidité. 

Saint-Venant  (de).  —  Forntules  des  augineiitalions  que  de  pe- 
tites déformations  d'un  solide  apportent  aux  pressions  ou  forces 
élastiijues,  supposées  considérables,  qui  déjà  étaient  en  jeu  dans 
son  intérieur.  Complément  et  modification  du  préambule  du  Mé- 
moire :  Distribution  des  élasticités  altour  de  chaque  point,  etc., 
qui  a  été  inséré  en  i863  au  Journal  de  Mathématiques  (2^  Série, 
t.  Vm,  p.  26  à  282).  (33  p.) 

Ce  Mémoire,  destiné  à  compléter  ce  qui  regarde  les  formides 
fondamentales  de  la  théorie  de  l'élasticité  des  corps  solides,  com- 
prend deux  Parties . 

Dans  la  première  Partie,  M.  de  Saint-Venant  s'occupe  des  for- 
mules complètes  des  forces  élastiques  s'exerçant  à  la  suite  de  petites 
déformations  subies,  lorsqu'il  y  avait  en  jeu,  à  l'intérieur  du  corps, 
des  forces  considérables  du  même  genre  avant  ces  déformations  5  il 
montre  que  ces  formules  j)euvent  se  déduire  du  potentiel  intériciu- 
de  l'élasticité  du  corps,  mais  que,  pour  obtenir  la  valeur  complète 
de  ce  potentiel,  il  faut  renoncer  à  le  calculer  en  partant  du  fait  gé- 
néralement admis  de  la  forme  linéaire  des  six  composantes  des 
pressions. 

Dans  la  seconde  Partie,  il  est  démontré  qu'on  peut  établir  des 
formules  générales  donnant  les  valeurs  des  coeflicieuts  d'élasticité 
en  fonction  des  coefficients  constants,  mesurés  d'avance  pour  uu 
état  déterminé  du  corps,  tel  que  son  état  le  plus  habituel,  et  des 
pressions  antérieures  relatives  à  cet  état. 

Saint-Aenant  (de).  —  Mémoire  sur  l'établissement  des  équa- 
tions différentielles  des  mouveinents  intérieurs  opéi'és  dans  les 
corps  solides  ductiles  au  delà  des  limites  où  l'élasticité  pourrait 
les  ramener  à  leur  premier  état.  (9  p.) 

Ce  Mémoire  devant  avoir  une  continualion,  il  en  sera  parlé  plus 
loin. 

MAKNHEni  (A.).  —  Démonstration  géométrique  d' une  propriété 
de  la  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques.  (4  p-) 
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IM.  ]\Iann]icim  donue  uue  démons  tratiou  géométrique  de  cette 
imjjortaute  propriété,  que,  par  uuc  transformation  directe  d'uni; 
figure,  on  peut  obtenir  le  résultat  de  transformations  successives; 
cette  proposition  a  été  énoncée,  pour  la  première  fois,  par  M.  Liou- 
villc,  qui  en  donna  une  démonstration  analytique. 

^Nevvcomb  (S.).  —  Tliéorie  des  perturhations  de  la  Lime  qui 
sont  dues  à  l'action  des  planètes.  (48  p.) 

Levy  (M.).  —  Extrait  du  3Iénioire  sur  les  équations  géné- 
rales des  mouK'ements  intérieurs  des  corps  solides  ductiles  au  delà 
des  limites  oii  l' élasticité  pourrait  les  ramener  à  leur  premier  état; 
présenté  à  l'Académie  le  20  juin  1870.  (4  p.) 

Saint- Venant  (de).  —  Complément  aiuc  Mémoires  du  7  mars 
1870  de  M.  de  Saint-F enant,  et  du  ig  juin  1870  de  M.  Levj,  sur 
les  équations  différentielles   indéfinies  du  mouvement  intérieur 

des  solides  ductiles,  etc Equations  définies  ou  relatives  aux 

limites  de  ces  corps  ;  applications.  (  10  p.) 

Comme  le  titre  l'indique,  ces  deux  Mémoires  font  suite  au  Mé- 
moire précédent  de  M.  de  Saint- Venant.  Dans  le  premier  Article, 
M.  de  Saint-\  enant  avait  donné  les  équations  des  mouvements  de 
déformation  des  masses  ductiles  pour  le  seul  cas  de  mouvements 
dans  des  plans  parallèles.  M.  Levy  établit  les  équations  générales 
pour  des  mouvements  quelconques  dans  l'espace,  et  en  conclut  les 
équations  pour  le  cas  important  où  tout  est  symétrique  autour  d'un 
axe  ;  c'est  le  cas  des  expériences  de  M.  Tresca,  tant  d'écoulement 
que  de  poinçonnage.  Dans  le  cas  général,  il  y  a  neuf  équations  in- 
définies, ou  applicables  à  tous  les  points  de  la  masse,  servant  à 
déterminer  les  tensions  N^.,  N,.,  N,,  T,^,  T^,  T.  et  les  composantes 
II,  V,  sv  de  la  vitesse  d'un  point  quelconque  de  la  niasse  ductile. 
Dans  le  cas  de  la  symétrie  autour  d'un  axe,  les  équations  indéfinies 
se  réduisent  à  six. 

M.  de  Saint- Venant,  dans  ce  dernier  Mémoire,  complète  le  pré- 
cédent eu  établissant  les  équations  définies.,  ou  conditions-limites 
relatives  aux  points  de  certaines  surfaces,  que  les  expressions  des 
inconnues,  satisfaisant  aux  équations  définies ,  sont  astreintes  à 
vérifier.  Il  y  a,  en  général,  trois  groupes  distincts  d'équations  défi- 
nies. 
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JoRDAM  (C).  —  Tliéorèmes  sur  les  groupes  primitif  s .  (26  p.) 

On  ne  connaît  encore  qu'un  petit  nombre  des  propriétés  géné- 
rales des  groupes  primitifs;  et,  comme  c'est  dans  la  recherche  de 
ces  groupes  que  se  concentrent  les  principales  difficultés  de  la 
théorie  des  substitutious,  les  généralisations  que  .M.  Jordan  fait 
connaître  dans  ce  Mémoire  ont  donc  un  véritable  intérêt.  ^  oici  les 
énoncés  des  théorèmes  qu'il  démontre  : 

Théorème  I.  —  Si  un  groupe  G,  primitif  et  de  degré  n,  con- 
tient un  groupe  F  dont  les  substitutions  ne  déplacent  que  p  lettres 
et  les  permutent  transiti^>enient  {^p  étant  un  entier  quelconque),  il 
sera  au  moins  [n  —  p  —  iq  -+-  'i)  fois  primitif ,  q  étant  le  plus  grand 
diviseur  de  p  tel,  que  V on  puisse  répartir  les  lettres  de  F  de  deux 
manières  différentes  en  systèmes  de  q  lettres  jouissant  de  la  pro- 
priété que  chaque  substitution  de  F  remplace  les  lettres  de  chaque 
système  par  celles  d'un  même  système. 

Si  aucun  des  di^'iseui's  de  p  ne  jouit  de  cette  propriété  [ce  qui 
arrivera  notamment  si  F  est  primitif,  ou  formé  des  puissances 
d' u/ie seule  substitution  circulaire),  d  sera  [n — p -\- 1]  fois  transitif  . 

Théorème  II.  —  Soit  A  une  substitution  quelconque,  déplaçant 
N  lettres.  Un  groupe  primitif  G,  contenant  la  substitution  A,  sera 
nécessairement  symétrique  ou  alterné,  dès  que  son  degré  attein- 
dra une  certaine  limite  A. 

Théorème  III.  —  Soit  A  une  substitution  d'ordre  premier  p  et 
contenant  deux  cycles .  Tout  groupe  primitif  d,  contenant  la  sub- 
stitution A.,  sera  symétrique  ou  alterné  dès  que  son  degré  dépas- 
sera^—i.  L.  P. 


COMPTES  RE?»DUS  hebdoîiadaires  de  l'Ac.ujémie  des  Sciences, 
publiés  par  MM.  les  Secrétaires  perpétuels  ^'). 

T.  LXXUI. 

N°  23.  Séance  du  4  décembre  1871. 

Chasles.    —    Tliéorèmes  relatifs  aux  axes   harmoniques   des 
courbes  géométriques. 

(')  y  OIT  Bulletin,  1. 1,  p.  29. 
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Secchi  (Le  P.).  —  iiur  un  noiweau  moyen  de  mesurer  les  hau- 
teurs des  protubérances  solaires. 

Secchi  (Le  P.).  —  Sur  la  température  solaire. 

Le  Verrier.  —  Sur  l'apparition  d'étoiles  Jilantes  du  mois  de 
novembre. 

Tresca.  —  Sur  le  rabotage  des  métaux. 

Resal  (  h  .  ) .  —  Recherches  sur  le  calcul  des  volants  des  machines 
à  délente  et  à  condensation. 

ScHMiDT  (J.).  —  Etoiles  Jilantes  de  novembre,  observées  à 
JLthenes. 

Jordan  (C).  —  Sur  les  sommes  de  Gauss  à  plusieurs  variables. 
'  Uu  géomètre  alleniaiid,  M.  Weber,  a  consacré,  dans  le  Journal 
de  Borchardt,  t.  LXXIV,  1871,  p.  14}  un  Mémoire  au  calcul  de 
l'expression 

-A  ' 


$ 


où  f  est  une  fonction  homogène  du  second  degré  en  5i,  .s'a,...,  s„. 
M.  Jordan  traite  celte  même  question  plus  simplement,  et,  dans 
sa  Note,  qui  comprend  trois  pages,  ramène,  comme  M.  Weber,  le 
calcul  de  celte  expression  à  celui  d'une  expression  analogue,  dans 
laquelle  la  fonction^" ne  renferme  plus  que  (/^  —  i  )  variables. 

RIagnac  (de).  —  Sur  la  détermination,  au  moyen  des  chrono- 
mètres, des  différences  de  longitude  de  points  éloignés. 

]X°  2i.  Séauce  du  11  décembre  1871. 

BoussiuESQ  (J.)-  —  Sur  une  propriété  remarquable  des  points 
oit  les  lignes  de  plus  grande  pente  d'une  surface  ont  leurs  plans 
osculateurs  verticaux,  et  sur  la  différence  qui  existe  générale- 
ment, à  la  surface  de  la  terre,  entre  les  lignes  de  faîte  ou  de 
thalweg  et  celles  le  long  desquelles  la  pente  du  sol  est  un  mi- 
nimum.. 

Les  points  en  question  jouissent  de  la  propriété  d'être,  sur  chaque 
ligne  de  niveau,  ceux  où  la  pente  de  la  surface,  généralement  varia- 
ble le  long  d'une  telle  ligne,  devient  maximum  ou  minimum. 
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Tastes  (de).  —  Note  sur  un  propulseur. 

Barthélémy.  —  Etude   des  'vibrations  communicjuées  au  me?-- 
cure  et  aux  liquides  en  général. 
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Barlet.  —  Elémculs  de  Cosmographie.  —  Iii-S",  JMaliiies,  ^  an 
^  elsen. 

Boudin.  —  Cours  de  ïcclmologic,  professé  à  rEcolc  spéciale  du 
Génie  civil  et  des  Arts  et  Manufactures  de  Gand.  1867-1868.  — 
2  vol.  in-4°,  autograpliiés.  Gand,  Lebrun-Devigue.  24  fr. 

Catalan  (E.).  — L'article  yay.  Application  de  l'Algèbre  au  Code 
civil.  — In-8°,  Bruxelles,  Hayez,  1871. 

Catalan  (E.).  —  Cours  d'Analyse  de  l'Université  de  Liège.  —  Al- 
gèbre. —  Cal<-ul  différentiel.  —  Calcul  intégral  (i"''^  Partie}.  — 
I  vol.  in-8°,  Bruxelles,  Hayez. 

Clément  (Ch.).  — lluidométrie.  —  lu-S",  Arlon,  1870. 

Falisseet  Graindorge.  — Traité  d'Algèbre  élémentaire,  i''""  Partie. 

—  In-8°,  Liège,  1870. 

Graindorge.  —  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  de  la  ?*Ié- 
cauique.  — Li-8°,  Bruxelles,  Hayez,  1871. 

Lambert.  —  Éléments  de  Géométrie,  i"^"  Partie  :  Géométrie  plane. 

—  2^  Partie  :  Géométrie  solide.  —  In-S",   INamtir,   \\esmacl- 
Cliarlicr. 

Lefranq . —  Cours  de  Mathématiques  en  quatre  années  d'études, 
i" année  :  Arithmétique.  — Saint-Nicolas,  typogr.  Edom.  In-ia. 

Mousson.  —  Die  Pliysik  auf  Grundlage  der  Erfahrung.  i.  Bd.  : 
AllgemcineundMolckular-Physik. —  In-8^,  Zurich,  1871.  ô'^'jôj. 

Pliicker  {3.).  —  Photographie  et  Topographie.  Le  Stéréograplic, 
appareil  photographique  de  poche.  —  Li-S",  Anvers,  \  an  Mol. 
1871. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

Gyldén  (D'  Hugo)  (').  —  ZJnteisucJiungen  iiber  die  Constitu- 
tion der  ^tmosphâre  und  die  StrnJdenhrechung  in  derselben. 
—  Deux  Mémoires  111-4",  82-58  p.  Saint-Pétersbourg,  1866  et  1868. 
{Mémoires  de  V Acadénne  impériale  des  Sciences  de  Saint-Pé- 
tersbourg, t.  X  et  XII.) 

Bien  qu'une  autre  Revue  scientifique  (  Vierteljalirsschrift  der 
Astrononnschen  Gcsellscliajt ,  Leipzig,  1867  et  1870)  ait  déjà 
donné  une  analyse  assez  détaillée  de  ce  travail,  nous  ne  croyons  pas 
sujjertlu  d'y  appeler  encore  l'attention  des  lecteurs  de  ce  Bulletin, 
en  même  temps  que  nous  allons  signaler  quelques  autres  reclierclics 
du  jeune  savant  finlandais. 

Dans  le  premier  Mémoire,  l'auteur  clicrclie  d'abord  à  établir  la 
loi  suivant  laquelle  la  température  de  l'air  diminue  quand  on  s'é- 
lève verticalement  au-dessus  de  la  surface  terrestre.  Cette  diminu- 
tion, étant  due  principalement  à  réchauffement  plus  intense  des 
couches  inférieures  de  l'air  par  le  Soleil,  peut  varier  suivant  les  sai- 
sons et  les  heures.  Elle  est,  en  général,  plus  rapide  pendant  l'été 
que  dans  l'hiver,  plus  rapide  le  jour  que  la  nuit.  Dans  l'équation 
qui  exprime  la  loi  de  cette  diminution,  il  faut  donc  distinguer  deux 
parties  :  l'une  qui  est  indépendante  du  temps,  l'autre  variable  sui- 
vant des  périodes  annuelles  ou  journalières.  Pour  la  première  partie 
on  peut  toujours  admettre  une  série  de  la  forme 

I  -t-  mt,      /.ri  . 

où  s  est  la  hauteur  au-dessus  de  la  Terre  de  la  couche  que  l'on  consi- 
dère, comptée  sur  le  rayon  de  la  même  couche,  t  et  t^  les  tempé- 
ratures de  l'air  à  la  hauteur  s  et  près  de  la  Terre,  et  m  le  coefficient 
de  dilatation  de  l'air.  Pour  déterminer  les  constantes  (3,  y, . . .,  l'au- 
teur examine  plusieurs  séries  d'observations  météorologiques  faites 
sur  les  Alpes  ou  pendant  des  voyages  aériens.  En  se  bornant  aux 
trois  premiers  termes  du  développement,  il  trouve  pour  /3  des  va- 

{')  Astronome  à  l'Observatoire  de  Poulkova,  à  présent  Directeur  de  l'Observatoire 
astronomique  de  Stockholm. 

Lull.  dts  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  III.  (Avril  1872.)  7 
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leiirs  assez  concordantes,  dont  la  moyenne  est 
(3=126. 

Quant  à  y,  les  valeurs  obtenues  par  différentes  observations  varient 
entre  i58o  et  4o4oj  sans  s'écarter  de  ces  limites,  on  pourra  donc 
poser 

y  =  ^3' =  3969, 

ce  qui  conduit  à  la  formule  simple 

On  peut  considérer  celle-ci  comme  cas  particulier  de  la  formule  plus 
générale 

■H'-»'- 

et  elle  tient  à  peu  près  le  milieu  entre  les  formules  qui  s'en  dé- 
duisent en  faisant  n  =  i  et  «  =  co  ,  et  dont  la  première  correspond 
à  la  supposition  souvent  admise  d'une  diminution  uniforme  de  la 
température.  La  valeur  «  =  2  adoptée  ci-dessus  correspond,  au 
contraire,  à  une  diminution  décroissante,  qui  est,  en  effet,  plus 
conforme  aux  observations. 

Pour  tenir  compte  des  variations  annuelles  de  la  loi  tlicrmique, 
l'auteur  substitue  ensuite,  au  lieu  de  |3,  un  coefficient  périodique  de 
la  forme  j3^i  -i-i),  où  i  est  une  quantité  variable  avec  les  saisons. 
Les  valeurs  de  i  pour  cbaque  mois  sont  déduites  des  observations 
faites  en  Suisse  sous  la  direction  de  M.  Plantamoui',  pendant  les 
années  i856-i86i.  Le  minimum,  £  =  — ^o,i55,  a  lieu  vers  le 
!"■  janvier,  le  maximum,  i=  -r-o,i55,  vers  le  i^'juin. 

La  loi  de  la  température  est  encore  affectée  d'iuie  inégalité  jour- 
nalière, qui  a  cela  de  remarquable,  qu'elle  peut  être  très-scnsLble 
près  de  la  Terre,  mais  qu'elle  s'éteint  rapidement  lorsque  s  aug- 
mente. C'est  pourquoi  il  convient  de  la  représenter  par  un  ou  plu- 
sieiu"s  termes  de  la  forme 

où  £  varie  avec  l'beure  du  jour,  ou  plutôt  avec  la  différence  t^  —  T» 
entre  la  température  vraie  et  moyenne  (du  jour)  observée  à  la  sur- 
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face  de  la  Terre.  En  se  bornant  à  un  seul  terme  de  cette  espèce  et 
faisant  £  =  /n(fo  —  T»),  l'auteur  fait  quelques  tentatives  pour  dé- 
terminer l'exposant  x.  Les  résultats,  très-divergents  entre  eux,  ne 
prouvent  qu'une  cliose,  c'est  que  x  est  un  nombre  considéiable, 
mais  difficile  à  fixer  dans  l'état  actuel  de  la  Météorologie.  La  déter- 
mination qui  mérite  le  plus  de  confiance  est  celle  qui  résulte  des  ob- 
servations aéronautiques  de  M.  Glaisher,  et  qui  donne,  en  moyenne, 

y.  =z  i35oo. 

En  général,  les  voyages  aériens  offrent  le  meilleur  moyen  d'étu- 
dier la  loi  suivant  laquelle  la  température  de  l'air  dépend  de  la  hau- 
teur, pourvu  qu'on  puisse  toujours  déterminer  exactement  la  posi- 
tion du  ballon.  A  cet  effet,  l'auteur  propose  des  mesures  trigono- 
métriques  prises  simultanément  de  plusieurs  endroits.  La  hauteur 
du  ballon  étant  ainsi  connue,  indépendamment  des  observations  ba- 
rométriques, on  pourrait  mettre  celles-ci  à  profit  pour  étudier  direc- 
tement la  pression  de  l'air,  et  l'on  gagnerait  ainsi  un  élément  nou- 
veau et  important  pour  la  recherche  de  la  constitution  de  l'atmo- 
sphère. 

Après  avoir  ainsi  établi  la  loi  générale  de  la  diminution  de  la 
température,  l'auteur  procède  à  l'évaluation  de  la  réfraction  astro- 
nomique. Nous  ne  le  suivrons  point  dans  les  détails  de  ce  calcul, 
qui  est  nécessairement  un  peu  laborieux  ;  nous  dirons  seulement 
que  la  solution  du  problème  dépend  essentiellement  d'une  intégrale 
de  la  forme 


Q.{l,r,)=  I'     [i-'r-yfe-^rdr. 


à  l'étude  de  laquelle  un  chapitre  particulier  est  consacré.  Parmi  les 
méthodes  proposées  pour  l'évaluation  d'une  telle  intégrale,  la  plus 
commode  est  celle  qui  repose  sur  l'emploi  de  certaines  expressions 
étudiées  par  Kramp,  et  connues  sous  le  nom  de  facultés.  La  forme 
sous  laquelle  la  réfraction,  ou  plutôt  son  logarithme,  est  présenté 
définitivement,  est  modelée  sur  celle  de  Bessel;  setdement  elle  con- 
tient un  terme  nouveau  en  i  correspondant  aux  variations  annuelles 
de  la  température.  Les  variations  journalières  sont  négligées  par  la 
raison  que  leur  influence  sur  la  réfraction  astronomique  n'est  guère 
perceptible,  excepté  peut-être  dans  le  voisinage  de  l'horizon.  A  la 
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fin  l'auteur  donne  une  Taljle  de  réfraction  basée  sur  sa  nouvelle 

théorie. 

Dans  le  second  Mémoire,  M.  Gyldén  reprend,  sous  un  point  de  vue 
plus  général,  la  recherche  analytique  de  la  densité  de  l'air  et  de  la 
réfraction  dans  leur  rapport  avec  la  distribution  inégale  de  la  tem- 
pérature dans  Tatmosplière  en  sens  vertical.  Cette  fois  il  conserve, 
pour  exprimer  la  loi  normale  de  la  température,  la  formule  générale 

=  I  —  S,  s  4-  Sj  i'  ~  .  .  .  , 

I  -h  mta 

tandis  que  les  inégalités  périodiques  sont  représentées  par  des 
termes  de  la  forme 

où  y.  est  une  constante  ço,  iiun  nombre  entier  positif  qui  peut  être 
nul,  et  Y,  une  fonction  du  temps.  Cela  posé,  il  s'agit  de  résoudre  le 
problème  suivant  :  Etant  donnée  une  inégalité  tlienniqiie  de  la 
forme  ci-dessus,  trouver  son  injluence  sur  la  densité  de  l'air  ainsi 
que  sur  la  réfraction.  En  négligeant  d'abord  la  tension  de  la  vapeur 
d'eau  contenue  dans  l'air,  le  rapport  des  densités  p,  poi  à  une  hau- 
teur quelconque  5  et  à  la  surface  de  la  Terre,  s'exprime  par  l'équa- 
tion 

p. 

,  I  i  -i-  nif 

ou  a  est  le  rayon  terrestre,  l  une  constante  et  y  ^= 

•^  ''        I  -t-  nitc 

Partant  de  cette  formule,  l'auteur  détermine  les  corrections 
qu'elle  doit  subir,  soit  par  suite  des  termes  périodiques  ajoutés  à 
l'expression  moyenne  de  ;(,  soit  pour  l'humidité  de  l'air.  (L'auteur 
paraît  admettre  que  l'effet  de  l'humidité  consiste  uniquement  à  mo- 
difier le  rapport  entre  la  densité  et  la  pression  de  l'air,  mais  que  la 
présence  des  vapeurs  d'eau  dans  l'atmosphère  n'a  pas  d'autre  in- 
fluence sur  le  pouvoir  réfringent  de  l'air  atmosphérique.)  En  effec- 
tuant toutes  les  réductions,  il  trouve  que  le  rapport  —  peut  s'expri- 
mer par  une  suite  de  termes  compris  dans  la  forme  générale 
ts"e~".  Cette  suite  étant  substituée  dans  l'équation  diUérentielie  de 
la  réfraction,  la  solution  de  celle-ci  s'obtient  au  moyen  d'un  déve- 
loppement en  série  double,  dont  les  coefficients  successifs  renferment 
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les  dilliTcntcs  valeurs  d'une  fonction 

f  r'    .d''\x{\  —  x)''] 

■ r    1     X'  — t J  e-^''ax, 

1.1...  .k  J^  dx'' 

que  l'auteur  a  désignée  par  v  et  dont  il  examine  les  propriétés  essen- 
tielles. Les  valeurs  numériques  de  cette  fonction  pour  différentes 
valeurs  de  i  et  de  A"  sont  calculées  dans  trois  liypollièses  différentes 
sur  la  quantité  n.  Du  reste,  il  serait  entièrement  superflu  de  con- 
struire dès  à  présent  une  nouvelle  Table  de  réfraction  sur  la  théorie 
ainsi  généralisée,  parce  que  l'iiypotlièse  particulière  sur  lacjuelle 
était  fondée  la  première  ïaLle  de  l'auteur  ne  saurait  guère  être 
remplacée,  jJour  le  moment,  par  une  autre  hypothèse  plus  accep- 
table. 

La  dernière  partie  du  travail  est  consacrée  à  une  recherche  ap- 
profondie de  la  réfraction  terrestre.  La  formule  de  Lindhagen  est 
établie  de  nouveau,  mais  seulement  comme  expression  d'une  loi 
moyenne  qui  a  besoin  d'être  corrigée  pour  des  inégalités  périodiques 
ou  accidentelles.  Le  moyen  d'en  tenir  comj)tc  est  indiqué  en  termes 
généraux. 

Tabulœ  refractioniiin  in  usiiin  speculœ  Pulcovensis  congestœ. 
Pctropoli,  1870,  39  p.  in-4°. 

C'est  une  Table  très-étendue,  calculée  sous  la  direction  de  ]\L  O. 
Struve  d'après  les  formules  calculées  par  AL  Gyldén  sur  la  constitu- 
tion de  l'atmosphère.  Seulement  les  valeurs  des  constantes  ont  reçu 
de  petites  corrections  déduites  des  observations  de  MM.  Peters  et 
Fuss.  A  la  formule  de  Bessel 

log.  réfr.  =  a  -f-  log.tangs  -f-  A(  B  -+-  T)  +  ly, 

on  a  ajouté  un  terme  périodicpie  —  hi.  Les  valeurs  de  fx  -i-  log  tang z 
sont  calculées  de  minute  en  minute;  celles  de  i  sont  données  pour 
chaque  mois. 

Gyldén  (D''Hugo).  —  Ueber  eine  Méthode,  die  Stbrungen  eines 
CometenvermittelstraschcoJU'ergirenderAusdi-ûckcdarzustellen. 
—  (^Bulletin  de  l'académie  impériale  des  Sciences  de  Saint-Pé- 
tersbourg, 1869,  p.  195-231,  in-4''.) 

Pour  faciliter  le  calcul  des  perturbations  qu'éprouvent  les  co- 
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mètes,  M.  Hansen  a  imaginé,  on  le  sait,  un  nouveau  principe,  qu'il 
appelle  principe  de  partition,  et  qui  revient  à  considérer  les  coor- 
données d'une  comète  dans  différentes  parties  de  son  orbite  comme 
fonctions  de  différentes  variables.  La  variable  ainsi  choisie  pour  un 
intervalle  plus  ou  moins  restreint  est  appelée  anomalie  partielle. 
La  distance  A  entre  la  comète  et  la  planète  perturbatrice  devient  alors 
fonction  de  cette  anomalie  w,  et  d'une  quantité  c',  qui  est  constante 
dans  un  même  intervalle,  mais  qui  varie  d'un  intervalle  à  l'autre. 
Cette  quantité  n'est  autre  chose  que  l'anomalie  moyenne  de  la  pla- 
nète perturbatrice  à  l'époque  correspondante  au  commencement  de 
l'intervalle  que  l'on  considère.  Eu  développant  une  puissance  néga- 
tive quelconque  de  A  en  série  trigonométrique,  suivant  les  sinus  et 
cosinus  des  multiples  de  l'arc  o),  les  coefficients  forment  d'autres  sé- 
ries procédant  suivant  les  multiples  de  l'arc  c',  et  l'on  peut  toujours, 
en  choisissaut  convenablement  le  nombre  et  la  position  des  points 
de  partition,  augmenter  à  volonté  la  convergence  d'un  pareil  déve- 
loppement. Or,  ]\L  Gyldén  a  trouvé  un  autre  moyen  qui  rend  sou- 
vent superflu  l'emploi  d'une  partition  répétée  :  c'est  de  regarder 
l'anomalie  moyenne  de  la  planète  comme  l'amplitude  elliptique  d'une 
nouvelle  variable  ^.  Par  des  transformations  convenables,  la  ques- 
tion principale  est  concentrée  sur  le  développement  des  puissances 
négatives  d'un  binôme  de  la  forme  i  -\-f<:os[c' A-  F),  oùyet  F  sont 
des  quantités  indépendantes  du  temps.  En  substituant  les  valeurs 


il  vient 


(c'^  F)  =  am  ^  JX,     (mod. /i 


i-i-/cos(6-'-^F)  =  (i+/)  (Aam?^-  {-/^ 


où  K  signifie  l'intégrale  complète  de  première  espèce.  Il  s'agit  dès 
lors  de  développer  une  expression  de  la  forme 

Aam  — -  ~x 

en  série  trigonométrique  suivant  les  multiples  de  l'arc  j(.  IM.  Gyldén 
indique  le  moyeu  d'effectuer  ce  développement,  et  il  fait  voir  que 
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la  série  ainsi  obtenue  est  en  général  bien  plus  convergente  que  celle 
qui  procède  suivant  les  multiples  de  rargument  primitif  c'.  Pour 
éclaircir  par  un  exemple  l'application  de  la  méthode,  il  elTcclue  une 
partie  du  calcul  relatif  aux  perturbations  que  la  comète  d'Eucke 
éprouve  de  la  part  de  Jupiter. 

Nous  croyons  que  ce  travail  renferme  le  germe  d'un  véritable 
progrès  de  la  théorie  des  perturbations,  et  qu'il  mérite  par  cela  l'at- 
Icntion  des  astronomes. 

Gyldén  (D''  îlugo.) .  —  Slitdien  ans  dem  Gehiete  der  Storungs- 
theorie.  I.  Eiitwichlung  einiger  Ferbinduiigen  elliptischer  Func- 
tionen.  —  Saint-Pétersbourg,  1871,  i3i  p.  in-4''.  [3Iémoires  de 
l'académie  impériale  des  Sciences,  t.  XVI,  n"  10.) 

Dans  ce  Mémoire,  l'auteur  aborde  les  questions  analytiques  aux- 
quelles donne  lieu  l'introduction  des  fonctions  elliptiques  dans  la 
théorie  des  perturbations.  Il  y  traite  d'abord  du  développement  des 

.  .  ,       .  2K  2K 

j)uissanccs    entières    et    positives    de  smam  —  x,    cos  am  ■ — -x, 

5,K  ,  .        . 

A  ain  - —  .r  en  séries  trigonométriques  suivant  les  multiples  del'arcx, 

et  il  donne  des  règles  pour  former  les  coefficients  d'une  telle  série, 
soit  par  des  équations  récurrentes,  soit  par  des  intégrales  définies. 
Il  passe  ensuite  au  développement  de  certains  produits  des  fonctions 
elliptiques  simples.  Enfin  il  étudie  les  propriétés  et  les  développe- 
ments des  fonctions  sinnamu  et  cos«am«.  C'est  un  travail  consi- 
dérable qui  a  certainement  exigé  beaucoup  d'habileté  et  de  persévé- 
rance. 

Gyldén  (D''  Hugo).  —  Recherches  sur  la  rotation  de  la  Terre. 
Upsal,  1871,  21  p.  in-4*'.  [Mémoires  de  la  Société  rojale  des 
Sciences  d' Upsal. 

L'auteur  étudie,  sous  le  point  de  vue  analytique,  l'efTct  que  les 
changements  des  moments  principaux  d'inertie  résultant  d'une  ré- 
partition modifiée  des  masses  intérieures  pourraient  avoir  sur  la  ro- 
tation de  la  Terre  et  sur  la  direction  de  son  axe,  dans  le  cas  où  ces 
changements  sont  très-petits. 

L.    LiNDELÔF. 
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ATTI  Dell'  Accademia  Poktificia  de'  Nuovi  Lincei,  compilati  dal 
Segrctario.  Roma,  tipograiîa  délie  Sciciize  matcmatiche  e  fisi- 
clie  ('). 

T.  XXIV;  1871. 

Secchi  (A.).  —  Progrès  des  connaissances  solaires  obtenus  à 
l'occasion  de  i éclipse  de  Soleil  du  22  décembre  1870.  (i5  p.) 

Secchi  (A.).  — ■  Sur  une  nouvelle  rnélliode spectroscopi//ue.  (3  p.) 

Secchi  (A.).  — -  Recherches  solaires.  (7  p.) 

ToRXOLiNi  (B.) .  —  Sur  la  théorie  de  certaines  courbes  podaires. 
(20  p.) 

L'auteur  s'occupe  dans  ce  Mémoire  de  deux  sortes  de  courbes  dé- 
/•iwées  d'une  courbe  donnée.  L'une  de  ces  courbes,  lieu  des  projec- 
tions d'un  point  fixe  sur  lus  tangentes  à  la  courbe  donnée,  est  la 
podaire,  ou,  suivant  la  dénouiination  proposée  par  W.  Roberts,  la 
dérivée  positive  de  la  courbe  donnée.  L'autre,  enveloppe  des  per- 
pendiculaires aux  extrémités  des  rayons  vecteurs  menés  d'un  point 
fixe,  est  la  dérivée  négative.  L'auteur  étudie  particvilièrement  les 
courbes  des  deux  espèces,  dérivées  de  l'ellipse. 

Azzarelu  (^L).  — ■  Résolution  des  équaiions  du  3'  et  du  4'  de- 

j    ;         7     •      ■       /•    -   •              mr-hn     ,„      . 
gre  au  inojen  de  ta  substitution  Linéaire  x=  ~- •  (o  p.) 

Cette  substitution,  cjui  fait  la  base  de  la  méthode  inventée  par 
Tartaglia  pour  la  résolution  des  équations  du  3"  degré,  s'étend  aussi, 
comme  l'a  fait  voir  M.  Tortolini  [Annali  délie  Scienze  matema- 
ticlie,  i835),  aux  équations  du  4^  degré.  L'objet  de  cette  Note  est 
de  montrer  que  la  résolution  des  équations  tant  du  3"  cjue  du  4' 
degré  est  possible  par  l'emploi  d'une  même  substitution. 

Secchi  (A.).  —  Sur  les  protubérances  solaires  et  les  facules. 
(lap.) 

Avec  une  planche  coloriée. 

AzzARELLi  (M.).  —  Traité  élémentaire  des  fonctions  hjperbu- 
liques.  (26  p.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  11.  p.  19. 
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Secchi  (A.).  —  Sur  la  couronne  solaire  visible  dans  V éclipse. 
(12  p.) 

ToRTOLiNi  (B.).  —  Recherches  analytiques  sur   l'intersection 
d'un  ellipsoïde  avec  un  cylindre  elliptique.  (9  p.) 
Etude  de  la  courbe  par  les  deux  équations 

X^        >'        1CZ  —  z'        x'        t' 
a'       0'  c'  A'       li' 

L'aire  déterminée  par  ci^tte  courlje  sur  l'ellipsoïde  s'évalue  au 
moyen  des  intégrales  elliptiques. 

Regnaki  (Fr.).  — Dcnionslration  rationnelle  de  l'isochronisnie 
du  pendule.  (3  p.) 

Secchi  (A.).  —  Sur  la  distribution  des  protubérances  sur  le 
disque  solaire.  (2"  article.)  (21  p.) 

Dans  ce  Mémoire  et  dans  le  précédent,  l'auteur  établit,  par  des 
observations  faites  pendant  trois  rotations  consécutives  du  Soleil, 
que  dans  la  distribution  des  protuliérances  il  existe  un  second 
maximum,  à  la  distance  de  20  ou  3o  degrés  des  pôles.  Le  Mémoire 
est  accompagné  de  tableaux  donnant  les  positions,  les  liau.teurs  et 
les  largeurs  des  protubérances. 

Secchi  (A.).  —  Rapport  de  la  Commission  pour  la  mesure  du 
méridien  central  européen  dans  les  Etats  Pontificaux.  (27  p.) 

AzzARELLi  (]^L).  —  Sur  le  mouvement  des Jluides.  (g  p.) 
Lorsque,  dans  les  écjuations  connues  du  mouvement  d'un  fluide 
incompressible  ('),  on  suppose  cjue  X<ix-(-  Y  dj-r-TLdz  est  une  dif- 
férentielle exacte,  l'auteur  montre  cjue  udz-h  vdy-'r  wdz  est  aussi 
une  différentielle  exacte.  11  traite  ensuite  le  cas  du  mouvement  d'un 
fluide  jiar  couches  parallèles  à  la  direction  du  mouvement,  et  en 
particulier  le  cas  où  le  fluide  est  compris  entre  deux  parois  planes 
convergentes. 

PnovENZALi  (F. -S).  — •  Recherches  sur  les  machines  électriques 
à  influence.  (3  p.) 


(')  Voir  Duhamel,  Cours  île  Mécanique,  t.  Il,  p.  2S4. 
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AsTOLFi  (O.).  —  Recherches  acoustico-tnusicales  sur  le  sono- 
mètre tempéré.  (6  p.) 

Secchi  (A.).  —  Sur  la  distrihution  des  protubérances  autour  du 
disque  solaire.  (3°  article.)  (29  p.,  i  pi.) 

L'auteur  expose  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu  relativement 
à  la  circulation  de  l'atmosphère  solaire  et  à  la  classification  des 
protubérances.  11  propose  l'hypothèse  d'un  mouvement  de  l'atmo- 
sphère solaire,  dirigé  de  l'équateur  au  pôle  dans  les  régions  supé- 
rieures, et  du  pôle  à  l'équateur  dans  les  régions  inférieures  inac- 
cessibles aux  observations.  Cette  hypothèse  résulte  du  fait  que  les 
régions  équatoriales  sont  plus  chaudes  que  les  régions  polaires.  Les 
protubérances  se  divisent  en  quatre  classes,  que  l'auteur  désigne  par 
les  noms  à' amas,  de  gerbes  [getti),  de  panaches  et  de  nuées. 

AzzARELLi  (M.).  —  Sur  le  théorème  de  Fagnano  pour  chacune 
des  sections  coniques.  (28  p.) 

On  peut  déterminer  pour  i'hypcrlxile,  comme  Fagnano  l'a  fait 
pour  l'ellipse,  deux  arcs  dont  la  dilîérence  est  rectiliable.  Si  AM, 
AMi  sont  deux  arcs  comptés  à  partir  du  sommet  de  l'hyperbole,  les 
coordonnées  du  point  M  étant  x:=  «sécy,  j=  S  tangcf,  et  celles  du 
point  M],  x,  =  asécÔ.,  j  =  ètangS,  et  si  les  arcs  y  et  9  sont  liés 
par  la  relation 

{a^m'O-',-  /r)(«'m'ç+  b-)=--b'c', 

où  c''=a'-hb^^  il  existera,  entre  M  et  Mj,  un  point  Mj,  correspon- 

1        <    •   «  b  ,  ,, 

uant  a  sin"y  ^  y  —  >  et  tel  que  1  on  aura 


M.M,  -  M.M.-:  '^^^:il^^-±^'-ib-^.c). 
siii9CosC|i 

Pour  la  parabole,  on  peut  délei-miner  algébriquement  les  rela- 
tions entre  les  coordonnées  de  trois  points  M,  Mi,  Mj,  tels  qu'en 
désignant  par  T,  Ti ,  Tj  les  points  de  rencontre  des  tangentes  cor- 
respondantes avec  la  tangente  au  sommet  on  ait 

M,M-  MM,  -^  M,T,  -h  M,T.  -  nMT. 
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COMPTES  REiNDUS  hebdomadaires   des  séances  de  l'Académie 
DES  Sciences. 

T.  LXXIII. 

N°  23.  Séance  du  18  décembre  1871. 

Chasles.  —  Théorèmes  relatifs  aux  axes  harmonii/ues  des 
courbes  géométriques. 

Nous  résumerons  ici  les  communications  faites  par  M.  Chasles 
depuis  la  séance  du  27  novembre  1871. 

Les  théorèmes,  en  très-grand  nombre,  dont  M.  Chasles  donne 
les  énoncés,  se  démontrent  tous  par  le  principe  de  correspon- 
dance; ils  se  trouvent  classés  par  chapitres  et  paragraphes.  Dans 
tous  ces  théorèmes,  entre  une  courbe  unicursale  U„/,  (courbe  dont 
les  points  se  déterminent  individuellement),  sur  laf[uelle  on  consi- 
dère deux  séries  de  points  a  et  a'  qui  se  correspondent  anharmoni- 
(juemcnt. 

Chapitre  I.  —  On  a  deux  séries  de  points,  a,  a',  qui  se  corres- 
pondent sur  U;„f,  et  l'on  considère  les  axes  harmoniques  de  ces 
points  relatifs  à  une  courbe  U„,  ainsi  que  les  pôles  des  tangentes 
ou  des  normales  de  TJ„,  prises  pour  axes  harmoniques  de  U„. 

§  I.  Théorèmes  relatifs  aux  seuls  points  ou  tangentes  et  nor- 
males de  U,„/. 

§  2 .  Où  l'on  considère  la  courbe  enveloppe  des  axes  harmoniques 
des  points  de  U,„/. 

§  3.  Théorèmes  où  interviennent  des  éléments  de  la  courbe  U,„. 

§  4-  Axes  harmoniques  des  points  de  U„,  en  relation  avec  d'au- 
tres éléments  de  cette  courbe,  points,  tangentes,  normales  ou 
cordes  a  a,. 

§  5.  On  considère  les  pôles  des  tangentes,  normales  ou  cordes 
aai  de  U„/,  regardées  comme  axes  harmoniques. 

Chapitre  II.  —  On  considère  des  axes  harmoniques  ayant 
leurs  pôles  sur  les  tangentes ,    les  normales  ou  les  cordes  a  a! 

Chapitre  III.  — •  On  considère  les  axes  harmoniques  de  \]„, 
auxquels  donnent  lieu  les  points  ou  autres  éléments  de  U„/,  tan- 


io8  BULLETIN  DES  SCIENXES 

geiites  ou  coj'des  aa,,    en   relation  avec   une  couj'he    quelconque 

u„„. 

Chapitre  IV.  —  On  considère  une  courbe  unicursalc  TJ,,,»,  et 
une  courbe  quelconque  \]„ii  dont  les  éléments  donnent  lieu  à  des 
axes  harmoniques  relatifs  à  U,„. 

Chapitre  V.  —  On  considère  les  axes  harmoniques  de  deux 
courbes  U„„  U„/,  auxquels  donnent  lieu  les  éléments,  points,  tan- 
gentes, noi'tnales,  cordes  aa,  d'une  courbe  U„,'  ujiicursale. 

Chapitre  VI.  —  On  considère  une  courbe  unicuisale  U,„,  don- 
nant lieu  à  des  axes  harmoniques,  et  deux  courbes  quelconques 

u,„.,  u,„.,. 

Les  diverses  propriétés,  classées  sous  ces  chapitres  et  communi- 
quées dans  les  séances  des  zy  novembre,  4  décembre  et  1 8  décembre, 
donnent  lieu  à  240  énoncés  environ. 

Resal.  —  Des  conditions  de  résistance  d' un  volant. 

Hatox  de  la  Goupillière.  —  Sur  la  transformation  du  potentiel 
par  rajons  vecteurs  réciproques. 

M.  Haton  énonce  le  théorème  général  suivant  :  «  Si  l'on  divise 
parla  puissance  (/z -i-  i)  du  rayon  vecteur  le  potentiel  relatif  à  une 
loi  d'attraction  suivant  la  puissance  n  de  la  distance,  le  résultat 
transformé  par  rayons  vecteurs  réciproques  est  le  potentiel  pour  la 
même  loi  d'un  système  matériel  dérivé  du  précédent  en  transpor- 
tant les  centres  suivant  la  règle  des  rayons  réciproques,  et  modifiant, 
en  outre,  les  niasses  elles-mêmes  dans  le  rapport  de  l'unité  à  la 
(«  -f-  I  )"'°"  puissance  de  leurs  anciennes  distances  au  pôle.   » 

Halphex.  —  Sur  les  droites  qui  satisfont  à  des  conditions 
données. 

Le  théorème  principal  démontré  par  M.  Halphen  peut  s'énoncer 
en  ces  termes  :  a  Le  nombre  des  génératrices  rectilignes  d'une  sur- 
face réglée  qui  satisfont  à  une  seule  condition  est  égal  au  produit 
du  degré  de  la  surface  par  le  degré  de  la  condition.   » 

On  entend  par  degré  de  la  condition  le  nombre  fini  des  droites, 
satisfaisant  à  cette  condition,  qui  passent  par  un  point  donné  et 
sont  situées  dans  un  plan  contenant  ce  point. 
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N°  26.  Séance  du  26  décembre  1871. 

BnioscHi.  —  Note  sur  l'ci/untiuii  du  cinquihne  degré. 

FoNviELLE  (de).  —  Explication,  à  l'aide  de  la  théorie  des 
franges,  de  l' apparition  d'auréoles  lumineuses  obsen'ées  dans  les 
ascensions  aérostatiques. 

T.  LXXIV,  1872.  (Janvier-Juin.) 

N°  !.  Séance  du  2  jauïier  1872. 

Delaunay. —  Note  sur  les  mouvements  du  périgée  et  du  nœud 
de  la  Lune. 

Le  mouvement  direct  du  périgée  de  la  Lune  et  le  mouvement  ré- 
trograde du  nœud  ascendant  sont  dus  à  l'action  du  Soleil  ;  le  pre- 
mier calcul  qui  avait  été  fait  de  ces  deux  mouvements  avait  donné 
des  vitesses  égales  pour  ces  deux  mouvements,  tandis  que  l'obser- 
vation assigne  au  premier  une  vitesse  au  moins  double  de  celle  du 
second. 

IMais  on  fit  disparaître  cette  contradiction  en  poussant  l'approxi- 
mation plus  loin.  Comme  il  y  a  un  grand  intérêt  à  voir  comment  les 
valeurs  théoriques  des  moyens  mouvements  du  périgée  cl  du  nœud 
de  la  Lune  concordent  de  plus  en  plus  avec  celles  que  fournissent 
les  observations,  à  mesure  qu'on  pousse  plus  loin  l'approximation 
du  calcul,  M.  Delaunay  a  entrepris  de  pousser  l'ajiproximation 
jusqu'aux  termes  les  plus  importants  du  9"  ordre.  Réduisant  ses 
formules  en  nombres,  il  trouve 

Pour  le  mouvement  diurne  du  nœud.. . .     —  190",  7454 
Pour  le  mouvement  diurne  du  périgée. .     h- 4°° ">  94^5. 

Ces  résultats  dillèrent  à  peine  des  nombres 

—  190", 633,     -i-4oi",o58 

que  fournissent,  pour  ces  deux  moyens  mouvements,  les  nombreuses 
observations  de  la  Lune  discutées  par  M.  Airy. 

Chasles.  —  Tliéorhnes  relatifs  aux  axes  harmoniques  des 
courbes  géométriques. 
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Ce  dernier  Chapitre  termine  la  série  des  propositions  énoncées 
dans  les  numéros  précédents  et  dont  il  a  été  déjà  parlé. 

Secchi  (le  P.).  —  Deuxième  Note  sur  la  température  solaire. 

Vicaire  (E.).  —  Sur  la  température  et  la  surface  solaire. 

Le  P.  Secchi,  dans  ses  dernières  Communications,  évalue  cette 
température  à  looooooo  de  degrés  au  moins-,  M.  Spôrer  l'avait 
portée  à  27000,  et  Pouillet  avait  déjà  trouvé  des  valeurs  comprises 
entre  i46i  et  1761  degrés.  M.  Vicaire  énonce  la  conclusion  sui- 
vante :  «  La  température  solaire  est  entièrement  comparable  à  celle 
de  nos  flammes.  »  Et  il  pense  qu'on  ne  s'avancerait  pas  beaucoup 
en  affirmant  qu'elle  est  inférieure  à  3ooo  degrés.  MM.  Faye, 
H.  Sainte-Claire  Deville,  Edmond  Becquerel,  Fizeau  émettent  des 
opinions  tout  à  fait  conformes  aux  conclusions  précédentes. 

DiDioN  (le  général).  —  Expj-essioJi  du  rapport  de  la  circonfé- 
rence au  diamètre  et  nouvelle  fonction. 

Les  formules  retrouvées  par  le  général  Didion  ne  sont  pas  nou- 
velles, comme  le  fait  observer  M.  Catalan,  dans  une  Lettre  com- 
muniquée dans  la  séance  du  1 5  janvier  18725  elles  ont  été  données 
par  Euler. 

Halphen.  —  Sur  les  droites  qui  satisfont  à  des  conditions 
données. 

M.  Halphen  démontre  la  proposition  suivante  ; 

«  Le  nombre  de  droites  qui  satisfont  à  deux  conditions  doubles, 
est  égal  au  produit  des  ordres  de  ces  conditions,  augmenté  du  pro- 
duit de  leurs  classes.  » 

Uordre  d'une  condition  double  est,  suivant  M.  Halplien,  le 
nombre  fini  de  droites  satisfaisant  à  la  condition  double,  situées 
dans  un  plan  donné,  et  la  classe  d'une  condition  est  le  nombre  de 
ces  droites  passant  par  un  point  donné. 

FoNviELLE  (W.  de).  —  ExpUcatioJi  de  V apparition  d'anneaux 
n  offrant  point  la  décomposition  chromatique,  pendant  les  ascen- 
sions aérostatiques. 

N»  2.  Séance  du  8  janvier  1872. 

Rolland  (E.).  — ■  Sur  les  effets  des  vai-iations  du  travail  trans- 
mis par  les  machines  et  sur  les  mojens  de  les  régulariser. 
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Martin  de  Brettes.  —  Sur  le  moiu'ement  des  projectiles  oblongs 
dans  les  milieux  j'ésistants;  explication  des  blessures  produites 
sur  les  corps  animés  par  les  balles  oblongues  des  fusils  rayés. 

Jakssen.  —  Lettre  à  M.  le  Secrétaire  perpétuel. 

M.  Janssen,  chargé  par  T Académie  de  l'observation  de  l'éclipsé 
centrale  de  Soleil  du  la  décembre  1871,  adresse  plusieurs  Lettres 
à  M.  le  Secrétaire  perpétuel;  une  d'elles,  datée  de  Sholoor-Neel- 
glierry,  12  décembre  1871,  10  heures  du  matin,  se  termine  ainsi  : 

«  Le  résultat  de  mes  observations  à  Sholoor  indique,  sans  aucun 
doute,  l'origine  solaire  de  la  Couronne  et  l'existence  de  matières  au 
delà  de  la  chromosphère.   » 

N°  3.  Séance  da  15  janvier  1872. 

Delaunay. —  Variations  séculaires  des  moyens  mouvem.ents  du 
périgée  et  du  nœud  de  la  Lune. 

M.  Delaunay  donne  pour  les  coefficients  de  f',  dans  les  expres- 
sions des  longitudes  moyennes  du  périgée  et  du  nœud  de  la  Lune, 
les  valeurs  respectives 

—  39",  986,     -h  6",  778. 

Faye.  —  Note  relative  aux  travaux  de  M.  Heis,  sur  les  étoiles 
filantes. 

Becquerel  (E.).  —  Rapport  sur  différents  Mémoires  de  M.  W. 
de  Fonvielle  concernant  des  projets  d'observations  à  effectuer 
dans  des  ascensions  aérostatiques . 

Resal  (H.).  —  Equations  du  mouvement  vibratoire  d'une  lame 
circulaire. 

Janssen.  —  Lettre  de  M.  Janssen  sur  les  conséquences  princi- 
pales qu'il  peut,  dès  aujourd'hui,  tirer  de  ses  observations  sur 
l'éclipsé  de  décembre  dernier. 

Cette  Lettre  est  datée  de  Sholoor,  19  décembre  1871. 

Levy  (M.).  —  Sur  une  propriété  des  focales  des  surfaces. 

M.  Maurice  Levy  se  propose  de  démontrer  la  propriété  générale 
suivante  : 

Une  surface  quelconque  et  sa  focale  se  coupent  à  angle  droit 
en  tous  leurs  points  d' intersection . 
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La  focale  d'une  surface  est  la  ligne  double  de  la  développable 
circonscrite  à  la  surface  et  au  cercle  imaginaire  de  l'infini;  elle  est 
aussi  le  lieu  des  centres  des  sphères  de  rayon  nid,  doublement  tan- 
gentes cà  la  surface  proposée. 

Catalan  (E.).  —  Sur  une  Communication  re'cente  de  31.  le  gé- 
néral DiDioN,  concernant  une  expression  du  rapport  de  la  circon- 
férence au  diamètre. 

GuYOT.  —  Sur  un  bolide  observé  à  Najicj,  le  20  décembre 
1871. 

N°  4.  Séance  du  22  janvier  1872. 

Faye.  —  Sur  la  comité  d' Encke  et  les  phénomènes  quelle 
vient  de  présenter  à  sa  dernière  apparition. 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  les  protubérntices  solaires.  [6°  Lettre.) 

Dubois  (E.).  — Sur  le  gjroscope  marin. 

BoTJssiNESQ  (J.).  —  Lois  géométriques  de  la  distribution  des 
pressions,  dans  un  solide  homogène  et  ductile  soumis  à  des  dé- 
formations planes. 

M.  de  Saint- Venant  avait  donné  les  équations  différentielles  de 
ce  problème  dans  une  Note  insérée  aux  Comptes  rendus,  7  mars 
1870;  M.  Lcvy  est  parvenu  à  en  obtenir  des  intégrales  [Comptes 
rendus,  6  novembre  1871)  ;  dans  la  Note  actuelle,  M.  Boussinesq  eu 
donne  une  solution  géométrique.  Voici  un  des  ^irincipaux  résultats 
qu'il  y  signale  :  «  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
deux  systèmes  de  cylindres  orthogonaux  puissent  être  isostatiques 
dans  un  corps  ductile  soumis  h  des  déformations  planes  est  que  ces 
cylindres,  convenablement  espacés,  découpent  un  plan  normal  h 
leurs  génératrices  en  rectangles  élémentaires  tous  équivalents.   » 

Lamé  a  désigné  par  le  nom  d' isostatiques  les  surfaces  auxquelles 
ne  sont  appliquées  que  des  actions  normales. 

Henry  (Prosper)  |ct  Henhy  (Paul).  —  Sur  la  construction  des 
caries  célestes  très-détaillées. 

Liais.  —  Sur  l' analyse  spectrale  de  la  lumière  zodiacale  et  sur 
la  couronne  des  éclipses. 
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N°  5.  Séance  dn  29  janvier  1872. 

Serret  (J.-A.).  —  Mémoire  sur  le  pendule  de  Léon  Foucault. 

La  célèbre  expérience  de  Foucault,  qui  fut  annoncée  à  l'Acadé- 
mie le  3  février  i85i,  donna  lieu  à  un  grand  nombre  de  travaux. 
Après  avoir  fait  un  exposé  succinct  et  un  examen  critique  de  ces  di- 
verses recherches,  M.  Serret  conclut  en  ces  termes  : 

«  Je  suis  donc  fondé  à  dire  que  la  question  du  pendule  de  Fou- 
cault attendait  une  véritable  solution,  et  j'ajoute  qu'une  telle  solu- 
tion ne  saurait  être  obtenue  qu'en  prenant  pour  point  de  départ  les 
intégrales  rigoureuses  des  équations  dillérentielles,  qui  se  rap- 
portent au  mouvement  du  pendule  conique  dans  le  cas  où  l'on  fait 
abstraction  de  la  rotation  de  la  Terre,  et  en  discutant  ensuite  les  alté- 
rations que  ces  intégrales  doivent  subir  quand  on  veut  passer  du  cas 
idéal,  dont  je  viens  de  parler,  au  cas  de  la  nature.  Eu  un  mot,  la 
Méthode  de  la  variation  des  arbitraires,  judicieusement  appli- 
quée, me  paraît  être,  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse,  le  seul  moyen 
de  remplir  l'objet  qu'on  doit  se  proposer.  La  force  centrifuge  com- 
posée qui  naît  de  la  rotation  de  la  Terre  est  très-petite,  et  elle  peut 
être  regardée  comme  étant  du  genre  de  celles  qu'on  nomme  pertur- 
batrices ;  le  mouvement  du  pendule,  dans  le  cas  de  la  nature,  sera 
dès  lors  un  mouvement  troublé,  le  mouvement  non  troublé  étant 
celui  qui  aurait  lieu  sans  la  rotation  de  la  Terre.  J'ai  reconnu  qu'en 
suivant  la  marche  que  je  viens  de  tracer  il  était  possible  d'obtenir 
une  solution  aussi  simple  et  élégante  que  rigoureuse,  et  qui  ser- 
vira, je  l'espère,  à  faire  disparaître  les  incertitudes  qui  restent  en- 
core à  ce  sujet  dans  l'esprit  de  quelques  personnes.  C'est  cette  solu- 
tion que  j'ai  l'honneur  de  présenter  aujourd'hui  à  l'Académie.  » 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  la  température  solaire. 

Liais  (E.).  —  Sur  les  observations  méridienries  absolues  dans 
les  basses  latitudes  de  l' hémisphère  austral.  Disposition  nouvelle 
prise  à  l' Observatoire  impérial  de  Rio- Janeiro , 

Ledieu.  —  Objections  au  gyroscope  marin  proposé  par  M.  E. 
Dubois  dans  la  séance  du  22  janvier. 

BoussiNESQ  (J.). —  Sur  l'intégration  de  l'équation  aux  déri- 
vées partielles  des  cylindres  isostatiques  produits  dans  un  solide 
homogène  et  ductile. 
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Cette  Note  fait  suite  à  celle  dont  il  a  été  parlé  dans  la  séance 
précédente;  une  famille  f[x^y)  =r  p  de  cylindriques  isostatiques 
est  définie  par  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  2'  ordre 

1  /  •  ,  •  ■,-,,.,      dp     dp     d''p 

oup,  (/,  /',  s,  î,  désignant  respectivement  les  dérivées  —  j  -p ?     -  ^j 

d'p      d'p     ,      ,  .        .         ^  •  1 1      •    1 .        1 

-T — !y-)  y-^'  Apres  avoir  pris/7  et  (j  comme  variables  indépendantes, 

au  lieu  de  x  et  j',  et  eu  avoir  conclu 

dm  ()rs 

dp      •'        dq 

vs  étant  une  certaine  fonction  de  p  et  q  ;  puis,  substituant  k  p  et  q 
deux  autres  variables  indéijcndantes  h  et  a,  définies  par  les  rela- 
tions 

p  ^=  ficosa,     7  =  /isin«, 

M.  Boussinesq  se  trouve  conduit  à  l'équation  linéaire  et  intégrablc 


, .  d-zn        ,  dm 

CoRJN'u  et  Meucadier.  - 

—  Sur  les  intert' 

diques. 

]N°  6.  Séance  du  5  fcmer  1872. 

DupuY  DE  LOME.  —  Résumé  de  la  Note  sur  l' aérostat  à  hélice, 
remise,  en  décembre  1871,  à  la  Co?nmission  d'essai. 

Essai  de  l' aérostat  à  hélice. 

M.  Dupuy  de  Lôme  avait  été  chargé,  le  29  octobre  1870,  de 
faire  exécuter,  pour  le  compte  de  l'Etat,  un  aérostat  dirigeable, 
conçu  conformément  aux  vues  qu'il  avait  exposées  à  ce  sujet  à 
l'Académie  des  Sciences,  dans  les  séances  des  10  et  17  du  même 
mois. 

La  première  Partie  de  la  Communication  actuelle  renferme  la 
description  de  l'aérostat,  du  filet,  gouvernail,  nacelle,  liélice,  sou- 
papes, etc.  ;  les  indications  sur  les  dimensions  principales  du  plan 
d'exécution,  le  poids  du  ballon,  la  nature  de  l'étoffe,  le  calcul  des 
efforts  à  supporter,  etc. 
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La  seconde  Partie  est  le  re'cit  de  l'essai  fait  le  2  février  1872. 

Ou  doit  conclure  de  ces  expériences  que  les  travaux  de  M.  Dupuy 
de  Lôme  ont  fait  faire  un  progrès  à  la  difficile  question  de  la  navi- 
gation aérienne. 

ResAl  (H.).  —  Étude  des  effets  mécaniques  du  marteau  pilon 
américain. 

Mannheim  (A.).  —  Généralisations  du  théorème  de  Meusnier. 

L'enveloppe  des  plans  normaux  menés  de  tous  les  points  d'une 
courbe  est  la  surface  que  Monge  a  appelée  surface  polaire;  M.  Mann- 
lieim  appelle  deuxième  surface  polaire  d'une  courbe  l'enveloppe 
des  plans  normaux  à  la  première  surface  polaire  menés  suivant  les 
génératrices  de  cette  surface,  troisième  surface  polaire  la  surface 
polaire  de  celle-ci,  et  ainsi  de  suite.  Uaxe  de  courbure  d'une  dé- 
veloppable  est  la  droite  d'intersection  de  deux  plans  normaux  à 
cette  surface,  menés  par  deux  de  ses  génératrices  infiniment  voi- 
sines. 

M.  Mannheim  donne  une  démonstration  géométrique  très-simple 
de  la  proposition  générale  suivante  : 

Lorsque  des  courbes  tracées  sur  une  surface  ont  entre  elles  un 
contact  du  n'""'  ordre,  leurs  («  —  ly''""'  polaires  ont  pour  axes 
de  courbure  des  droites  passant  par  un  même  point. 

Blaserna  (P.).  —  Sur  l' atmosphère  solaire. 

INIRL  Fron,  Salicis,  Latjssedat,  ChApelas,  Cornu,  Prazmowski 
présentent  des  Communications  concernant  l'aurore  boréale  du 
4  février. 

N"  7.  Séance  da  12  février  1872. 

Saint-Venant  (de).  — Rapport  sur  un  Mémoire  de  M.  Kleitz 
intitulé  :  Etudes  sur  les  forces  moléculaires  dans  les  liquides  en 
mouvement,  et  application  à  l'Hydrodynamique. 

Le  Rapport  très-intéressant  de  M.  de  Saint-Venant  sur  le  Mé- 
moire de  M.  Kleitz  n'occupe  pas  moins  de  12  pages  des  Comptes 
rendus;  nous  ne  pouvons  qu'en  extraire  les  conclusions  princi- 
pales : 

«  ....  Le  but  principal  du  grand  travail  de  M.  Kleitz  était 
d'établir  les    équations   générales  nouvelles  du   mouvement  des 

8. 
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liquides,  eu  égard  à  leurs  frottements  intérieurs,  ainsi  qu'aux  iné- 
galités de  pression  en  divers  sens  qui  en  sont  la  conséquence,  et, 
ensuite,  de  rechercher  des  systèmes  de  coordonnées  courbes  dont 
l'emploi  permette  d'intégrer  approximativemeut  ces  équations  dans 
un  certain  nombre  cas.  L'auteur  se  propose  plus  spécialement  de 
calculer  approximativement  les  circonstances  du  mouvement  per- 
manent non  uniforme  qui  s'établit  dans  les  canaux  découverts  et 
les  rivières. 

»  Navier,  comme  on  sait,  en  182a,  puis  Cauchy  et  Poisson,  en 
1828,  ont  donné  des  équations  générales  du  genre  de  celles  que 
recherche  l'auteur. 

»  Elles  s'appliquent  d'une  manière  tout  à  fait  satisfaisante  aux 
mouvements  extrêmement  lents  des  liquides  et  aussi  a.  des  mouve- 
ments même  d'une  certaine  rapidité,  lorsqu'ils  sont  très-réguliers  et 
à  variations  bien  continues,  comme  le  prouvent  divers  faits,  notam- 
ment ceux  des  expériences  d'écoulement  dans  les  tubes  capillaires, 
de  feu  Poiseuille,  qui  ont  été  opérées  avec  des  vitesses  très-variées. 

))  Mais,  ainsi  que  Navier  déjà  le  reconnaissait,  les  mêmes  for- 
mules ne  peuvent  servir  aux  faits  des  cours  d'eau  ordinaires,  à 
moins,  comme  on  l'a  remarqué  depuis  lui,  que  l'on  n'y  fasse  varier, 
même  avec  les  dimensions  et  la  forme  des  sections  transversales, 
un  certain  coefficient  aucjuel  l'analyse  de  Navier  et  de  Poisson, 
applicable  aux  seuls  mouvements  réguliers,  attribue  une  valeur 
constante  pour  chaque  fluide. 

»  Sous  le  profit  des  observations  ci-dessus,  le  grand  Mémoire  de 
M.  Kleitz,  sur  les  forces  moléculaires  dans  les  liquides,  a  un  mé- 
rite que  nous  sommes  heureux  de  reconnaître.  Dans  une  matière  si 
épineuse,  si  peu  explorée,  malgré  le  grand  nombre  de  recherches 
dont  elle  a  été  l'objet,  et  pour  laquelle  les  faits  constatés  ne  sont 
eux-mêmes  nombreux  qu'en  apparence,  des  questions  simplement 
soulevées  et  nettement  posées  ont  déjà  une  valeur  très-réelle.  On  a 
vu  d'ailleurs  que  M.  Kleitz  a  mis  en  relief  plus  explicitement 
qu'il  n'avait  encore  été  fait  le  problème  principal  et  les  formules, 
avec  un  seul  coefficient  variable  et  inconnu,  où  sa  solution  devra 
être  cherchée  ;  qu'il  est  arrivé  à  plusieurs  théorèmes  remarquables  ; 
qu'il  a  corroboré  des  principes  non  encore  reçus  généralement; 
qu'il  a  perfectionné  l'établissement  de  l'équation  du  mouvement 
permanent  des  cours  d'eau,  etc. 
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))  Les  recherches,  ainsi  que  l'examen  qu'elles  provoquent,  avan- 
cent de  toute  manière  la  question  et  montrent  sur  quoi  les  investi- 
gations devraient  porter. 

))  Son  travail  et  la  persévérance  avec  laquelle  il  l'a  poursuivi, 
malgré  les  diflGcultés  dont  le  sujet  est  liérissé,  sont  dignes  d'éloges. 
Nous  proposons  à  l'Académie  de  lui  en  donner  le  témoignage  et  de 
le  remercier  de  son  intéressante  Communication.    » 
Les  conclusions  de  ce  Rapport  sont  adoptées. 

Stephan  (E.).  —  Nébuleuses  découvertes  et  observées  à  l'Ob- 
servatoire de  3Iarseille. 

Pambour  (de).  —  Sur  la  théorie  des  roues  hj drauliques  : 
théorie  de  la  roue  à  réaction. 

BoDGAïEF.  —  Résolution  d'une  question  numérique. 
Si  Hi  («)  représente  le  nombre  des  entiers  qui  ne  surpassent 
pas  n  et  qui  ne  sont  divisibles  par  aucun  carré,  on  a 


>-.(»)^H.{5)-H,(|)^H,(j 


BocssiNESQ  (J.).  —  Equations  aux  dérivées  partielles  des 
l'it esses,  dans  un  solide  homogène  et  ductile  déformé  parallèle- 
ment à  un  plan. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  à  laquelle  est  conduit  M.  Bous- 
sinesq  est  la  suivante  : 

dpi  dp' 

p  et  pi  étant  les  paramètres  des  deux  cylindres  isostatiques  et  ortho- 
gonaux y  (x,  y)  ^=  p.^  /"(-^î  j)  =  .'d  qui  se  coupent  au  point  (x,  _j)  ; 
h  est  une  fonction  p  et  p, . 

CoMBEscunE.  —  Note  sur  quelques  points  du  calcul  inverse  des 
différences . 

La  première  Note  a  pour  objet  la  détermination  d'une  fonction 
dont  on  se  donne  les  diiTérences  finies  partielles  du  1^'^  ordre. 

Dans  la  deuxième  Note,  M.  Combescure  indique  plusieurs  sim- 
plifications qu'on  apporte  à  la  méthode  suivie  par  Laplace  pour 
l'intégration  de  l'équation  aux  différences  mêlées  : 

dr\  dr 
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p,  (7,  m,  n  sont  des  fonctions  quelconques  de  a::  Ti  désigne  ce  que 

devient^  quand  on  y  écrit  x  -)-  i  au  lieu  de  x. 

Mannheim.  —  Détermination  de  la  liaison  géométrique  qui 
existe  entre  les  éléments  de  la  courbure  des  deux  nappes  de  la 
surface  des  centres  de  courbure  principaux  d' une  surf  ace  donnée . 

Voici  la  propriété  remarquable  énoncée  et  démontrée  par 
M.  Maunlieim  : 

Désignons  par  (S)  une  surface,  par  a  un  point  de  cette  surface  et 
A  la  normale  de  ce  point.  Appelons  è  et  c  les  centres  de  courbure 
principaux  de  (S)  situés  sur  A.  Menons  au  point  b  la  normale  B  à 
la  nappe  (B)  de  la  surface  des  centres  de  coiu-bure  principaux  de 
(S);  de  même,  au  point  c,  nous  aurons  la  normale  C  à  la  nappe 
(C).  Sur  la  normale  B  à  la  surface  (B),  nous  aurons  les  centres  de 
courbure  principaux  d  et  e,  et  sur  C  les  centres  de  courbure  prin- 
cipaux g  et  h  des  najipes  (B)  et  (C).  De  chacun  de  ces  points  sont 
issues  les  normales  D,  E,  G,  H  aux  nappes  de  la  surface  des  centres 
de  courbure  principaux  des  surfaces  (B)  et  (C).  [Les  plans  menés 
respectivement  par  B  et  par  les  normales  D  et  E  sont  les  plans  des 
sections  principales  de  (B)  ;  de  même,  les  plans  des  sections  prin- 
cipales de  (C)  sont  déterminés  par  la  droite  C  et  les  deux  droites 
G  et  H.] 

Au  point  b  on  mène  la  tangente  A'  conjuguée  à  A  par  rapport  à 
(B);  en  c  on  mène  la  tangente  A"  conjuguée  à  A  par  rapport  à 
(C). 

Les  plans  (B,  E)  et  (B,  D)  coupent  respectivement  C  aux  points 
d'  et  e';  les  plans  (C,  G)  et  (C,  H)  coupent  respectivement  B  aux 
points  h'  et  g'. 

Les  HUIT  droites  A',  A",  B,  C;  dd\  ee',  hh'^  gg'  appartiennent 
à  un  même  paraboloïde. 

Tastes  (de).  —  Sur  l'emploi  des  lames  élastiques  vibrantes 
comme  moyen  de  propulsion. 

Vicaire  (E.).  —  Sur  la  température  de  la  surface  solaire. 
(Réponse  au  P.  Seccbi.) 

Dubois  (E.).  —  Réponse  aux  objections  faites  par  M.  Ledieu  à 
l'emploi  du  gyroscope  marin. 

MM.  Vicaire,  P.  Jullie  2  ,  Guyot,  Foucart,  Naudin,  Martins, 
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Gay,  Combes,  Bardy,  Cheux,  Lespiault,  Grellois,  Follie,  Du- 
CROCQ,  Isid.  Pierre,  Tremeschini,  Tarry,  Landes,  Comte,  Gautier, 
Rousseau,  Schrader,  deTouchimbert,  Clarinval,  deTastes,  etc., 
etc.,  envoient  à  l'Académie  des  Communications  relatives  à  l'au- 
rore boréale  du  4  février.  L.  P. 


MÉLANGES. 

REHARQIES  SUR  IJÎiE  CLASSE  GÉSÉRALE  DE  SURFACES,  ET  ES  PARTICULIER 

SUR  LA  SURFACE  LIEU  DES  POIHS  DOH  lA  SOMME  DES  DISIA5CES 

A  DEUX  DROITES  FIXES  EST  CONSTANTE; 

Par  M.  A.  MANNHEIM. 

Dans  sonMémoire  Sur  les  Surfaces  orthogonales^  M.  J.-A.  Serret 
a  trouvé  aualytiquement  comment  ce  dernier  lieu  fait  partie  d'un 
système  triple  de  surfaces  orthogonales  dans  le  cas  particulier  où 
les  deux  droites  se  rencontrent  à  angle  di-oit. 

M.  Picart  est  arrivé  géométriquement  et  très-simplement  au 
m.ême  résultat.  Ou  connaît  donc  les  lignes  de  courbure  de  ce  lieu  par- 
ticulier. 

n  y  a  quelques  années,  l'Académie  royale  de  Belgique  a  proposé 
la  question  suivante  :  Trouver  les  lignes  de  courbure  du  lieu  des 
points  dont  la  somme  des  distances  à  deux  droites  qui  se  coupent 
est  constante. 

En  réponse  à  cette  question,  M.  E.  Catalan  envoya  un  Mémoire 
que  l'Académie  jugea  digne  d'être  inséré  dans  ses  Mémoires  cou- 
ronnés et  des  Savants  étrangers,  t.  XXXII. 

Mais,  comme  l'indique  M.  Catalan  lui-même  en  tète  de  son  tra- 
vail, il  n'a  pas  résolu  la  question  proposée.  On  ne  connaît  donc  pas 
les  lignes  de  courbure  de  cette  surface. 

Je  vais  montrer  aujourd'hui  qu'une  simple  remarque  conduit 
non-seulement  à  la  construction,  pour  un  point  de  la  surface,  de  la 
direction  des  lignes  de  courbure,  mais  permet  aussi  de  déterminer, 
pour  le  même  point,  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Désignons  par  (S)  la  surface  lieu  des  points  dont  la  somme  des 
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distances  à  deux  droites  quelconques  est  constante,  et  par  o  un  de 
ses  points.  Considérons  les  deux  droites  données  comme  les  axes  de 
révolution  de  deux  cylindres  que  nous  désignerons  par  (s)  et  [s'). 
Nous  pouvons  remarquer  que  :  Si  l'un  de  ces  cjlindres  est  supposé 
lumineux,  les  rayons  qui  s' échapperont  normalement  de  ce  cy- 
lindre seront  réjléchis  par  (S),  de  telle  façon  qu'ils  rencontreront 
normalement  [s')-^  ou  autrement  :  Si  des  rajons  lumineux  s'é- 
chappent normalement  d'une  des  droites  données,  ils  sont  réflé- 
chis par  (S),  de  telle  façon  qu'ils  rencontrent  nécessaireine/it  l'autre 
droite. 

On  sait,  en  effet,  qu'au  point  o  de  (S)  on  obtient  la  normale  à 
cette  surface  en  prenant  la  bissectrice  de  l'angle  formé  par  les  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  o  sur  les  droites  données. 

Il  résidte  de  notre  remarque  que  les  éléments  de  courbure  des 
trois  surfaces  (S),  (5),  [s')  sont  liés  entre  eux  par  les  constructions 
qui  ont  été  données,  soit  par  M.  Dupin,  dans  ses  applications  de 
Géométrie,  soit  par  Sturm,  dans  son  Mémoire  sur  l' Optique.  Je 
vais  appliquer  ici  les  constructions  données  par  Sturm. 

Supposons  que  nos  cylindres  de  révolution  (5)  et  (5')  passent  par 
le  point  o.  Projetons  sur  le  plan  tangent  en  o  à  (S)  l'indicatrice 
de  [s)  convenablement  choisie  au  moyen  de  projetantes  parallèles 
au  rayon  lumineux  qui  passe  en  o.  Opérons  de  même  pour  (i'). 
Nous  obtiendrons  ainsi  un  losange  dont  les  diagonales  sont  les  tan- 
gentes en  o  aux  lignes  de  courbure  de  (S)  qui  passent  par  ce  point. 
Les  quatre  sommets  de  ce  losange  appartiennent  à  l'indicatrice 
de  (S)  5  un  autre  point  de  cette  courbe  suffira  donc  pour  la  déter- 
miner. Une  fois  cette  indicatrice  construite,  on  a  ses  axes  et,  par 
suite,  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (S). 
Effectuons  maintenant  les  constructions. 
Appelons  : 

L  la  droite  donnée,  axe  du  cylindre  (5)-, 
L' l'autre  droite  5 

N  la  normale  issue  du  point  o  à  la  surface  (S). 
Elevons  au  point  o  une  perpendicidaire  au  plan  (o,  L),  et  por- 
tons sur  cette  droite,  de  part  et  d'autre  du  point  o,  un  segment  égal 
à  la  racine  carrée  de  la  projection,  faite  sur  N,  de  la  perpendicu- 
laire op  abaissée  du  point  o  sur  L. 

Par  les  extrémités  des  segments  ainsi  mesurés,  menons  des  parai- 
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lèles  à  L;  ces  deux  droites  constituent  l'indicatrice  de  [s)  pour  le 
point  o.  Projetons  ces  deux  droites  sur  le  plan  tangent  en  o  à  (S) 
au  moyen  de  parallèles  à  op.  Nous  obtiendrons  ainsi  deux  droites, 
côtés  opposés  d'un  losange.  Les  deux  autres  côtés  relatifs  à  L'  s'ob- 
tiendront en  suivant  luie  marche  analogue. 

Les  diagonales  de  ce  losange  sont  tangentes  en  o  aux  lignes  de 
courbure  de  (S)  qui  passent  par  ce  point. 

Appelons  p'  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o 
siu*  L',  et  considérons  le  plan  pop' .  Elevons  au  point  o  la  perpen- 
diculaire ot  à  ce  point. 

Le  plan  pot  coupe  le  cylindre  (5)  suivant  une  courljc  dont  le 
centre  de  courbure  est,  je  suppose,  le  point  y  de  la  ligne  op.  On 
trouvera  de  même  un  point  y'  sur  op'.  Joignons  le  point  y  au 
point  y'  par  une  droite,  et  désignons  par  ^  le  point  où  elle  coupe  N. 
Portons  sur  ot  un  segment  égal  à  la  racine  carrée  de  0$.  L'extré- 
mité de  ce  segment  appartient  à  l'indicatrice  de  (S).  Les  quatre 
sommets  du  losange  et  ce  point  permettent  de  construire  cette 
courhe,  ses  axes  et,  par  suite,  les  rayons  de  courbure  principaux 
de  (S). 

La  remarque  que  nous  venons  de  faire  s'étend  au  cas  général  sui- 
vant : 

On  donne  deux  suijaces  (L),  (L'},  et  l'on  considère  le  lieu  (S' 
d'un  point  o  tel,  que 

(l)  l.Op  -i-  lJ..0p'  -:  •/-, 

?v,  f;.,  V  étant  des  constantes,  et  op,  op'  les  distances  du  point  o  aux 
surfaces  (L)  et  (L'). 

La  relation  (i)  peut  s'écrire 


(2) 


op  IX  ' 


Construisons  le  segment  —  i  et  portons-le  sur p'o  h  partir  de//jus- 

qu  au  point  q .  Par  le  point  q  faisons  passer  une  surface  parallèle  à  (L') , 
et  désignons-la  par  (L") .  La  distance  oq  du  point  o  à  cette  surface  n'est 

autre  que op'. 
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En  vertu  de  la  relation  (  2),  (S)  peut  donc  être  considéré  comme 
le  lieu  des  points  tels  que  o,  dont  le  rapport  des  distances  à  (L)  et 
(L")  est  un  rapport  constant. 

On  voit  donc  que,  si  (L)  est  une  surface  lumineuse  et  (S)  une 
surface  dirimante,  en  choisissant  convenablement  l'indice  de  ré- 
fraction, les  rayons  réfractés  sont  normaux  à  (L'). 

Nous  pouvons  donc  appliquer  les  constructions  données  par 
Sturm.,  dans  le  cas  général  dont  nous  nous  occupons,  pour  déter- 
miner les  éléments  de  la  courbm-e  de  (S). 


SU  li  SURFACE  DES  CEMRIS  DE  COIRBLRE  DE  l'ElllPSOlDE 
El  SIR  lES  COORDONNÉES  ELLIPIllltES; 

Par  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  une  Note  présentée  à  l'Académie  des  Sciences,  eu  1870 
{Comptes  rendus,  t.  LXX,  p.  iSaS),  j'ai  indiqué  des  formules 
très-simples  relatives  à  la  surface  des  centres  de  courbure  de  l'el- 
lipsoïde. Ces  formules,  que  je  croyais  nouvelles,  avaient  déjà  été 
données  par  Joacliimstlial  dans  son  Mémoire  Sur  les  normales  à 
l' ellipsoïde,  et  par  M.  Catalan  dans  ses  Mélanges  mathématiques . 
Le  procédé  par  lequel  je  les  avais  obtenues  me  paraît  mériter  d'être 
reproduit,  parce  qu'il  se  rattache  à  un  nouveau  mode  d'exposition 
de  la  théorie  des  coordonnées  elliptiques,  et  qu'il  conduit  d'aillem's, 
d'une  manière  natui'clle,  à  plusieurs  autres  résultats. 

Soient 

-T-  V^  Z- 

(1)  .—   -. .-. -—  I=:F  =  0 

u  —  a       0  —  a       c  —  (/ 
l'équation  d'une  sui'face  du  second  degré  rapportée  à  ses  axes,  cl 

(2)  (x  —  a')'-t-(_)'  —  ^y- -h  i z  —  y )'■ —  R'  =S^  o 

l'équation  d'une  sphère  quelconque.  Cherchons  l'équation  du 
4*  ordre  qui  détermine  les  cônes  passant  par  l'intersection  de  la  sur- 
face F  et  de  la  sphère. 
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A  cet  effet,  nous  formerons  l'équalion 

qui  représente,  quand  on  fait  variera,  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  coulenaut  l'intersection  de  la  sphère  et  de  l'ellipsoïde.  Si 
nous  expriûions  que  cette  équation  représente  un  cône,  nous  ob- 
tiendrons les  équations  suivantes 

(5)  }     a  —  d  b—d        ■'       ^  c  —  d 

[  ^  — c?  =  a(a;  — «)  +  [3(j-— (3)-^y(3--y)-i-R% 

qui  devront  être,  toutes  les  quatre,  vérifiées  par  les  coordonnées  du 
sommet  du  cône.  On  devra  donc,  entre  ces  équations,  éliminer  x, 
}',  z  ;  ce  qui  donnera  pour  X  l'équation  bien  connue 

.,.  _     <y}  P^  y'  «' 

^^'  ''^a-A^  b-l'^  c-l       d-l' 

En  examinant  cette  équation,  j'avais  reconnu  ce  fait  important, 
qu'elle  est  tout  à  fait  semblable  à  celle  des  surfaces  homofocales.  Il 
y  a  seulement  une  variable  de  plus  :  R'  est  prise  avec  le  signe  — . 
D'après  cela,  j'avais  été  conduit  h  prendre  comme  variables  indé- 
pendantes les  quatre  racines  de  cette  équation,  et  à  exprimer  «,  (3, 
y,  R  en  fonction  de  ces  quatre  racines,  de  même  que,  dans  les  coor- 
données elliptiques,  on  exprime  les  coordonnées  rectangulaires  en 
fonction  des  paramètres  des  surfaces  liomofocales.  Ces  quatre  ra- 
cines sont  des  paramètres  au  moyen  desquels  on  déterminera  une 
splière  quelconque,  comme  un  point  est  déterminé  par  ses  coordon- 
nées elliptiques. 

Appelons  p,  pj,  p,,  p^  les  quatre  racines  de  l'équation  précédente, 
et  posons,  pour  alîréger, 

,g.  \  f{u]z^{u  —  a){u—  b){u  —  c)(u—d), 

I   <ï{u)=:{u  —  p)[u  —  p,)(H  —  p,)(«  — Ps). 

On  trouvera,  par  un  calcul  analogue  à  celui  des  coordonnées  ellip- 
tiques, 

(6)  a'='^-^-^,     8'--^,     r-?-^,     R>=_il^. 
^    '  f'W       ^^fW     ^  ^  f'{cy  f\d) 
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Notons  encore  la  formule 

c.^  +  p'-t-  y' —  R-=^a-hb-hc-hd —  p  —  p, —  p, —  33, 
et  l'cquation  difl'érentielle 

analogue  à  la  formule  qui,  dans  la  tliéorie  des  coordonnées  ellipti- 
ques, donne  la  distance  de  deux  points  infiniment  voisins. 

Les  formules  qui  précèdent  suflSsent  pour  les  différentes  questions 
que  nous  allons  proposer. 

D'abord,  si  la  sphère  S  se  réduit  à  un  point,  R  =  o,  une  des  ra- 
cines de  l'équation  (4),  ps  par  exemple,  devient  égale  à  rf,  et  l'on 
retrouve  les  formules  connues  de  la  théorie  des  coordonnées  ellip- 
tiques. 

En  second  lieu,  supposons  que  R  ne  soit  pas  nul,  et  que  la  sphère 
soit  simplement  ou  doublement  tangente  à  l'ellipsoïde.  Alors  l'équa- 
tion en  1  aura  une  racine  double  :  on  devra  supposer,  par  exemjdc, 
f  3  =  C5,  et  les  formules  précédentes  deviendront 


,Qx            'a  —  o,)\'(n  —ya  —  p,\                1  d  —  -,)  \^[d  —  p)(d  ~  p,) 
(o)    a~ =^z ■■ — ,      Rzzz ■- — 7-  '— ^ ■ — j 

(9)  dy:-  --  JS'  -f  ^y'=:  dR^  -f-  °^  (/o^+  ^-^  (/s; . 

Les  premières  de  ces  formules  donnent  le  centre  de  la  sphère  tan- 
gente (a,  /3,  y),  la  dernière  donne  le  rayon  R,  enfin  la  formule  (9) 
définit  un  système  de  coordonnées  curvilignes  formé  des  surfaces 
parallèles  à  l'ellipsoïde,  et  des  surfaces  développables  orthogonales 
à  celles-ci. 

Si  l'on  fait  varier  p»,  en  laissant  p,  pi  constants,  on  obtient  une 
suite  de  sphères;  mais  comme  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon 
sont  des  fonctions  linéaires  de  pj,  toutes  ces  sphères  demeurent  tan- 
gentes au  même  point  de  l'ellipsoïde,  et  leur  centre  décrit  la  nor- 
male en  ce  point.  Si  l'on  fait,  par  exemple,  ps  =  ff ,  le  ravon  devient 
nul  et  la  sphère  se  réduit  à  un  point.  Alors  les  formules  (8)  de- 
viennent les  formules  relatives  aux  coordoimées  elliptiques  ordi- 
naires du  point  de  contact;  d'où  l'on  voit  que  p,  p;,  dans  les  for- 
mules précédentes,  sont  les  coordonnées  elliptiques  ordinaires  du 
point  de  contact  de  la  sphère. 
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Remarquons  encore  les  valeurs  particulières  p,  ^=  a,  i>,  c  pour 
lesquelles,  la  sphère  ayant  son  centre  dans  l'un  des  plans  princi- 
paux, devient  doublement  tangente.  Si  l'on  fait  p^  =  a,  la  coor- 
donnée a  devient  nulle  :  on  a  les  sphères  ayant  leur  centre  dans  le 
plan  des  xj.  Si  l'on  ajoute  à  cette  hypothèse  la  suivante,  p,  =  d,  on 
obtient  les  sphères  de  rayon  nul  doublement  tangentes  à  l'ellipsoïde, 
et  situées  dans  le  plan  des  xy,  les  formules  deviennent 

„,_  il)  —  a^b  —  o)  ^(r  —  a)'c  —  o) 

'^'-           b-~V~^'  ''-            c-b      ■    ' 
et,  par  suite,  on  trouve 

^^^  S'       .       •/- ^^^, 

'      b  —  a  c  —  a                 ' 

ce  sont  les  équations  de  la  focale  située  dans  le  plan  des  jz. 

Remai-quons  que  sur  chaque  normale  on  obtient  le  pied  de  la 
normale,  les  points  de  rencontre  avec  les  plans  principaux,  et  le 
point  à  l'infini,  en  donnant  à  p^_  les  valeurs  constantes 

o,     a,     b,     c,     ~  (X) . 

Donc,  les  portions  de  normales  terminées  aux  trois  plans  princi- 
paux sont  dans  un  rapport  constant,  etc.  On  voit  avec  quelle  sim- 
plicité se  présentent  les  propriétés  des  surfaces  homofocales. 

Examinons  maintenant  le  cas  où  trois  des  quantités  c,  deviennent 
égales.  Dans  cette  hypothèse,  la  sphère  aura  généralement  avec  l'el- 
lipsoïde un  contact  stationnaire,  son  centre  sera  sur  la  surface  des 
centres  de  courbure,  et  les  formules  fondamentales  deviendront,  en 
y  faisant 

p,^p,z=p„ 

,     s     ,       f'î  — p)Vrt  — p,)        „,      (b  —  oY(b-o,]  ,      (r  —  oY(c  —  o.) 

■^'°^  ''^    ha,    '  ^-^    fil»    '  '-=-Tûir~' 

(11)     R'=: ^;^7-7^ — — ,      dx-~dfi-~hcly  =dR'  ■ 


Ces  formules,  sauf  la  dernière,  sont  celles  qui  ont  été  données 
dans  les  Comptes  rendus,  et  qui  sont  ducs  à  Joachimsthal.  La  der- 
nière donne  pour  la  surface  des  centres  de  courbure  la  distance  de 
deux  points  infiniment  voisins,  et  elle  met  en  évidence  le  système 
de  lignes  géodésiques  qu'on  peut  déterminer  pour  toute  surface 
des  centres  de  courbure. 
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Quant  aux  formules  (lo),  qui  donnent  les  coordonnées  du  centre 
de  courbure  en  fonction  des  coordonnées  elliptiques  p,  p,  du  pied 
de  la  normale,  elles  mettent  en  évidence  deux  faits  importants  dans 
la  théorie  de  cette  surface. 

D'abord  on  en  saura  déterminer  les  ligues  asymptoliques,  en 
vertu  d'une  remarque  faite,  1. 1,  p.  355  du  Bulletin,  et  l'équation 
diflerentielle  de  ces  lignes  sera 

3rfp=  do] 


(a-p)(6  — p)(c-pj        (a  — p,;(<>  — p,}(c  — p,j 

équation  qui  s'intègre  sans  difficulté. 

En  second  lieu,  la  ligne  double  de  la  surface  des  centres  de  cour- 
bure (nécessairement  imaginaire)  peut  être  étudiée  et  déterminée  ; 
mais,  comme  on  est  ainsi  conduit  à  un  problème  intéressant  se  rap- 
portant aux  équations  du4*  degré,  je  ne  développe  pas  cette  remarque 
pour  le  moment. 

Passons  maintenant  au  cas  où  les  qtiantités  p,-  seraient  égales  2  à  2. 
Ou  sait  alors  (cela  résulte  d'un  excellent  Mémoire  de  M.  Painvin 
dans  les  Noiwelles  Annales;  voir  Bulletin,  1. 1,  p.  07)  que  la  sphère 
coupera  l'ellipsoïde  suivant  une  droite  et  une  cubique  gauche.  Les 
formules  générales,  en  y  faisant 


deviennent 

/  3\        _  (rt-p)(fl-p,)  f&-p)(fe-p,)  ((^-p)(c— p.) 

La  sphère  contient  alors  une  des  8  "droites  de  l'ellipsoïde  qui  vont 
rencontrer  le  cercle  de  l'infini.  Son  centre  a,  (3,  y  décrit  un  plan  ; 
le  plan  mené  par  cette  génératrice,  tangentiellement  au  cercle  de 
l'infini.  Ce  plan  a  pour  équation 

^     '      [a—b){a  —  c)'^{b-a){b  —  c){c—a)[c  —  b)         ' 

et  l'on  peut  vérifier  sur  cette  équation  qu'il  est  tangent  à  la  fois 
h  l'ellipsoïde  et  au  cercle  le  l'infini.  On  voit,  comme  cela  doit  être, 
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que,  dans  ce  plan,  la  distance  ds  de  deux  plans  infiniment  voisins 
est  rationnelle,  ds^  =  dR"  (  '  ) . 

Le  cas  où  les  quatre  quantités  p.-  sont  égales  est  compris  dans 
celui  qui  nous  occupe.  Dans  ce  cas,  la  splière  coupe  encore  suivant 
une  cubique  gauche  et  une  droite;  mais  la  cubique  gauclie,  au  lieu 
de  couper  la  droite,  lui  est  tangente  en  un  point.  Les  formules  de- 
viennent 

V/'(«j  V//V')  ^ /'{<--) 

\/f'{d) 

alors  les  sphères  ont  leurs  centres  sur  8  coniques  situées  dans 
les  8  plans,  qu'on  déduit  de  l'équation  (i5)  en  prenant  les  signes 
de  toutes  les  manières  possibles.  Ces  coniques  sont  des  paraboles 
tangentes  aux  plans  coordonnés,  et  se  touchant  deux  à  deux  aux 
centres  de  courbure  correspondants  aux  omljilics.  Elles  appartien- 
nent à  la  surface  des  centres  de  courbure,  sur  laquelle  elles  sont 
des  lignes  de  rcbroussement,  comme  l'a  démontré  M.  Clebsch. 
J'ajoute  qu'on  peut  déduire  avec  la  plus  grande  facilité,  des  re- 
marques qui  précèdent,  la  solution  complète  du  problème  des  nor- 
males à  l'ellipsoïde. 

Enfin,  il  est  bien  essentiel  d'ajouter,  et  je  développerai  dans  un 
travail  ultérieur  cette  remarque,  que  la  théorie  complète  des  sur- 
faces homofocales  se  présente  avec  une  plus  grande  simplicité,  si  au 
lieu  de  prendre,  comme  nous  l'avons  fait,  des  sphères,  on  considère 
une  surface  du  second  degré  inscrite  à  l'une  des  surfaces  homofo- 
cales, et  qu'on  la  détermine  encore  par  les  quatre  racines  de  l'équa- 
tion en  X,  comme  nous  l'avons  fait  pour  les  sphères.  En  effet,  au 
point  de  vue  de  la  Géométrie  projective,  le  cercle  de  l'infini  ne  se 
distingue  pas  des  autres  focales,  et,  par  suite,  aux  sphères,  on  pour- 
rait substituer  des  surfaces  assujetties  à  contenir  une  des  trois  fo- 
cales. On  obtiendra  tous  les  résultats  précédents  comme  cas-limites 


(')  On  sait  que,  sur  toutes  les  développables  circonscrites  au  cercle  imaginaire  de 
l'infini,  le  carré  de  la  distance  de  deux  points  infinimcnts  voisins  est  de  la  forme 
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en  considérant,  au  lieu  de  sphères,  les  surfaces 


d 


riTâ-^  :rzr3-  ' ^^'"^ -^ "^r  +  p=^  +qr- 


tangentes  à  l'une  des  surfaces  liomofocales,  et  en  déterminant  ces 
surfaces,  non  par  m,  «,  p,  (j,  mais  par  les  racines  de  l'équation  du 
4'  degré,  qui  donne  les  cônes  passant  par  leur  intersection  avec 
toute  autre  surface  homofocale  fixe.  On  rattache  ainsi  à  un  même 
point  de  vue  les  propriétés  relatives  aux  coordonnées  elliptiques, 
aux  sphères,  aux  cônes  circonscrits,  et  même  des  propriétés  plus 
générales  relatives,  soit  aux  surfaces  inscrites,  soit  aux  surfaces 
doublement  tangentes  à  un  des  ellipsoïdes  homofocaux. 
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Jioscoe  (H.-E.)  deutsch  bearbeitet  von  Schorlemmer.  —  Die  Sjiec- 
tral-Analyse  in  einer  Reihe  von  sechs  Vorlesungen  mit  wis- 
senschaftlichen  Nachtragen.  Braunschweig,  Viewcg  &  Sohn^ 
1870.  3  Thlr. 

ERRATA. 


MIMERO    DE     JANVIER    lh-j1. 

Page  3o,  première  ligne,  en  remontant j  au  lieu  de: 

— -i-^sin(Kf +(.- -i-n-j  =  0, 

Isez  : 

(l'^  ■    ,  ^        . 

de'       ° 

Page  3i,  deuxième  ligne;  au  lieu  de  : 

s  =  —  -^  sin(«t +  £)-(-  M  cosnt-t-Nsinn/, 
isez  : 

î=  -^sinfnf  -+-  sjH-  Mc"'H-Ne-"'. 

Même  page,  septième  ligne;  au  lieu  de  : 

—  -^  cos(ni  -t-  e)  —  M  s'mnt  ■+-  Ncosnf  =  0, 
isez  : 

■^sin(«t  -f-  ij-f-Me"'—  Ne- »'=o. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 

JAHRBUCH  iJBER   DIE    GESAMMTEN    FoRTSCHRITTE   DER    IMxVTHE'IATIK, 

iin  Vereiu  mit  andern  Mathcmatikern  lierausgegeben  von  Dr.  Cari 
Ohrtmann  und  Dr.  Fclix  Mûller.  —  Berlin,  Druck  und  Verlag 
von  Georg  Reimer  (  '  ) . 

T.  I;  année  1868.  Public  en  i8ji,  en  3  fascicnles.  (426  p.) 

Cette  publication,  rédigée  sur  le  modèle  des  Recueils  analogues 
relatifs  aux  Sciences  physiques  que  l'Allemagne  possède  depuis  long- 
tem^JS,  est  appelée  à  rendre  de  grands  services  à  tous  ceux  qui  s'oc- 
cupent de  reclicrclies  mathématiques.  Le  talent  des  rédacteurs, 
l'abondance  des  ressources  bibliographiques  dont  ils  disposent,  les 
nombreux  correspondants  qu'ils  ont  dans  toute  l'Europe  assurent 
aux  lecteurs  du  Jahrhucli  le  double  avantage  d'y  rencontrer  des 
renseignements  exacts  et  complets. 

La  forme  adoptée  par  ce  Recueil  présente,  il  est  vrai,  l'inconvé- 
nient de  ne  pouvoir  signaler  les  travaux  au  moment  de  leur  aj)pari- 
tion  ;  mais  cet  inconvénient  est  compensé  par  la  possibilité  de  clas- 
ser les  matières  dans  un  ordre  méthodique  et  d'offrir  un  taljleau 
plus  complet  et  plus  clair  des  progrès  de  la  Science. 

L'Ouvrage  est  divisé  en  douze  Sections,  dont  voici  les  titres  géné- 
raux : 

1.  Histoire  et  Philosophie.  —  2.  Algèbre.  —  3.  Théorie  des 
nombres.  —  4.  Calcul  des  probabilités.  —  5.  Séries.  —  6.  Calcul 
différentiel  et  intégral.  —  7.  Théorie  des  fonctions.  —  8.  Géo- 
métrie analytique.  —  9.  Géométrie  synthétique.  —  10.  Méca- 
nique. —  H.  Physique  mathématique.  —  12.  Géodésie  et  Astro- 
nomie. 

Chaque  Section  se  subdivise  en  plusieurs  Chapitres.  Les  Articles 
consacrés  à  chaque  Ouvrage  ou  Mémoire  sont  de  longueur  variable, 
suivant  l'importance  que  leur  attribuent  les  rédacteurs.  Souvent  les 
titres  sont  seuls  indiqués  ;  d'autres  fois  ils  sont  suivis  d'analyses  ou 


(')  Annuaire  des  progrès  généraux  des  Mathémanques^  publié  en  collaboi'ation 
avec  d'autres  Malhématiciens,  par  MM.  C.  Ourtmann  et  F.  Millep,.  Berlin,  G.  Reimer. 
II  parait  un  volume  chaque  année  en  un  ou  plusieurs  fascicules  in-8°. 

ISuU.  lies  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  111.  (Mai  1872.)  n 
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d'extraits  de  plusieurs  pages.  Ces  titres  sont  transcrits  dans  la  lan- 
gue originale,  avec  l'indication  exacte  du  Recueil  où  se  trouve  le 
travail,  et  les  numéros  de  la  première  et  de  la  dernière  page. 

Le  Volume  est  accompagné  de  deux  Tables  détaillées,  l'une  par 
ordre  de  matières,  l'autre  par  noms  d'auteurs. 

Ce  court  aperçu  suffira  pour  faire  apprécier  la  haute  utilité  de 
cette  publication,  qui  poursuit  par  une  voie  ditlërente  le  même  but 
que  le  Bulletin,  et  à  laquelle  nous  souhaitons  vivement,  dans  Tin- 
térèt  de  la  Science,  le  succès  que  méritent  les  consciencieux  eilorts 
des  rédacteurs.  J.   H. 

Nous  avons  reçu  de  M.  C.  Ohrtmann  un  travail  liistorique  inté- 
ressant, intitulé  :  Das  Problem  der  Tautochronen.  Einhistorischer 
J^ersuch  (Essai  historique  sur  le  problème  des  tautochrones.).  L'Au- 
teur V  analyse  les  travaux  des  géomètres  suivants  : 

Abel  (N).  — AuHtSung  eines  mechanischen  Problems.  (Crelie,  Journal  fur 
die  reine  iind angctvandce  MatheinatiJi ,  T.  \,  p.  167  ;  et  Abel,  Œuvres  complètes, 
T.  I,  p.  vj.) 

D'Alembert.  —  Sur  les  fautochrones.  (  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin, 
1765,  p.  35i-4i3.)  —  Extrait  d'une  Lettre  à  M.  de  Lagrange.  [Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin,  1763,  p.  a6o-a66.) 

Bernoclli  (J.).  —  Méthode  pour  trouver  les  tautochrones  dans  des  milieux 
résistants  comme  le  carré  des  vitesses.  [Mémoires  de  l'Académie  de  Paris, 
1730,  p.  78-101.) 

Bertrand  (J.).  —  Note  sur  le  problème  des  tautochrones.  (Liouaille,  Journal 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  i"  Série,  T.  XII,  1847.) 

Briosciii.  —  Sullelinee  tautocrone.  (Tortolim,  Annalidi  Scicnzc  matemati- 
che  e  fisirhe,  T.  III  e  IV,  1832  e  i853.) 

Duhamel.  —  Cours  de  Mécanique.  3''  édit.  T.  I,  p.  43o. 

Edler  (L.).  —  De  innumerabilibus  curvis  tautochronis  in  vacuo.  [Commen- 
tarii  Acad.  Petropolitnnae.  T.  IV,  49-66,  1729.) 

—  Curva  tautochrona  in  fluido  resistentiam  faciente  secundum  quadrata  cele- 
ritatum.  [Ibidem,  p.  67-89.  Mccharik,  Prop.  ifS.) 

—  Constructio  linearum  isochronarum  in  medio  quocunque  resistente.  (  Acta 
Erudit.  Lipsiae,  1726,  p.  36i-3G3.) 

Fontaine.  —  Sur  les  courbes  tautochrones.  [Mémoires  de  l'Académie  de 
Paris,  1734.) 

—  Addition  au  Mémoire  imprimé  en  1734  sur  les  courbes  tautochrones.  [Mé- 
moires de  l'Académie  de  Paris,  1768,  p.  460-470.) 

Haton  de  la  Goupillière.  —  Sur  le  tautochronisrae  des  épicycloïdes,  quand 
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on  a  égard  au  frottement.  (Liouville,  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appli- 
quées, 2"  Série,  T.  XIII.) 

Hebrman'.n  (J.).  — Acta  Erudit.  Lipsiap,  lySy,  p.  222;  lySS,  p.  272. 

HoppE  (R.).  — Tautochronische  Curven  bei  Reibungswiderstand.  (Sculomilcii, 
Zeitschrift  fiir  Mnthematik  undPhysik.  T.  XIV,  p.  382-387,  18G9.) 

HuïGHENS  (C).  —  De  horologio  oscillatorio.  T.  II,  Prop.  aS. 

JuLLiEN  (M.).  —  Problèmes  de  Mécanique  rationnelle.  T.  I,  p.  392,  i855. 

Lagrange.  —  Sur  les  courbes  tautoclirones.  [Mémoires  de  l'Académie  de 
Berlin,  1765,  p.  364-38o.) 

—  Nouvelles  réflexions  sur  les  courbes  tautoclirones.  [Mémoires  de  V Acadé- 
mie de  Berlin,  1770,  p.  97-122.) 

Laplace.  —  Mécanique  céleste.  T.  I,  Livre  I,  Chap.  II,  §  12,  1792. 

Meissel(E.).  —  Zur  Théorie  der  Taufochronen.  (Quelle,  Journal  jur  die 
reine  und  angeivandte  Matlicmatik.  T.  -48,  3i7-324.) 
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G.  D. 


FLYE  SAINTE-MARIE  (C),  capitaine  d'artillerie,  ancien  élève  de 
l'École  Polytechnique,  chevalier  de  la  Légion  d'honneur.  — 
Études  analytiques  sur  Li  théorie  des  parallèles.  —  Paris, 
Gaulhier-Villars ,  1871  5  i  vol.  grand  iu-8°,  i34  p.,  8  pi. 
Prix  :  5  fr. 

L'Auteur  de  ce  Livre  remarquable  a  repris,  sous  un  point  de  vue 
nouveau,  une  question  déjà  traitée  par  plusieurs  géomètres.  Loba- 
tchefsky,  Bolyai  et  d'autres  ont  examiné  ce  que  deviendrait  la 
Géométrie  si  l'on  écartait  l'axiome  XI  ou  postulatum  d'Euclide. 
M.  Flye  Sainte-Marie  recherche,  dans  cette  hypothèse,  les  for- 
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mules  d'une  Géométrie  analytique  indépendante  de  la  théorie  des 

parallèles. 

De  même  que  la  Géométrie  analytique  ordinaire,  si  on  la  sup- 
posait connue  a  jyriorî,  pourrait  servir  à  démontrer  toutes  les  pro- 
[lositions  de  la  Géométrie  usitée,  la  Géométrie  analytique  de 
AI.  Flye  Sainte-Marie  conduit  aisément  à  toutes  les  propriétés  que 
SCS  devanciers  ont  démontrées  par  d'autres  méthodes. 

L'Auteur,  admettant  toutes  les  propositions  qui  précèdent  la 
théorie  des  parallèles,  établit  d'abord,  dans  son  premier  Chapitre, 
quelques  propriétés  des  figures  infinitésimales,  nécessaires  pour 
la  suite,  cl  identiques,  du  reste,  avec  celles  de  la  Géométrie  usitée. 

Dans  le  Chapitre  II,  après  avoir  considéré  l'arc  de  rayon  infini 
ou  horicycle  et  recherché  la  relation  très-simple  qui  existe  entre 
deux  arcs  de  rayon  infini,  terminés  à  deux  normales  communes,  et 
la  longueur  de  ces  normales,  il  adopte,  comme  coordonnées  para- 
métralcs  d'un  point  dans  un  j)lan,  la  longueur  de  la  normale  abais- 
sée de  ce  point  sur  un  horicycle  fixe  et  la  distance  comptée  sur  cet 
horicycle  d'un  point  fixe  au  pied  de  la  normale.  Il  détermine  en 
fonction  de  ces  coordonnées  la  valeur  de  l'élément  linéaire,  et  en 
déduit,  par  le  calcul  des  variations,  l'équation  paramétrale  de  la 
ligne  droite.  Une  fois  en  possession  de  ce  résultat  important,  il 
cherche  successivement  la  dislance  de  deux  points,  les  équations 
paramétrales  de  la  circonférence  et  de  l'horicycle,  puis  les  formules 
de  la  transformation  des  coordonnées.  Il  vérifie  que  cette  transfor- 
mation ne  peut  jamais  modifier  l'expression  d'un  élément  linéaire, 
ni  par  suite  d'aucune  grandeur  géométrique,  de  quelque  nature 
qu'elle  soit. 

Dans  le  Chapitre  III,  l'Auteur  applique  des  méthodes  aiialogucs 
à  la  Géométrie  des  trois  dimensions  ;  adoptant,  comme  coordonnées 
d'un  point  dans  l'espace,  d'abord  la  longueur  de  la  normale  abais- 
sée de  ce  point  sur  une  horisphère  fixe,  puis  les  deux  coordonnées 
du  pied  de  cette  normale  par  rapport  à  deux  horicycles  rectangu- 
laires tracés  sur  l'horisphère,  il  détermine  successivement  :  l'ex- 
pression de  l'élément  linéaire,  les  équations  de  la  ligne  droite,  la 
distance  de  deux  jioints,  les  équations  de  la  sphère,  de  l'horisphère 
et  du  plan.  Il  s'occupe  enfin  des  sections  normales  de  l'horisphère 
et  de  la  transformation  des  coordonnées. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  la  Trigonométrie.  L'Auteur  fait 
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remarquer  avec  raison  que  ridentité  de  la  Trigonométrie  sphé- 
rique  abstraite  et  de  la  Trigonométrie  sphérique  usitée  pouvait  se 
déduire  immédiatement  de  la^Géométrie  des  figures  infinitésimales  ; 
car  un  trièdre  considéré  dans  le  voisinage  de  son  sommet  contient 
déjà  les  six  éléments  entre  lesquels  on  demande  des  relations.  Avant 
de  passer  à  la  Trigonométrie  reclilignc,  il  recherche  les  formules 
relatives  à  la  mesure  de  la  circonférence  du  cercle,  du  secteur  et  du 
triangle.  C'est  en  combinant  ces  résultats  avec  les  propriétés  des 
figures  infinitésimales  qu'il  démontre  les  formules  connues  de  la 
Trigonométrie  imaginaire. 

Enfin,  on  trouve  encore  dans  ce  Chapitre  les  solutions  d'un 
grand  nombre  de  questions  intéressantes  :  Géométrie  des  figures 
tracées  sur  une  surface  équidistante  d'un  plan;  surface  et  volume  de 
la  sphère  ;  angle  de  deux  droites,  d'un  plan  et  d'une  droite,  de  deux 
plans;  tangente  à  une  courbe,  plan  tangent  à  une  sm-face  ;  aire 
d'une  courbe  plane;  éléments  dillërenlicls  d'une  surface  et  d'un 
solide. 

En  raison  de  la  grande  généralité  de  la  méthode  de  M.  Flye 
Sainte-Marie,  qui  permet,  comme  la  Géométrie  analytique  ordi- 
naire, de  suivre  pour  toutes  les  questions  une  marche  uniforme  ;  en 
raison  surtout  de  la  simplicité  inespérée  des  résidtats,  déduits  de 
calculs  fort  compliqués  et  présentés  avec  le  plus  grand  ordre,  la 
partie  analytique  de  ces  Etudes  nous  parait  tout  à  fait  digne 
d'éloges. 

Après  cette  déclaration  bien  sincère,  nous  osons  espérer  que  l'on 
ne  nous  accusera  pas  de  vouloir  diminuer  le  mérite  du  travail  que 
nous  analysons,  si  nous  nous  montrons  plus  réservé  en  ce  qui  con- 
cerne l'appréciation  de  la  partie  philosophique  de  ce  travail,  et  si 
nous  nous  permettons  de  proposer  à  l'Auteur  une  légère  modilica- 
tion. 

Il  croit  déduire  rigoureusement  de  ses  résidtats  que  le  postula- 
tiim  d'Euclide  ne  peut  être  démontré  par  le  raisonnement,  aidé  des 
axiomes  antérieurs,  et  sans  appel  nouveau  à  l'expérience. 

Sans  voidoir  contester  d'une  manière  absolue  l'exactitude  des 
raisonnements  qu'il  fait  dans  ce  but  et  sur  lesquels  il  revient  eu 
plusieurs  endroits  de  son  Livre,  tout  en  admettant  qu'ils  puissent 
porter  la  conviction  dans  l'esprit  de  leur  auteur,  nous  devons  décla- 
rer qu'ils  laissent  le  doute  dans  le  nôtre. 
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Pour  faire  disparaître  ce  doute,  il  nous  semble  qu'au  lieu  de 
transformer  les  opérations  géométriques  en  simples  opérations  de 
calcul,  ce  qui  paraît  être  l'idéal  de  l'Auteur,  il  faut,  au  contraire, 
chercher  une  interprétation  réelle  et  concrète  de  tous  les  résidtats 
trouvés  dans  la  Géométrie  imaginaire,  afin  qu'à  toute  contradiction 
dans  cette  dernière  corresponde  une  contradiction  dans  la  Géomé- 
trie euclidienne  elle-même. 

C'est  en  vertu  d'une  interprétation  semlalahle  que  nous  ne  con- 
servons aucun  doute  sur  l'impossibilité  de  démontrer  le  postulatuni 
par  la  Géométrie  plane,  MM.  Beltraml  et  Hoûel  ayant  fait  voir  cju'à 
toute  contradiction  dans  la  Géométrie  imaginaire  du  plan  en  corres- 
pondrait une  autre  dans  la  Géométrie  réelle  des  pseudo-sphères. 

\oici  comment  nous  pensons  pouvoir  présenter  l'interprétation 
réelle  de  tous  les  résultats  de  la  Géométrie  abstraite,  en  nous  ser- 
vant des  calculs  de  M.  Flye  Sainte-lMarie  : 

Plaçons-nous  dans  la  Géométrie  ordinaire,  et  rapportons  tous  les 
points  de  l'espace  à  un  système  de  trois  axes  rectangulaires  Ox, 
Oj',  Oz.  La  distance  de  deux  points  infiniment  voisins 

{x,  y,  z),     {x  ^  dx,  y  -\-  dy,  z  -f-  dz) 
étant  alors 


ds  =.  \jdx''-^  dy--i-  dz", 
appelons  pseudo-distance  de  ces  deux  mêmes  points  la  quantité 


V 


de.  :=  \  [dx^- -^  dy')e  >•  -{-  dz\ 

k  étant  un  paramètre  arbitraire.  De  même  que  la  longueur  d'une 
ligne  entre  deux  points  est  l'intégrale  de  ds  entre  des  limites  déter- 
minées par  les  coordonnées  de  ces  points,  la  pseudo-longueur  de 
cette  même  ligne  sera  l'intégrale  de  d^  entre  les  mêmes  limites. 
Appelons  encore  pseudo-droites  les  lignes  ayant  pour  équations 

y  =  mx  H-  n, 

pseudo-plans  les  surfaces  ayant  pour  équatiou 

x'-i-y'+  Ax-hBy-hC  —  —  /,'e~~^. 
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De  ces  défluilions  nous  déduisons  immédiatement  par  l'analyse 
les  conséquences  suivantes  : 

Par  deux  points  quelconques  de  l'espace,  on  peut  faire  passer 
une,  et  une  seule,  pseudo-droite. 

Par  trois  points  quelconques  de  l'espace  non  situés  sur  une  même 
pseudo-droite,  on  peut  faire  passer  un,  et  un  seul,  pseudo-plan. 

Toute  pseudo-droite  qui  a  deux  points  dans  un  pseudo-plan  s'y 
trouve  tout  entière. 

Ainsi  que  les  théorèmes  qui  résultent  de  ces  trois  énoncés,  consi- 
dérons deux  pseudo-di-oltes  partant  du  point  A,  et  sur  ces  deux 
pseudo-droites  deux  points  B  et  C.  iMcnons  la  pseudo-cb-oite  BC  et 
soient  A«,  Aè,  kc  les  pseudo-longueurs  des  trois  cotés  du  triangle 
cm-viligne  ABC. 

Posons 
,   ,  Ch/,Œc-Cha 

l)  COS«  =  ^,    ■  o, ' 

bh  6  hli  c 
et  appelons  a  le  pseudo-angle  des  deux  pseudo-droites  données.  On 
peut  s'assurer  par  l'analyse  que  ce  pseudo-angle  ne  change  pas 
lorsqu'on  change  la  position  des  points  B  et  C  sur  les  pseudo- 
di'oites  AB  et  AC  Or,  la  formule  (i)  donne,  par  l'échange  progres- 
sif des  lettres,  toutes  les  relations  nécessaires  pour  calculer  trois 
des  six  éléments  (pseudo-côtés  et  pseudo-angles)  d'un  triangle  eu 
fonction  des  trois  autres,  et  la  question  est  déterminée  dans  le 
m.ême  cas  que  pour  les  triangles  rectilignes,  de  sorte  que  les  cas 
d'égalité  des  triangles  pseudo-rectilignes  sont  les  mêmes  que  ceux 
des  triangles  rectilignes  ordinaires;  mais  cette  égalité  n'implique 
jusqu'ici  que  l'égalité  respective  des  six  éléments  en  question. 

Lorsque,  dans  un  pseudo-plan,  l'angle  de  deux  pseudo-droites 
est  composé  de  deux  angles,  le  pseudo-angle  total  vaut  aussi  les 
sommes  des  deux  pseudo-angles  partiels.  —  Le  pseudo-angle  de  zéro 
est  zéro.  —  Le  pseudo-angle  d'un  angle  égal  à  deux  angles  droits  vaut 
deux  angles  droits. 

Les  considérations  qui  précèdent  suffiraient  au  hesoin  pour  établir 
toute  la  Géométrie  dans  ce  nouvel  ordre  d'idées,  en  rcmj)laçant  les 
droites,  plans,  angles,  aires,  volumes  parles  pseudo-droites,..., pseu- 
do-vol urnes  ('). 

(')  I.a  psoudo-aiie  d'un  rectangle  infiniment  ijclit  serait  le  produit  des  pseudo- 
longueurs de  ses  côtés;  de  même  pour  les  pseudo-volumes. 
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En  particulier,  on  démontrerait,  d'après  Euclide,  que  la  pseudo- 
droite est  la  plus  courte  pseudo-longueur  entre  deux  points,  ce  que 
l'on  pourrait  faire  aussi  par  le  calcul  intégral,  d'après  M.  Flye 
Sainte-Marie. 

INIais  il  importe  d'examiner  ce  que  deviendrait  la  considération 
du  mouvement  d'iui  système,  rigide  ou  solide,  que  l'on  peut  intro- 
duire dans  les  démonstrations  géométriques. 

La  possibilité  du  mouvement  d'un  système  solide  consiste  en  ce 
que  l'on  jjeut,  sans  changer  aucun  élément  linéaire  et  par  conséquent 
sans  qu'aucune  ligne  ni  aucune  surface  change  de  forme,  i°  faire 
décrire  à  un  point  A  de  ce  système  une  trajectoire  déterminée  ; 
2°  fixer  d'avance  pour  tous  les  points  de  cette  trajectoire  la.  posi- 
tion d'une  droite  B  passant  par  le  point  A;  3"  fixer  d'avance  pour 
tous  ces  mêmes  points  la  position  d'un  plan  C  contenant  la  di-oite  B. 

Or,  on  peut  aussi,  sans  changer  aucun  élément  pseudo-linéaire 
(et  par  conséquent  en  changeant  la  forme  des  lignes  et  des  surfaces 
de  manière  que  les  pseudo-droites  et  pseudo-plans  restent  tels), 
1°  faire  décrire  à  un  point  A  du  système  une  trajectoire  déterminée-, 
2°  fixer  d'avance  pour  tous  les  points  de  cette  trajectoire  la  position 
d'une  pseudo-droite  B  passant  par  le  point  A;  3°  fixer  d'avance 
pour  tous  ces  mêmes  points  la  position  d'un  pseudo-plan  C  conte- 
nant la  pseudo-droite  B. 

Pour  le  démontrer,  ou  appellera  7»,  7z,  p  les  coordonnées  du  point 
A  dans  sa  première  position;  m\  n\p'  ses  nouvelles  coordonnées 
dans  une  position  quelconque  sur  la  trajectoire  qu'il  doit  décrire  -, 
on  écrira  les  équations  des  pseudo-droites  B  et  B',  des  pseudo-plans 
C  et  C,  les  accents  indicjuant  les  positions  nouvelles.  Considérant 
ensuite  lui  point  cj^uelconque  XYZ  dans  la  première  position,  on 
pourra  calculer  en  fonction  de  w,  /z,  p,  et  des  constantes  contenues 
dans  B  et  C  :  i°  le  pseudo-angle  du  pseudo-plan  BXYZ  avec  le 
pseudo-plan  C  ;  2°  le  pseudo-angle  de  B  avec  (  AXYZ)  ;  3°  la  pseudo- 
longueur (A  —  XYZ).  On  pourra,  dans  la  position  A',  chei-cher  le 
point  X'Y'Z',  tel  que  ces  mêmes  éléments  (B'X'Y'Z'  —  C), 
(B'  —  A'X'Y^Z'),  (A' —  X'Y'Z')  soient  respectivement  égaux  aux 
précédents.  Alors  on  cllectuera  le  mouvement  de  telle  manière  que 
tous  les  points,  tels  que  XYZ,  se  transportent  aux  f)oints  corres- 
pondants X'Y''Z'. 

Cherchant,  dansla  première  position,  la  pseudo-distance  <x  de  deux 
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points  XYZ,  Xi  Yi  Z,,  et  dans  la  seconde  la  pseudo-distance  a.'  des 
deux  points  correspondants  X'Y' Z',  X',  Y',  Z', ,  on  trouvera  a  =  a', 
ce  qui  prouve  que  le  mouvement  peut  se  faire  ainsi  qu'on  l'a  annoncé. 
On  se  trouve  maintenant  en  possession,  pour  les  pseudo-droites,..., 
des  mêmes  principes  que  l'on  admettait  pour  les  droites,...,  antérieu- 
rement au  postulaLum  d'Euclide.  S'il  existait  donc  une  démonstra- 
tion de  ce  postulaliun  (ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  somme  des 
angles  d'un  triangle  rectiligne)  basée  uniquement  sur  lesdits  prin- 
cipes, on  pourrait  la  répéter  pour  un  triangle  pseudo-rectiligne  et 
l'on  démontrerait  que  dans  un  tel  triangle  la  somme  des  trois  pseu- 
do-angles vaut  deux  angles  droits,  ce  qui  n'est  pas  exact. 

Nous  avons  cru  inutile  d'allonger  cette  Note  en  développant  les 
calculs,  identiques  à  ceux  que  l'on  serait  obligé  de  faire  dans  la 
Géométrie  abstraite  pour  vérifier  les  propriétés  correspondantes  des 
lignes  droites  et  des  plans.  Cette  interprétation  toute  géométrique  et 
réelle  des  formules  non-euclidiennes  se  distingue  surtout  de  celles 
qui  l'ont  précédée  par  cette  circonstance  :  que  l'impossibilité  de 
trouver  une  contradiction  dans  le  système  non-euclidien  doit  se 
manifester,  si  elle  existe,  après  un  nombre  limité  de  calculs  déter- 
minés. En  effet,  si  ceux  que  nous  avons  indiqués  plus  baut  réus- 
sissent (et  l'on  n'en  saurait  douter  après  avoir  lu  le  livre  de  M.  Flye 
Sainte-Marie),  à  toute  contradiction  ultérieure  dans  la  Géométrie 
imaginaire  correspondrait  une  contradiction  dans  la  Géométrie 
réelle. 

On  peut  donc  dire  maintenant  avec  certitude  que  l'axiome  XI 
d'Euclide  n'est  pas  une  conséquence  des  principes  antérieurs  de  la 
Géométrie  etne  peut  être  introduit  que  comme  principe  expérimental 
séparé. 

Nous  sommes  loin  de  prétendre  cependant  que  cette  certitude  ré- 
sulte uniquement  des  explications  qvie  nous  venons  de  donner  et  qui 
ne  sont  que  le  développement  ou,  si  l'on  veut,  la  matérialisation  des 
idées  de  nos  devanciers.  Ces  explications,  qui  étaient  nécessaires 
pour  nous,  ne  le  sont  peut-être  pas  pour  d'autres,  et  nous  ne  les 
considérerions  comme  formant  une  méthode  nouvelle  que  si  nos 
devanciers,  et  en  particulier  M.  Flye  Sainte-Marie,  i-efusaient  d'y 
voir  le  complément  naturel  de  leurs  propres  idées. 

Dans  toute  la  théorie  de  l'axiome  XI  d'Euclide  qui  précède,  on 
admet  sans  discussion  les  principes  antérieurs,  mais  une  autre  partie 
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de  la  Géométrie  pliilosopliique  consiste  dans  l'examen  de  ces  prin- 
cipes, l'étude  de  leur  origine,  et  leur  réduction  au  moindre  nombre 
possible.  Celte  j)artie,  malgré  de  nombreux  et  remaixjuables  travaux, 
est  moins  avancée  que  celle  qui  se  rapporte  au  postulat  uni.  M.  Flye 
Sainte-Marie  s'en  occupe  aussi  dans  un  Chapitre  complémentaire, 
mais  il  n'entre  pas  véritablement  dans  le  fond  de  la  question.  Il  ne 
clierche  point  à  réduire  le  nombre  des  principes  fondamentaux  au 
minimum  ;  car  ceux  qu'il  admet  et  auxquels  il  ramène  les  autres 
sont  évidemment  trop  nombreux. 

Nous  signalerons  cependant  : 

1°  Son  premier  principe  :  l'admission  a  priori  de  la  notion  du 
plus  et  du  moins  dans  les  longueurs  comptées  sur  des  lignes  quel- 
conques, principe  qui  nous  parait  eiTectivement  indispensable  dans 
l'état  actuel  de  cette  partie  de  la  Science  et  qui  d'ordinaire  n'est  pas 
mentionné  explicitement.  Notons  d'ailleurs  que,  eu  égard  à  l'usage 
qu'on  doit  en  faire,  cette  notion  peut  être  remplacée  par  celle  du 
plus  et  du  moins  dans  la  distance  absolue  de  deux  points  mathé- 
matiques (abstraction  faite  de  tout  movcn  de  mesure). 

2°  Sa  démonstration  de  l'existence  du  plan,  qui  est  exacte,  bien 
qu'elle  ne  soit  peut-être  pas  complètement  nouvelle. 

En  somme,  il  nous  parait  incontestable  que  l'Ouvrage  de  M.  Flye 
Sainte-Marie  contribuera  efficacement  aux  progrès  ultérieurs  de  la 
Géométrie  philosophique,  et  nous  pensons  que  l'Auteur  obtiendra 
des  résultats  importants  s'il  veut  bien  appliquer  les  facultés  d'ab- 
straction dont  il  est  si  rcmarqualjlemcnt  doué  à  l'étude  plus  appro- 
fondie des  matières  qu'il  a  effleurées  dans  son  Chapitre  complémen- 
taire. De  Tilly. 


REVUE   DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOUR^xlL  FiJu  DIE  HEIKE  UKD  ANGEWAKDTE  Mathematik,  hcrausgc- 
gebcn  von  C.-W.  Borchardt  ('). 

T.  71  (Suite);  1870. 

Thomae  (J.).  — Mémoire  sur  la  détermination  (/e  6(0,  o, .  .  .  ,0) 
par  les  modules  des  fonctions  algébriques.  (22  p.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  24. 
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Consulter  le  travail  du  même  Auteur,  t.  66  du  Journal  et 
t.  YII,  p.  427,  du  Zeitsclirift  fur  Mathematik  und  PJijsik. 

Prym  (F.-E.).  —  Démonstration  de  deux  théorèmes  de  la 
théorie  des  fonctions .  (i4  p-) 

KiRCHHOFF  (G.).  —  Sur  le  mou%'ement  d'un  solide  de  j-éi-olution 
dans  un  fluide.  (26  p.) 

Dans  leur  Traité  de  Philosophie  naturelle,  MM.  Tliomson  et 
Tait  ont  étudié  le  mouvement  d'un  solide  de  révolution  dans  un 
fluide  et  l'ont  résolu  sous  la  condition  que  le  corps  solide  ne  tourne 
pas  autour  de  son  axe  et  que  cet  axe  demeure  dans  un  plan  fixe. 
M.  Kirclihofl"a  reconnu  que  le  problème  pouvait  être  traité,  même 
sans  cette  restriction,  par  le  seul  emploi  des  fonctions  elliptiques. 

L'Auteur  donne  les  équations  ditlërentielles  du  mouvement  en 
faisant  les  suppositions  suivantes  :  un  corps  solide,  de  forme  quel- 
conque, ayant  sa  masse  distribuée  d'une  manière  quelconque,  se 
meut  dans  un  fluide  incompressible,  bomogène,  limité  par  une  sur- 
face fixe,  fermée,  située  à  l'infini.  Le  fluide  est  dénué  de  frotte- 
ment. Les  forces  qui  agissent  sur  le  corps  ont  un  potentiel  qui  ne 
dépend  que  de  la  position  du  corps.  Ou  ne  suppose  pas  dans  le 
fluide  de  mouvement  tourbillounaire.  Les  vitesses  varient  partout 
dans  le  fluide  d'une  manière  continue  avec  la  position  du  lieu  con- 
sidéré; cette  supposition  exclut  le  cas  où,  de  la  surface  du  corps, 
partirait  une  surface  qui,  semblable  à  celle  d'un  rayon  qui  se  meut 
dans  un  fluide  bomogène,  entraînerait  des  portions  de  ce  fluide  ayant 
des  vitesses  différentes.  Enfin,  le  système  a  été  tiré  de  l'état  de 
repos  par  l'action  des  forces  qui  ont  agi  sur  le  corps.  Cette  suppo- 
sition constitue  une  limitation  du  problème  dans  le  cas  où  l'espace 
rempli  par  le  fluide  est  à  connexion  multiple,  où  le  corps  a,  par 
exemple,  la  forme  d'un  amieau. 

Enfin,  pour  rendre  possible  l'intégration  du  problème,  on  sup- 
pose plus  tard  que  les  forces  qui  agissent  sur  le  corps  s'évanouissent, 
que  la  surface  du  corps  est  de  révolution,  la  distribution  de  la 
masse  étant  syméti-ique  autour  de  l'axe. 

Quant  à  la  partie  analytique  très-élégante  du  Mémoire,  nous  en 
avons  dit  quelques  mots  dans  le  compte  rendu  d'un  Mémoire  pos- 
térieur de  M.  Clebsch  sur  le  même  sujet  (  '}. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  Il,  p.  358. 
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KiRCHnoFF  (G.).  —  Sur  les  forces  que  deux  anneaux  solides  inji- 
niment  minces  placés  dans  un  fluide  paraissent  exercer  l' un  sur 
l'autre,  (i  i  p.) 

Si  un  corps  solide  est  placé  dans  un  fluide  en  mouvement,  il  est 
soumis  à  l'action  de  pressions  qui,  en  général,  ne  se  font  pas  équi- 
libre. Si  dans  le  voisinage  du  premier  corps  on  place  un  deuxième 
solide,  il  exercera  une  influence  sur  le  mouvement  du  fluide  et,  par 
conséquent,  sur  les  pressions  qui  sollicitaient  le  premier  corps.  Si 
ces  pressions  se  font  équilibre  sur  le  premier  corps  quand  le 
deuxième  est  à  l'infini,  et  qu'elles  cesseut  de  se  détruire  quand  ce 
deuxième  corps  est  rapproché  à  une  distance  finie,  on  peut  dire 
qu'il  exerce  une  action  apparente  sur  le  premier.  C'est  un  cas  qui 
se  réalise  si  les  deux  corps  sont  des  anneaux  infiniment  minces  et  si 
le  fluide  a  le  mouvement  le  plus  général  qu'il  puisse  avoir  quand  il 
est  supposé  à  l'état  de  repos  à  l'infini.  Les  hypothèses  faites  sur 
les  fluides  sont,  d'ailleurs,  les  mêmes  que  dans  le  Mémoire  pré- 
cédent. Quant  à  la  forme  des  anneaux,  on  suppose  que  chacun 
d'eux  a  une  ligne  médiane,  de  forme  quelconque,  et  que  les  sections 
normales  en  chaque  point  sont  des  cercles  de  rayon  infiniment 
petit  et  constant,  ayant  leur  centre  sur  la  médiane. 

En  tenant  compte  des  précédentes  suppositions,  l'auteur  dé- 
montre que  les  forces  apparentes  qui  agissent  sur  les  deux  anneaux 
sont  les  mêmes  que  les  actions  qui  se  produiraient  si  les  deux  an- 
neaux étaient  parcourus  par  deux  courants  électriques. 

LiPSCHiTz  (R.).  —  Développement  de  /juelt/ues  propriétés  des 
formes  quadratiques  de  n  différentielles.  (2  art.  ;  22  p.) 

Ces  recherches  considérables  ont  leur  origine  dans  des  travaux  an- 
térieurs, puLliés  au  T.  70,  par  'SIM.  Christoll'el  etLipschitz,  sur  les 
formes  homogènes  à  «  ditîerentielles.  Si  l'on  considère  l'expression 

f{dx,,  dx-:, . . . ,  dxn  ) 

fonction  homogène  des  n  diUérentielles  dxx.,  dxn, .  .  . ,  dx^  dont  les 
coefiScients  sont  des  fonctions  c|uelconqucs  des  variables  Xi,  x^, 
X3,. .  .,  a"„,  on  a  ce  que  MM.  Lipschitz  et  ChristofTel  appellent, 
avec  raison,  des  formes  homogènes  de  difTérentielles.  De  telles 
expressions,  quand  elles  sont  quadratiques,  jouent  un  rôle  des  plus 
importants  en  .Mécanique  et  en  Géométrie,  et  l'on  peut  dire  que  le 
problème  général  de  la  Mécanique  n'est  qu'une  extension  du  pro- 
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Llèuie  des  lignes  géodésiques.  D'autre  part,  dans  ces  derniers  temps, 
les  conceptions  nouvelles  sur  le  postulatuin  d'Euclide,  les  travaux 
de  Riemann  ont  conduit  à  la  considération  des  espaces  à  un  nombre 
quelconque  de  dimensions.  On  voit  donc  tout  l'intérêt  que  peuvent 
avoir  des  rcclierclies  telles  que  celles  dont  nous  parlons,  intérêt 
qu'avait  reconnu  et  signalé,  il  y  a  bien  longtemps,  jM.  Liouville 
dans  une  Note  de  sou  Jour-nal  {^).  Les  reclierches  actuelles  de 
JM.  Lipscliitz  ayant  été  suivies  de  plusieurs  autres  Communications, 
nous  en  ferons  l'objet  d'une  étude  d'ensemble,  quand  elles  seront 
terminées.  Nous  regrettons  seulement  que  l'Auteur  n'ait  pas  jugé 
à  propos  d'exposer  les  résultats  obtenus  avec  le  développement 
qu'ils  méritent  et  de  manière  à  les  rendre  facilement  accessibles. 

Bachmakn  (P.).  —  Sur  la  tratjsfonnation  des  Jon/ies  quadi'a- 
tlques  ternaires .  (8p.) 

M.  Hermite  a  donné,  dans  le  Journal  de  Crelle,  t.  47,  p.  4i5ï, 
des  formules  qui  contiennent  toutes  les  transformations  d'une 
forme  quadratique  en  elle-même.  L'Auteur  se  propose  de  recher- 
cber  sous  quelles  conditions  les  formules  donnent  les  transforma- 
tions à  coefficients  entiers  et  il  se  borne,  d'ailleurs,  à  l'examen  d'un 
cas  du  problème. 

Prym   (F.-E.).  —   Sur  une   intégrale  prise  sur    un    contour. 

(lop.) 

Pochham:mer  (L.).  — ■  Sur  les  fondions  hyper  géométrie]  ues  du 
n'"""  ordre.  (87  p.) 

L'Auteur  remarque  que  la  méthode  appliquée  par  Riemann  à  la 
série  hypergéométrique,  et  dans  laquelle  on  définit  une  fonction 
par  ses  seules  discontinuités,  peut  être  étendue  aune  suite  de  fonc- 
tions analogues  satisfaisant  à  des  équations  dillérenticlles  du  «'^"° 
ordre,  et  qui  conservent  la  plupart  des  propriétés  de  la  série  hyper- 
géométrique.  Cet  article  a  donné  lieu  à  des  remarques  de  3L  Fuclis, 
dont  l'indication  se  trouve  plus  loin. 

Heike  (E.).  —  Sur  les  séries  trigonoinétriques.  (i3  p.) 

Schubert.  —  Sur  la  théorie  des  caractéristii/ues.  (21  p.) 
L'Auteur  se  proj)ose  dans  ce  ÎMémoirc  de  donner  des  démonstra- 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  1.  XVll,  p.  47S, 
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lions  des  nombreuses  propositions  dues  principalement  à  M.  Cliasles 
et  relatives  à  la  théorie  des  caractéristiques  des  surfaces.  Les  résul- 
tats trouvés  sont  en  pleine  concordance  avec  les  nombres  de 
M.  Cliasles,  comme  l'indique  l'Auteur  dans  un  tableau  placé 
presque  à  la  fin  du  Mémoire.  M.  Scliid)ert  a  calculé  le  nombre  des 
surfaces  qui  en  touchent  neuf  autres,  et  il  trouve  6Ô6  841  088. 

Lappe  (J.).  —  Sur  le  t/icorcme  de  Feuerhach  relatif  au  triangle 
plan.  (4  p.) 

Ou  sait  que  c'est  le  théorème  relatif  aux  contacts  entre  le  cercle 
des  9  points  et  les  cercles  tangents  aux  3  côtés  d'un  triangle. 

T.  72;  1870. 

LiPSCHiTz  (Pi.)  —  Suite  des  recherches  sur  les  fonctions  homo- 
gènes de  n  difj'érenlielles.  (56  p.) 

Helmholtz.  —  Sur  les  équations  du  mouvement  de  l électricité 
pour  les  corps  conducteurs  au  repos.  (78  p.) 

Voici  comment  l'illustre  physicien  caractérise  ses  recherches  : 
«  J'ai  été  amené,  à  l'occasion  de  certaines  expériences,  à  étudier 
de  quelle  manière  les  courants  électriques  commencent  à  se  produire 
à  l'intérieur  d'un  corps  conducteur.  Les  équations  du  mouvement 
des  courants  électriques  d'intensité  variable  pour  les  conducteurs  à 
trois  dimensions,  qui  se  déduisent  de  l'hypothèse  remarqualjle  de 
AI.  H.  Weber  sur  le  mode  des  actions  électriques  à  distance,  ont  été 
développées  par  AL  KirchhoÛ'  ('  )  et  employées  avec  succès,  en  par- 
tie par  lui,  en  partie  par  d'autres  géomètres,  pour  l'explication  de 
quelques  phénomènes.  Dans  mon  essai  pour  les  appliquer  à  une  nou- 
velle question,  apparurent  des  conséquences  physiquement  inaccep- 
tables, et  un  examen  plus  rigoureux  me  convainquit  bientôt  que  la 
cause  en  était  dans  les  principes  de  la  théorie  et  que,  d'après  les 
conséquences  de  la  théorie  de  Weber,  l'équilibre  de  l'élasticité  au 
repos  dans  un  corps  conducteur  devrait  être  instable,  et  que,  par 
suite,  cette  théorie  conduit  à  admettre  la  possibilité  de  courants 
électriques  dont  l'intensité  deviendrait  de  plus  en  plus  grande. 

»  Au  contraire,  quand  j'essayai  de  former  les  nouvelles  équations 
du  mouvement  dans  lesquelles  j'utilisais,  au  lieu  de  la  loi  de  Weber, 

(')  Juiiales  de  Poggendorff,  t.  Cil,  p.  523. 
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la  lormulc  qui  a  servi  de  base  à  la  théorie  de  l'iuduction  de  M.  F.- 
E.  JXeiimaun  (le père),  j'obtins  des  équations  qui  pouvaient  être  em- 
ployées et  qui  conduisaient  à  un  équilibre  stable  pour  l'électricité 
au  repos.   » 

D'après  cela,  la  marche  suivie  par  M.  Helmholtz  a  été  la  sui- 
vante. 11  a  laissé  indéterminée  la  loi  d'après  laquelle  agissent  deux 
éléments  de  courant,  en  n'acceptant,  bien  entendu,  que  les  lois  théo- 
riques compatibles  avec  la  formule  découverte  par  Ampère,  mais  en 
rejetant  de  plus  celles  de  ces  lois  qui  ne  conduisent  jias  à  uu  équi- 
libre stable  pour  l'électricité  au  repos. 

L'Auteur  cite  les  auteurs  suivants  de  recherches  sur  le  sujet  dont 
il  s'occupe  : 

Grass>l\xx.  —  Neue  Théorie  der  Electrodynamik.  [Annales  de  Poggemlnrff, 
T.  LXIV,  1845.) 

KiRcnnoFF. —  Die  mathematischen  Gesetze  der  inducirten  elektrischen  Strome 
[Schriftcn  der  Berlincr  Akad.  d.  JVissensch.,  i845.)  —  Ueber  ein  allgemeines 
Princip  der  matliematischen  Théorie  inducirter  elektrischer  Slrbme.  Berlin, 
Reiraer,  1848. 

Neumann  (C).  —  Naehrichtcn  von  der  Kônigl.  Gesellschnft  d.  JFiss.  zu  GôC- 
iingen,  16  juin  186B. 

Maxwell  (Cl.).  —  PhihsopJdcal  Transactions.  P.  I,  p.  459.  Londres. 

JOCHMAXN.  —  Journal  de  Borchardt,  T.  LXIII,  p.  1 58- 178,  Sag-SSi. 

LoRBERG.  —  Môme  Recueil,  T.  LXXI,  p.  53. 

Weber  (H.).  —  Eleclrodynamische  .Maasbestimraungen. 

Cantou  (G.).  - —  Sur  un  théorème  concernant  les  séries  trigono- 
rnétrù/ues.  (9  p.) 

Cantor  (G.). —  Démonstration  t/u  une  Jonction  donnée  pour 
chaijue  valeur  réelle  de  x  par  une  série  trigonométrique  peut 
être  développée  d' une  seule  manière  en  une  série  de  cette  forme. 

(4  p.) 

EisENLOHR  (F.).  —  Sur  la  représentation  conforme  des  surfaces. 

(9P-)    _ 

Depuis  les  recherches  de  Lambert,  de  Lagrange  et  de  Gauss,  on 
s'est  proposé,  dans  toutes  les  représentations  de  la  surface  de  la 
Terre  sur  un  plan,  que  ces  ref>résentations  soient  conformes,  c'est 
à- dire  qu'elles  aient  lieu  avec  similitude  des  éléments  infiniment 
petits.  Mais,  parmi  les  représentations  d'une  surface  sur  une  autre, 
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il  y  en  a  un  nombre  infini  qui  remplissent  cette  première  condi- 
tion. Nous  croyons  que  c'est  M.  Tcliebvchef  qui  s'est  le  premier  pro- 
'  posé  de  choisir,  parmi  toutes  ces  représentations,  celle  qui  convient 
le  mieux  à  la  surface  d'un  pays.  M.  H.  Weber,  dans  un  remar- 
quable Mémoire,  inséré  au  tome  67  du  Journal  de  Boj-chnrdt, 
a  cliercbé  à  définir  le  défaut  d'un  point  de  la  carte  en  le  mesurant 
par  le  logarithme  du  rapport  de  l'amplification  en  ce  point  à  la 
même  amplification  prise  comme  unité  dans  un  point  fixe  de  la 
carte,  et  alors,  d'après  les  principes  de  la  méthode  des  moindres  car- 
rés, il  a  cherché  le  minimum  d'une  intégrale  dont  l'élément  est  le 
carré  du  logarithme  précédent  multiplié  par  l'élément  de  la  surface 
à  représenter.  Ce  géomètre  a  été  ainsi  conduit  à  l'intégration  d'une 
équation  diOërentielle  très-compliquée  du  4°  ordre.  M.  Eisenlohr 
traite  la  même  question,  mais  en  employant  un  autre  élément  que 
M.  Weber  pour  la  mesure  du  défaut  de  la  carte  en  chaque  point. 

Kkosecker  (L.).  —  RemaïUjues  su/'  la  tlieo/'ie  des  détermûiants . 

(24  p.) 

Ces  remarques,  faites  sous  forme  de  lettres  à  M.  Baltzer,  sont 
très-intéressantes  et  se  rapportent  à  différents  sujets.  JNous  saisirons 
cette  occasion  pour  recommander  la  notation  de  M.  Kronecker  pour 
les  déterminants. 

représente  le  déterminant  Z±  rtn^jj. .  .a„„  des  éléments  au.  On 
pourrait,  de  même,  quand  les  différentes  lignes  ne  diffèrent  que  par 
les  indices,  écrire 

I  «.,  h„  c„  </„...  i  . 

KoExiGSBERGETv.  —  Recliciches  algéhricjues  sur  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  (  jp  p.) 

La  théorie  de  la  transformation  fournit,  en  dehors  des  équations 
modulaires,  une  suite  d'autres  équations  algébriques  tout  aussi 
importantes  :  ce  sont  celles  qui  donnent  le  multiplicateur  de  la 
transformation  et  le  produit  du  module  transformé  par  son  com- 
plémentaire. Le  P.  Joubert  et  M.  Hcrmite  ont  déjà  indiqué 
quelques  propriétés  importantes  de  ces  équations.  M.  Koenigsber- 
ger  développe  leur  théorie  générale,  analogue  à  celle  qu'il  a  déjà 
donnée  pour  les  équations  modulaires  dans  son  Livre  Sur  la  trans- 
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formation  des  fonctions  elliptiques.  Le  travail  actuel  est  une  suite 
très-rcmarquable  de  l'Ouvrage  que  nous  venons  de  citer. 

Fucus  (L.).  —  Remarques  sur  le  Mémoire  de  M.  Pochham- 
mer.  (8  p.) 

ScHLAEFLi    (L.).  —    Sur    l'équation   aux    dérivées    partielles 

L'équation  dont  s'occupe  M.  Scliliifli  est,  comme  on  sait,  celle 
qu'on  rencontre  dans  la  théorie  de  la  chaleur,  et  qui  convient  au 
mouvement  de  la  chaleur  dans  les  corj)s  à  une  dimension.  L'Auteur 
l'intègre  par  un  procédé  simple,  et  il  montre  que  les  résultats 
obtenus  par  lui  permettent  d'exprimer  avec  facilité  les  conditions 
aux  limites  dans  les  problèmes  les  plus  simples.  Ces  problèmes  sont 
ceux  qui  ont  été  traités  par  Riemaun  dans  ses  Leçons,  publiées  par 
M.  K.  Hattendorir. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  irn'olations  de  degré  supérieur.  (8  p.) 

Ce  travail  considère  surtout  les  involutions  rapportées  aux 
points  et  aux  tangentes  d'une  conique.  Il  est,  en  effet,  très-avan- 
tageux, comme  l'ont  fait  d'ailleurs  implicitement  ou  explicitement 
plusieurs  géomètres,  de  considérer  les  involutions  sur  une  conique  : 
cette  considération  permet  de  substituer  à  la  théorie  des  courbes 
celle  des  involutions  de  degré  supérieur,  et  réciproquement. 
M.  Weyr  démontre  quelques  propositions  ék-gantes,  les  suivantes, 
par  exemple  : 

Si  deux  polygones  à  n  sommets  sont  inscrits  dans  une  conique, 
leurs  «(«  —  i)  côtés  touchent  une  courbe  de  («  —  i^'cme  qI^ssç  jJ  y 
a  alors  une  infinité  de  polygones  semblables  inscrits  dans  la  conique 
et  circonscrits  à  la  courbe  de  («  —  lyeme  ^jasse. 

Si  un  polygone  à  n  sommets  inscrit  dans  une  conique  est  circon- 
scrit à  une  courbe  C„_,  de  la  [/i  —  ij'<;m«  classe,  il  y  a  une  infinité 
de  polygones  jouissant  de  la  même  propriété  par  rapport  aux  deux 
courbes. 

E.EYE  (Th.).  — 3Ioments  d' inertie  et  de  degré  supérieur  d'un 
système  de  masses  par  rapport  à  un  plan.  (33  p.) 

L'Auteur  appelle  a"=™^  moment,  par  rapport  à  un  plan  P,  d'un 

■corps  quelconque  l'intégrale    /  r'dm  étendue  à  toute  la  masse  du 

Bull,  des  Sciences  malhéin.  et  astron.,  t.  III.  (Mai  1S72.)  lO 
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corps  cl  où  r  désigne  la  distance  de  la  masse  dm  au  plan  P.  Pour 
«  =  I  on  a  le  moment  staticfue,  pour  a  =  2  le  moment  d'inertie; 
\e  moment  général  sera  désigné  par  l'ordre  de  a.  M.  Reye  démontre 
plusieurs  théorèmes  au  sujet  de  ces  moments.  Tous  les  plans  de 
l'espace  pour  lesquels  le  moment  a  une  valeur  donnée  enveloppent 
une  surface  de  classe  non.  in  suivant  que  ii  est  pair  ou  impair.  Ces 
surfaces  forment  un  faisceau  tangentiel,  etc.  Cela  posé,  l'Auteur  se 
propose  la  question  principale  suivante  ;  Quelle  que  soit  la  forme 
du  corps,  peut-oa  trouver  un  système  de  masses  réparties  en  un 
nombre  limité  de  points  et  telles  que  le  moment  de  ces  masses 
puisse  poiu"  tous  les  plans  remplacer  celui  du  cor^is?  Il  montre  qu'à 
ce  point  de  vue  un  corps  quelconque  peut  être  remplacé,  en  géué- 

,  «(«  +  l)(«+2)  .  ,  . 

rai,  par ^-^-5 points,  et,  dans  certains  cas,  par  un  nom- 
bre moindre. 

JoEUKES.  ■ —  Quelques  théorèmes  généraux  sur  les  courbes  planes 
et  sur  les  surfaces  avec  des  applications  aux  courbes  et  aux  sur- 
faces du  2'  et  du  3'  ordre.  (i3  p.) 

P^iNVO  (L.).  —  Courbure  en  un  point  mulliple  d'une  surface. 

(10  P) 

Cette  étude,  très-utile  et  très-bien  ordonnée,  comble,  d'une  ma- 
nière avantageuse,  une  lacune  qui  existait  dans  la  ibéorie  de  la 
courbure  des  surfaces.  Citons  quelques  résultats  : 

Le  théorème  deMeusnier  est  vrai  pour  un  point  multiple,  pourvu 
que  le  plan  sécant  tourne  autour  d'une  tangente  proprement  dite  à 
la  surface  en  ce  point  multiple. 

Lorsqu'une  surface  S  possède  un  point  O,  multiple  d'ordre  p.,  si 
un  plan  tourne  autour  du  point  O,  le  lieu  des  centres  des  cercles 
osculateurs  en  O  aux  diverses  branches  des  sections  faites  par  ce 
plan  est  une  surface  (F)  d'ordre  p[p  -h'i).  Le  point  O  est  un  point 
mulli^jle  d'ordre  p{p  +  2)  pour  la  surface  (F)  ;  le  cône  des  direc- 
tions asymplotiques  de  cette  surlace  se  compose  de  p  fois  le  cône 
imaginaire  x"  -h  j^  -f-  s*  =  o  et  de  p(p  -1-  i)  plans  respectivement 
perpendiculaires  aux  tangentes  iuflexionnelles  de  la  surface  S  rela- 
tives à  son  point  multiple. 

Le  Mémoire  se  termine  par  l'examen  plus  détaillé  du  point 
double. 


< 
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Sturm  (R-).  —  'Siii'  les  singularités  de  la  surface  générale  du 
n"""  ordre.  (10  p.) 

Le  but  de  l'Auteur  est  de  démontrer,  par  une  méthode  plus  géo- 
métrique, les  formules  relatives  aux  singularités  de  la  surface  géné- 
rale du  «'*""  ordre,  données  dans  la  Géométrie  analytique  de 
l'espace  de  M.  Salmou  (éd.  ail.,  t.  II,  art.  SaS,  826,  336-339). 
Les  principaux  nombres  déterminés  sont  les  suivants  :  degré  de  la 
surface  réglée  formée  par  les  droites  coupant  en  4  points  consécu- 
tifs de  la  surface  formée  par  les  tangentes  d'inflexion,  par  les  tan- 
gentes douLles  coupant  une  courbe,  etc.,  etc. 

ScHLAEFLi  (L.) .  — Démonstration  des  tables  de  M.  Hei'mite pour 
la  transfor-mation  des  fonctions  elliptiques  modulaires,  (lo  p.) 

Il  s'agit  des  fonctions  considérées  dans  le  travail  de  M.  Hermite  : 
Sur  la  théorie  des  équations  modulaires  et  la  résolution  de  l'équa- 
tion du  5'  degré  (iSjg),  dont  nous  avons  déjà  parlé  ('). 

Geiser  (F.).  —  Les  théorèmes  de  Steiner  sur  les  tangentes 
doubles  des  courbes  du  4'  degré.  (9  p.) 

L'Auteur  fait  remarquer  qu'on  n'a  pas  clierché  à  démontrer  par 
la  Géométrie  tous  ces  théorèmej  énoncés  par  Steiner  dans  le  Jour- 
nal de  Crelle. 

Le  Mémoire  actuel  a  pour  but  de  combler  cette  lacune,  au  moins 
pour  les  théorèmes  principaux  de  Steiner.  M.  Geiser  suit  d'ailleurs 
la  marche  qui  avait  été  indiquée  par  Steiner,  et  il  commence  par 
étudier  les  propriétés  des  coniques  tangentes  en  quatre  points  à  une 
courbe  du  4°  ordre.  Dans  le  dernier  paragraphe  de  son  Mémoire, 
l'Auteur  énonce  une  proposition  dont  nous  ne  connaissons  pas  la 
démonstration  :  Les  sui-faces  du  2"  ordre  faisant  partie  d'un  réseau 
peuvent  toujours  être  considérées  comme  les  premières  polaires 
d'une  surface  du  3"  ordre. 

(')  \oiT  Buiïeiin,  t.  II,  p.  353. 
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COMPTES  REINDUS  hebdojiadaires  de  l'Académie  des  Sciesces, 
publiés  par  ÎMM.  les  Secrétaires  perpétuels. 

T.  LXXIV. 

N"  S.  Séance  ilu  19  février  1872. 

Delaunay.  —  liemcu-ques  au  sujet  des  expériences  de  M.  Tf'olJ 
sur  le  pouvoir  réflecteur  des  /niroirs  en  verre  argenté. 

Vaillant  (le  maréchal).  —  Sur  les  phénomènes  qui  donnent 
naissance  aux  aurores  boréales. 

CiOTTi.  —  Sur  l'emploi  des  lames  élastiques  vibrantes  comme 
moyen  de  propulsion. 

Respighi.  —  Sur  l'analyse  spectrale  de  la  lumière  zodiacale. 

LoEWY  et  Tisserand.  —  Sur  la  recherche  de  la  planète  perdue 
@  Dj  ke. 

Zeuthen.  —  DéterminatioJi  des  caractéristiques  des  systèmes 
élémentaires  de  cubiques. 

M.  Chasles,  011  présentant  ce  travail  de  M.  Zeutlien,  ajoute  les 
remarques  suivantes  : 

«  La  méthode  de  M.  Zcutheii  (  pour  déterminer  les  caractéris- 
tiques des  systèmes  de  coniques)  repose  sur  la  détermination  de 
l'ordre  de  multiplicité  des  coniques  exceptionnelles  ou  quasi-co- 
niques, qui  existent  dans  presque  tous  les  systèmes  de  coniques 
satisfaisant  à  quatre  conditions  données,  et  dont  il  faut  tenir 
compte  -,  recherches  souvent  trcs-épincuscs,  surtout  dans  les  ques- 
tions de  contact  d'ordre  supérieur,  et  dont  l'Auteur  a  surmonté  les 
diflicultés  avec  autant  de  rigueur  que  de  talent  et  de  sûreté  de  juge- 
ment. 

»  Le  travail  actuel,  qui  présentait  aussi  des  difficultés  multiples 
du  même  genre,  marque  un  pas  considérable  dans  la  théorie  géné- 
rale des  courbes,  puisque  maintenant  la  méthode  propre  à  la  théo- 
rie des  coniques,  par  laquelle  on  remplace,  à  l'aide  du  principe  de 
correspondance,  les  équations  de  condition  et  les  éliminations  de 
l'analj'se,  par  de  simples  substitutions  de  conditions  quelconques  h. 
des  conditions  élémentaires,  s'appliquera  aux  cubiques. 
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)>  J'éprouve  une  double  satisfaction,  dans  ce  moment,  en  pouvant 
ajouter  que  déjà  M.  Maillard,  jeune  professeur  attaché  à  la  Section 
matliématique  des  Hautes  Etudes,  a  fait  de  cette  question  si  impor- 
tante le  sujet  d'une  excellente  thèse  pour  le  doctorat,  thèse  soumise 
à  la  Faculté  des  Sciences,  en  juillet  1870,  et  qui,  le  16  décembre 
1871,  a  obtenu  les  éloges  les  plus  mérités  et  les  plus  flatteurs  du 
jury  d'examen  (MM.  Serret,  Briot,  Ossian  Bonnet). 

»  Le  travail  de  M.  Zcuthen  n'en  conserve  pas  moins  un  mérite 
propre  et  une  utilité  réelle,  car  la  marche  n'y  est  pas  la  même, 
autant  que  l'on  peut  en  juger  par  la  ^iremière  partie,  où  les  résul- 
tats numériques  toutefois  sont  concordants.  Les  difficultés  que  pré- 
sentaient les  cas  si  variés  du  sujet  auront  exigé,  de  part  et  d'autre, 
des  vues,  des  expédients,  des  relations  différentes  entre  tous  les 
éléments  de  chaque  cas,  qui  seront  autant  d'acquisitions  actuelles 
et  d'indications  précieuses,  quand  on  étendra  ces  recherches  aux 
courbes  du  4°  ordre,  et  bientôt  après,  sans  doute,  aux  courbes 
d'ordre  quelconque.  Car,  ainsi  que  j'ai  déjà  eu  l'honneur  de  le  dire 
à  l'Académie,  dans  le  cours  de  mes  Communications  concernant 
cette  théorie  des  deux  caractéristiques  :  «  Ce  qui  manque  priiicipa- 
»  leinent,  pour  que  la  théorie  des  courbes  d'ordre  supérieur  soit 
n  aussi  complète,  ou  du  moins  aussi  avancée  que  celle  des  coniques, 
))  c  est  de  connaître  les  caractéristiques  des  systî^mes  élémentaires 
»  de  chaque  ordre  de  courbes.  »  {^Comptes  rendus,  T.  LXII, 
p.  326.)  Et  tel  a  été  le  sujet  des  recherches  de  MM.  Maillard  et 
Zcuthen.   )> 

i\  ouyelles  Communications  sur  l'aurore  boréale  du  4  février  : 

Taruy.  —  Sur  l'origine  des  aurores  polaires. 

SiLBERMANN.  —  Mémoire  sur  des  faits  dont  on  peut  déduire  : 
1°  une  théo/ie  des  aurores  boréales  et  aust?ales.,  fondée  sur  l'exis- 
tence des  marées  atmosphériques  ;  1°  i  indication,  à  l'aide  des 
aurores,  de  l'existence  d'essaims  d'étoiles  filantes  à  proximité 
du  globe  terrestre. 

N"  9.  Séance  du  26  feTrier  1872. 

Saint-Vekakt  (de).  —  mémoire  sur  l' hydrodynamique  des 
cours  d'eau. 
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M.  de  Saint- Venant  se  propose  d'abord  de  déterminer  dans  quels 
cas  et  entre  quelles  limites  les  équations  de  Na\'ier  [Leçons  à 
l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  2."  Partie,  p.  89)  sont  justes  et 
applicables.  Navier  a  établi  ses  formules  en  supposant,  dans  le 
fluide,  des  mouvements  moléculaires  réguliers,  c'est-à-dire  ne 
variant  que  d'une  manière  bien  continue,  ou  ni  brusque  ni  rapide 
d'un  point  à  un  autre,  ou  d'un  instant  au  suivant.  M.  de  Saint- 
Venant  montre  que,  dans  celte  supposition,  la  théorie  de  Navier  est 
pleinement  rationnelle  ;  que.  les  formules  de  Navier  peuvent  s'ob- 
tenir par  des  considérations  théoriques  de  formes  diil'érentes  et 
qu'elles  doivent  considérer  comme  pleinement  confirmées  par  les 
faits,  toujours  pour  les  mouvements  réguliers,  ou  affectés  seule- 
ment, comme  il  a  dit,  de  stries  au-dessous  de  toute  grandeur  per- 
ceptible. 

Phillips.  ■ —  Théorème  sur  le  spiral  réglant  des  chronomètres. 

Au  théorème  démontré  dans  la  séance  du  i3  novembre  1871, 
savoir  : 

«  Toutes  les  fois  que  la  forme  d'un  spiral  est  telle  qu'il  n'existe, 
pendant  le  mouvement,  aucune  pression  contre  l'axe  du  balancier, 
il  arrive  que,  pendant  le  mouvement,  le  centre  de  gravité  de  ce  spi- 
ral est  constamment  sur  l'axe  du  balancier  », 

M.  Pbilipps  ajoute  aujourd'hui  la  proposition  réciproque  sui- 
vante : 

«  Toutes  les  fois  que  la  forme  d'un  spiral  est  telle  que,  pendant 
son  mouvement,  son  centre  de  gravité  soit  constamment  sur  l'axe 
du  balancier,  il  arrive  que  celui-ci  n'éprouve,  pendant  le  mouve- 
ment, aucune  pression  de  la  part  du  spiral.    » 

Secchi  (Le  p.}.  ■ — •  Sur  l' aurore  boréale  du  /[février,  obsen'ée  à 
Rome,  et  sur  quelques  nouveaux  résultats  d' analyse  spectrale. 

Maret.  —  Détermination  des  inclinaisons  du  plan  de  l'aile  aux 
différents  instants  de  sa  révolution. 

Mannheim.  —  Exposition  sommai/'e  d'une  théorie  géométrique 
de  la  courbure  des  surfaces. 

M.  Mannheim  aborde  par  une  méthode  tout  à  fait  nouvelle  l'étude 
géométrique  de  la  courbure  des  surfaces.  Dans  son  Mémoire  in- 
titulé :  Etude  sur  le  déplacement  d'une  figurée  de  forme  inifU" 
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riable  [Mémoires  des  Savants  étrangers,  T.  XX,  ou  Journal  de 
V École  Polytechnique^  XLIIP  cahier),  iM.  Mannlieim  avait  déjà 
fait  connaître  cette  proposition  : 

«  Si,  à  partir  d'un  point  a  sur  une  surface  (A),  on  trace  des 
courbes  quelconques,  les  normalies  à  cette  surface,  qui  ont  ces 
courbes  pour  directrices,  sont  tangentes  entre  elles  en  deux  points 
è  et  c  situés  sur  la  normale  A  menée  de  a  à  (A).  Les  plans  tangents 
communs  à  ces  normalies  sont  rectangulaires.  Soient  B  et  C  les  nor- 
males communes.   » 

Cette  propriété  est  le  point  de  départ  et  le  principe  de  la  nou- 
velle méthode  exposée  par  ÎM.  Mannlieim.  Les  droites  B  et  C  se 
trouvent  substituées  à  l'indicatrice  de  M.  Dupin  5  il  retrouve 
ainsi  les  propriétés  connues  sur  les  courbures  des  surfaces  et  d'autres 
propriétés  nouvelles. 

Lalakne.  —  Note  sur  t/iiel(/ues  relations  entre  les  quantités 
angulaires  des  polyèdres  convexes. 

M.  Lalannc  énonce  les  trois  propositions  suivantes  (le  trièdre 
trirectangle  est  l'unité  pour  les  angles  trièdres,  et  pour  les  dièdres 
l'unité  est  la  moitié  du  dièdre  rectangle)  : 

«  1°  Dans  tout  polyèdre  convexe,  l'excès  de  la  somme  des  dièdres 
sur  la  somme  des  angles  solides  est  égal  à  l'excès  du  quadruple  du 
nombre  des  faces  sur  8  ; 

»  2°  La  somme  des  angles  solides  et  des  suppléments  des  dièdres 
est  égale  au  quadruple  du  nombre  des  sommets; 

»  3°  La  somme  des  angles  solides  et  des  suppléments  des  dièdres 
est  égale  à  la  somme  des  angles  plans  des  faces  (rapportés  à  l'angle 
droit)  augmentée  de  8.   » 

Zeuthen.  —  Détennination  des  caractéristiques  des  systèmes 
élémentaires  de  cubiques. 

La  jNote  précédente  de  iNL  Chasles  indique  parfaitement  l'état 
actuel  de  la  science  sur  cette  question  des  caractéristiques;  nous 
nous  contenterons  de  signaler  les  principaux  résultats  donnés  par 
M.  Zeuthen. 

1°  Cubiques  douées  d' un  point  cuspidal. 

Notations  : 

fi  nombre  des  courbes  du  système  passant  par  un  point  quel- 
conque ; 
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u'  nombre  des  courbes  du  système  touebant  ime  droite  quel- 
conque ; 

c   ordre  du  lieu  des  points  cuspidaux  des  courbes  du  système  ; 

7-  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  aux  points  cuspidaux  ; 

c'  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  d'inflexion; 

/•'  ordre  du  lieu  des  j)oints  d'inflexion; 

a  nombre  des  cubiques  singulières  composées  d'une  conique 
et  d'une  de  ses  tangentes. 

M.  Zeutlien  ne  donne  les  formules  qui  suivent  que  pour  le  cas  où 
les  systèmes  n'admettent  que  les  courbes  singulières  indiquées  ci- 
dessus;  sans  cette  restriction,  dit-il,  il  serait,  en  général,  impos- 
sible d'exprimer  le  nombre  des  courbes  satisfaisant  à  une  septième 
condition  par  les  seules  caractéristiques  fx  et  i».' .  Ceci  posé,  on  a  les 
formules  suivantes  : 

(i)  4 ■'-'■  =  f-' "f- 3 c,     4/-'-' =  /-'•  + 3c', 

(2)  2  ;•  =:  f/.  H- c,         2r'=:^/+e', 

(3)  itj  ^=  ij.  -h  [j/. 

Système  (  Zp,  2/)  :  ct  =  168,  /^  =  u.'  =  168,  c  =  c'  =  168. 

Système  [^p,  2Z)  :  a  =  i4i,  /-».=--  1 1 4,  c  =  96,  c'  =  186,  p.'  =  168. 

Système  [^p,  l)  :    (7  1=87,     p.  =  60,     c  =  ^7.,   c'=i32,  /7.'=:ii4- 

Système  [&p)  :         g  =  4i,     ij.=z-?^,     c=i2,  c' =:  72,     [x'^Go. 

Application:  "^[(/.p,  [3/.  (cy^)]=:2,  8,  20,  38,  44»  3a, 

«  étant  5,  4?  3,   a,  i,  o  respectivement  et  jS  =:  5 — a;  [cji]  est  la 
condition  d'avoir  pour  point  cuspidal  un  point  donné. 

2°  Cubiques  douées  d'uu  point  double. 

Notations  : 

p.  nombre  des  courbes  du  système  passant  par  un  point  quel- 
conque ; 

p.'  nombre  des  courbes  du  système  touchant  une  droite  quel- 
conque ; 

b  ordre  du  lieu  des  points  doubles; 

p  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  aux  points  doubles  ; 

c'  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  d'inflexion  ; 

r'  ordre  du  lieu  des  points  d'inflexion  ; 
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y   nombre  des  courbes  du  système  ayant  un  point  cuspidal; 
cj  nombre  des  cubiques  singulières  composées  d'une  conique  et 
d'une  droite. 

On  a  les  formules  suivantes  (les  systèmes  sont  supposés  ne  ren- 
fermer que  les  singularités  dont  on  a  désigné  les  nombres  par  y 

et  Cî)  : 

(i)  /^ij.  =  ij.'-t-2b,  (2)  6p.' =  y.  4- rn  +  3c', 

(3)  .       v=zb-\-iJ.,  (4)       f  +  c' =  a' -f-  3y., 

(5)  y  ^=  7.V  —  ib, 
d'où 

(6)  p  =  îy.    ^^'=^i(25î  +  y)- 

Système (3p,  ^l):      y  =  960,     C5=:588,     [J.z=/^So,     ^.'^712,.... 

Pambour  (de).  —  Sur  la  thcorie  des  /'ones  Iij  draulit/ues  :  t/teo- 
rie  de  la  roue  à  réaction. 

Laussedat.  —  Sur  l'aurore  boréale  du  4  février  1872. 

L'objet  du  Mémoire  de  M.  Laussedat  se  trouve  indiqué,  en  ces 
termes,  par  l'Auteur  :  «  Nous  avons  voulu  profiter  de  l'occasion,  si 
rare  à  nos  latitudes,  qui  s'est  présentée  le  4  février,  pour  mettre 
hors  de  doute  la  loi  formidée  par  Wilke  et  dont  l'énoncé  ne  difl'ère 
pas  géométriquement  de  celui  d'Arago,  savoir  :  que  les  rajojis  de 
l'aurore  sont,  en  chaque  station,  parallèles  à  la  direction  de  l'ai- 
guille aimantée  librement  suspendue  par  son  cejitre  de  gravité. 

SiLBERMANN.  —  Méuioirc  sur  des  faits  dont  on  peut  déduire  : 
1°  une  théorie  des  aurores  boréales  et  australes,  fondée  sur 
l' existence  des  marées  atmosphériques  ;  1°  l' indication,  à  l'aide 
des  aurores,  de  V existence  d'essaims  d'astéroïdes  à  proximité  du 
globe  terrestre.  (Suite.)  L.   P. 
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PROCEEDEVGS  of  the  america:^  Association  for  the  advancement 
of  Science.  Seventeentli  Meeting  heldat  Chicago,  Dlinois,  August 
1868.  Cambridge,  Joseph  Lovering,  1869.  Prix,  i  ^  5o  ('). 

LovERiNG  (  J.).  —  Su?'  l' application  de  V électricité  à  la  conser- 
vation permanente  des  vibrations  du  diapason  et  du  diapason  à 
l'augmentation  des  vibrations  dans  les  cordes  et  les  fils.  (3  p.) 

Grimes  (J.-S.}.  —  Loi  des  courants  de  l'Océan,  [y  p.) 

Stoddard  (0.-J\.}.  —  La  nature  de  la  décharge  électrique. 
(5  p.} 

LooMis  (Elias).  - —  Influence  de  la  Lune  sur  le  temps.  (4  p.) 

Elliot  (B.).  —  Sur  la  valeur  relative  de  l'or  et  de  l'argent 
dans  la  série  des  siècles,  (i  p.) 

RoGERs  (W.-A.).  — Sur  une  formule  nouvelle  pour  la  réduc- 
tion des  observations  dans  le  prime  vertical  analogue  à  la  for- 
mule de  Mayer  pour  la  réduction  des  observations  méridiennes . 
(2  p.) 

Vakderweyde  (P. -H.).  —  Sur  la  relation  entre  le  volume  ato- 
mique des  différents  métaux  et  leurs  propriétés  magnétiques  et 
diamagnétiques .  (4  p.) 

Mac  Dermott  (M-)-  —  Sur  l'héliostat.  (6  p.) 
HoEGH  (Fr.-B.).  — Sur  les  pj'incipes  de  statistique  et  leur  ap- 
plication au  cens,  (j  p.) 

Stokwell  [J.-!N.).  —  Remarques  sur  la  variation  séculaire  des 
orbites  planétaires.  (4  P-) 

Newcomb  (S.).  —  Sur  la  théorie  de  Hansen  relative  à  la  consti- 
tution physique  de  la  Lune.  (8  p.) 

Abbe  (Cl.).  —  Sur  la  résurrection  de  l' Observatoire  de  Cincin- 
nati. (2  p.) 


(')  IVous  ne  donnons  que  les  titres  des  Mémoires  de  Physique  et  de  Mathématiques. 
L'Association  se  subdivise  en  plusieurs  sections  :  Tune  d'elles  comprend  les  Mathé- 
matiques, la  Physique  et  la  Chimie. 
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MÉLANGES. 

SUR  lA  THÉORIE  DES  CARACIÉRISTIQCES  ; 

pak  m.  l.  PAI^•^^N. 


1.  Une  courbe  d'ordre /n  est  déterminée  par    ■ 


(m  -\-\)(m  -+-  2) 


conditions;  il  y  aura  donc  uu  nombre  infini  de  courbes  d'ordre  m 

.  r  ■           <    r('"  -+-  i)('"  -^2)  1  ,.  .  ,.    .  ,, 

satisiaisant  a  ^ —  2  conditions  distinctes  ;  1  en- 
semble de  ces  dernières  courbes  forme  un  faisceau.  Parmi  toutes 
les  courbes  du  faisceau,  il  y  en  a  un  certain  nombre,  p,  qui  passent 
par  un  point  arbitrairement  choisi  ;  il  y  en  a  un  autre  nombre,  v, 
qui  toucbent  une  droite  arbitrairement  clioisie  ;  les  deux  nombres 
(JL  et  V  ont  été  appelés  les  caractéristiques  du  faisceau. 
Une  surface  d'ordre  i7i  est  déterminée  par 


r(m+  i)(m+  2)(m  +  3)  _   ~\ 

L         12.3  'J 


conditions  ;  il  y  aura  un  nombre  infini  de  surfaces  d'ordre  m  satis- 

c  .          ,  r(7>î -I- i)(m -t- 2)(7?! -4- 3)         1         ,..,..  ,, 

laisant  a    -^ ~ 2     conditions  distinctes  :  1  eu- 

L  1.2.3  J 

semble  de  ces  dernières  surfaces  forme  un  y^wcertM.  Parmi  les  sur- 
faces du  faisceau,  il  y  en  a  fji  passant  par  un  point  arbitrairement 
choisi,  V  touchant  un  plan  et  p  touchant  une  droite;  les  trois 
nombres  _u,  v,  p  sont  dits  les  caractéristiques  du  faisceau. 

2.  La  théorie  des  caractéristiques,  créée  par  INI.  Cliasles,  n'a 
que  quelques  années  d'existence,  et  déjà  elle  a  donné  à  la  Science 
des  faits  nombreux,  des  résultats  importants  ;  elle  a  rendu  à  la  Géo- 
métrie de  grands  services  et  apporté  à  l'Algèbre  un  concours  in- 
espéré. Mais  il  y  a  encore  beaucoup  à  faire,  un  grand  nombre  de 
questions  délicates  restent  à  élucider;  l'application  aux  courbes  et 
aux  surfaces  d'ordre  supérieur  commence  à  peine. 

Ajoutons  une  remarque  importante.  Les  caractéristiques  des 
systèmes  élémentaires  pour  les  courbes  et  les  surfaces  du  2'  ordre 
ont  été  déterminées  en  s'ajipuyant  sur  des  considérations  géomé- 
triques. Or,  lorsqu'on  veut  les  déduire  d'un  calcul  direct,  il  arrive 
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dans  beaucoup  de  cas,  principalement  pour  les  surfaces,  qu'on  se 
trouve  en  présence  de  difficultés  considérables.  Nous  pensons  qu'il 
y  aurait  un  très-grand  intérêt  à  surmonter  ces  dilBcultés,  car  on 
serait  inévitablement  conduit,  soit  à  des  propriétés  nouvelles  rela- 
tives à  l'élimination,  soit  à  des  représentations  analytiques  nouvelles. 
Nous  croyons  que  la  théorie  des  caractéristiques  est  appelée  à 
jouer  un  rôle  important  et  qu'elle  devra  exercer  la  plus  heureuse 
influence  sur  l'Algèbre  et  la  Géométrie.  Par  conséquent,  nous 
ferons  une  chose  utile  en  donnant  ici  l'indication  des  divers  travaux 
qui  se  sont  produits  dans  ce  sens  et  qui  se  rattachent,  par  des  liens 
plus  ou  moins  étroits,  à  ce  genre  de  questions.  Nous  adopterons 
l'ordre  chronologicpie,  et  nous  rangerons  parmi  ces  travaux  ceux 
qui  ont  précédé  la  création  de  la  théorie  des  caractéristiques  et  ont, 
pour  ainsi  dire,  déposé  le  germe  qui  a  été  si  heureusement  fécondé. 

1861. 

JoKQtiiÈRES  (de).  —  Solutions  dr.  </uelques  questions  générales 
concernant  les  courbes  planes  algébriques. 
[Journal  de  Crcllc,  T.  59,  p.  3i3.  Journid  de  Lioiivdlc,  T.  YI,  l' Série,  p.  1 13.) 

1864. 

Chasles.  —  Caractéristiques  dans  les  coniques. 

(Comptes  rendus,  T.  LVIII,  i"  somesLre,  i864,  p.  222,  297,  422,  1167.) 

Jo^"QUIÈtlES  (de).  —  Propriétés  diverses  des  systèmes  de  courbes 
d'oj'dre  quelconque  et  de  surfaces  d'ordre  quelconque. 

[Comptes  rendus,  T.  LYIII,  i"  semestre,  1864,  p.  535,  567.) 

Chasles.  —  Caractéristiques  dans  les  coniques. 

[Comptes  rendus,  T.  LIX,  2°  semestre,  1864,  p.  7,  93,  20g,  345.) 

Cayley.  —  Sur  les  coniques  qui  touchent  des  courbes  d'ordre 
quelconque. 

[Comptes  rendus,  T.  LIX,  2°  semestre,  1864,  p.  224.) 

Cremona.  —  Sur  le  nombre  des  coniques  qui  satisfont  à  des 
conditions  doubles. 

[Comptes  rendus,  T.  LIX,  1'  semestre,  1864,  p.  776.) 
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I860. 

Chasles.  —  Sjstème  de  coniques  (jui  satisjont  à  sept  conditions 
dans  l'espace. 

(Comptes  rendus,  T.  LXI,  2'  semestre,  i8G5,  p.  SSg.) 

Jo>'QuikRES  (de).  —  Propriétés  des  sj  sternes  de  surfaces  d'ordre 
ijuelconque. 

[Comptes  rendus,  T.  LXI,  a'' semestre,  i865,  p.  44o0 

JoNQTJiÈREs  (de).  —  JVote  sur  les  systèmes  de  courbes  de  sur- 
faces et  sur  certaines  formules  ijui  s'y  rattachent. 

[Journal de  Liouville,  T.  X,  2'  série,  i865,  p.  412.) 

ZEUTHE^•.  —  Nouvelles  contributions  à  la  théorie  des  systèmes 
de  coniques  (  '). 

(Thèse  en  danois,  iSGô.) 

1866. 

CH.iSLES.  —  Relations  entre  les  deux  caractéristiques  d' uji  sys- 
tème de  courbes  d'ordre  quelconque. 

[Comptes rendus,  T.  LXII,  i"  semestre,  1866,  p.  325.) 

Chasles.  —  Caractéristiques  des  sj sternes  élémentaires  des  sur- 
faces du  1'  ordre. 

[Comptes  rendus,  T.  LXII,  i"  semestre  18G6,  p.  4o5.) 

Chasles. —  Propriétés  des  courbes  unicursales. 

[Comptes  rendus, T.  LXII,  1"'  semestre,  18G6,  p.  079,  i354.) 

Zeuthek.  —  ^ïddilioji  à  la  théorie  des  systèmes  de  coniques. 
[Comptes rendus,  T.  LXII,  i""^  semestre  1866,  p.  177.) 

JoNQiJiÈREs  (de).  —  Essai  d'une  théorie  des  séries  et  des  ré- 
seaux de  courbes  et  de  surfaces. 

[Comptes  rendus,  T.  LXII,  i"  semestre,  186G,  p.  293,  349.) 

Cayley.  —  Sur   les  coniques  déterminées  par  cinq  conditions 
d' intersection  avec  une  surface  donnée. 

[Comptes  rendus,  T.  LXIII,  2'  semestre,  18G6,  p.  9.) 

( ')  -^y^  BidragtilLœren  om  Sjstemer  af  Keglesnit,  der  ère undcrhastede  4  Ketlngeher. 
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JoNQUiÈRES   (de).  —   Sur   une  théorie  générale   des  séries  de 
courbes  et  de  surfaces  algébriques. 

[Comptes rendus,  T.  LXllI,  a"  semestre,  1866,  p.  214,  386,  55i,  600.) 

JoNQUiÈRES  (de).  —  Détermination  du  nombre  des  courbes  qui 
ont  un  contact  d'ordre  donné  avec  une  courbe  d'ordre  m,  etc. 
[Comptes  rendus,  T.  LXIII,  2'  semestre,  1866,  p.  423,  485,  622.) 

Cayley.  —  Notes  sur  quelques-unes  des  formules  de  M.  de  Jon- 
quières. 

[Comptes  rendus,  T.  LXIII,  2'  semestre,  18G6,  p.  666,  670.) 

Chasles  et  JoNQUiÈRES  (de).  — Discussion  relative  à  la  question 
de  priorité. 
[  Comptes  rendus,  T.  LXIU,  2'  semestre,  1866,  p.  793,  816,  870,  874,  907,  954.) 

JoNQTjiÈRES  (de).  • —  3Iémoire  sur  Ics  courbes  multiples,  etc. 
(Journal  de  Crelle,  T.  66,  1866,  p.  289.) 

Zeuthen.  —  Nouvelle  méthode  pour  déterminer  les  caractéris- 
tiques des  systèmes  de  coniques. 

[Nouvelles  Annales,  1866,  T.  VI,  2"  Série,  p.  241,   289,  385,  433,  481,  529.) 

1867. 

Chasles.  —  Sur  les  systèmes  de  courbes  d'ordre  quelconque. 
[Comptes rendus,  T.  LXIV,  i"  semestre,  1867,  p.  799,  1079.) 

Cayley.  —  Sur  les  courbes  qui  satisjont  à  des  conditions  don- 
nées. Deux  Mémoires.  (69  et  18  p.) 
[Phdosophical  transactions  of  tlie  Royal  Society  of  London,  T.  CLVII,  1S67.) 

1868. 

Darboux.  — Sur  les  caractéristiques  des  systèmes  de  coniques,  etc. 
[Comptes  rendus,  T.  LXVII,  2'  semestre,  1868,  p.  i333.) 

JoNQuiÈRES  (de).  —  Propriétés  des  réseau.v  de  courbes  et  de 
surfaces  algébriques. 

[Comptes rendus,  T.  XLVII,  2'  semestre,  1868,  p.  i338.) 
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Zeuthen.   —  Sur   la  detenninatio/i   des    caractéristiques    des 
surfaces  du  i'  ordre. 

[Nomiellcs  Annales,  T.  VII,  2'  série,  18G8,  p.  385,) 

1809. 

Schubert.  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques . 
[Journal de  Crclle,  T.  71,  1869,  p.  366.) 

1871. 

Chasles.  —  Propriétés  des  séries  de  coniques  relatives  à  cer- 
taines séries  de  normales. 

[Comptes  rendus,  T.  LXXU,  1"  semestre,  1871,  p.  4>9.) 

Chasles.  —  Propriétés  des  systèmes    de   coniques,   dans  les- 
quelles se  trouvent  des  conditions  de  perpendicularité . 

[Comptes  rendus,  T.  LXXII,  i"  semestre,  1871,  p.  487.) 

Chasles.  —  Théorèmes  divers  concernant  les  sjstèmes  de  co- 
niques représentées  par  deux  caractéristiques . 

[Comptes rendus,  T.  LXXII,  i"  semestre,  1871,  p.  5ii.) 

Zeuthen.  —  Note  sur  les  quadriques  polaires, 

[Annali  di  Matematica,  T.  IV,  1B71,  p.  33 1.) 

Schubert.  —  Sur  la  théorie  des  caractéristiques. 
[Journal de  Crclle,  T.  73,  1871,  p.  9G.) 

Maillard.  —  Recherches  des  caractéristiques  des  sjstèmes  élé- 
mentaires des  courbes  planes  de  3°  ordre. . 

(Thèse  pour  le  doctorat;  juillet  1870.) 

1872. 

Zeuthen.  —  Détermination  des  caractéristiques  des  systèmes 
élémentaires  de  cubiques. 

[Comptes  rendus,  T.  LXIV,  i" semestre,  1872,  p.  604.} 
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Anlcitung  ziir  Ausfulirung  cinzelner  Tlieile  der  bei  Grundstcuer- 
vermessungsarbcitcii  vorkommendcn  trigouometrischen  und  po- 
Ivgoiiomctrisclieii  Rcclinungen.  Berliu,  geh.  Obcrliofbuclidruckc- 
rei.  I  Thlr. 

Bêcher  (J.-C).  —  Abbandlungen  ans  dem  Grenzgebiete  der  ]Ma- 
tliomatik  und  Philosophie.  Zurich,  Fr.  Scliulthess  ;  1870. 

Clebsch  (A.).  —  Ueber  die  Abbildung  einer  Classe  von  Fliicheii 
fùuf'ter  Ordnung.  Gottiugeu,  Dietcrich.  24  jNgr. 

Eckardt  (P.).  —  Neue  Sternkarie.  5.  Aufl.  Giessen,  Notb.  i  Thlr. 

Gandtner  (O.)  und  Junglians  (F.).  —  Sammluug  von  Lelirsiitzeu 
und  Autgaben  aus  der  Plauimetrie.  Fiir  den  Scliulgebraucli. 
2.  Th.  2.  Aufl.  Berlin,  Weidmann.  24  Ngr. 

Gauss    (G. -F.)    Werke.    i.    Bd.    (Disquisitiones  arithmelicre).    1. 

Abdruck.  Gottingen,  Rente.  4  Thlr.  i2]Ngr. 

Iloiiel  (J.).  —  Cours  de  Calcul  infinitésimal,  professé  à  la  Faculté 

des  Sciences  de  Bordeaux,  i'''' Partie,  187 1.  In-4°,  lithographie. 

Paris,  Gauthier-Villars.  lofr. 

Kappe  (K.).  —  Aufangsgrûnde  der  algcbraischen  Analysis.  Esscn, 
Bâdecker.  j  Thlr. 

Millier  (H.).  —  Die  Keplcr'schen  Gesetze;  eiue  neue  elementare 
Ableitung  derselben  aus  dem  Newlon'schen  Auziehungsgesetze. 
Braunschweig,  Vieweg  &Sohn;  1870. 

Riemann  (B.),  lierausgegeben  von  K.  Hattendorfl.  —  Die  pai-tiellen 
Diiî'erentialgleichungen  und  deren  Anwendung  aul'physikalischo 
Fragen.  Braïuischweig,  \  iewcg  &  Sohn.  In-8°. 

Schlesinger  (Jos.).  —  Die  darstellende  Géométrie  im  Sinnc  der 
neueren  Géométrie.  Wién,  G.  Gerold's  Solm;  1870. 

Steinhauser  (A.).  —  Ueber  die  geomctrische  Construction  der 
Stercoscopbilder.  Graz,  Keykam.  \  Tlilr. 
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REVUE   BIBLIOGRAPHIQUE. 
MAILLARD  (S).  —  Rfxuerche  des  cvractéristiques  des  systèmes 

,-    ÉLÉMENTAIRES    DE   COURBES   PLANES   DU  3*    ORDRE.    (TllèsC    présentée 

à  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris  ^iour  obtenir  le  grade  de  Doc- 
teur ès-sciences  mathématiques.)  (56  p.) 

La  thèse  de  M.  Maillard  a  été  soumise  à  la  l^aciilté  des  Sciences 
en  juillet  1870  et  soutenue  le  16  décembre  1871  nous  citons  ces 
dates,  parce  que  le  sujet  énoncé  a  été  également  abordé  par  ^L  Zeu- 
then,  bien  connu  par  ses  nombreuses  et  remarquables  recherches 
sur  ces  difliciles  questions  5  le  travail  de  INL  Zcuthen  a  été  commu- 
niqué à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du  19  février  1872. 
Il  n'y  a  d'ailleurs  rien  de  surprenant  à  ce  cpie  plusieurs  Mémoires 
se  soient  produits  simultanément  sur  cette  même  question  :  l'appel 
l'ait  par  M.  Chasies  avait  éveillé  depuis  plusieurs  années  l'atten- 
tion des  géomètres,  et,  après  les  courbes  du  9."  ordre,  celles  du 
3°  ordre  devaient  naturellement  être  l'objet  des  nouveaux  ellorts 
tentés  dans  cette  voie  féconde,  et  ces  efforts  ont  été  heureusement 
couronnés  par  le  succès. 

M.  Maillard  aborde  son  sujet  avec  beaucoup  d'ordre  et  de  netteté. 
Les  courbes  exceptionnelles  attirent  d'abord  soji  attention;  et,  par 
des  considérations  ingénieuses,  il  précise  le  sens  et  le  rôle  des  points 
qu'on  appelle  sommets  sur  ces  courbes  exceptionnelles;  c'est  là  une 
question  extrêmement  délicate,  signalée  pour  la  première  fois  par 
M .  Cbasles  [Comptes  rendus  des  séances  de  l.AcadémiedesScience.';, 
t.  LXIV,  p.  709,  8o5,  1079;  année  1867),  reprise  dernièrement  par 
-M.  Cayley  (Comptesrendus  des  séances  de  V  Académie  des  Sciences, 
t.  LXXIV,  p.  708;  année  1872). 

Ces  préliminaires  étant  posés,  31.  ]\Iaillard  établit  quinze  for- 
mules différentes,  dont  plusieurs  se  contrôlent  respectivement;  ses 
démonstrations  prennent  leur  point  de  départ  dans  le  principe  de 
correspondance,  et  s'appuient  sur  des  considérations  géométriques 
déjà  souvent  employées  dans  des  circonstances  analogues  ;  mais  ces 
expédients  géométriques  exigent  des  précautions  noudjrcuscs,  et 
l'Auteur  n'en  épargne  aucune. 

Ces  formules,  utiles  à  connaître,  ont  été  résumées  comme  11  suît 
par  M.  Maillard. 

Lull.  des  Sciences  matitcm.  et  astro/i.,  t.  III.   (Juin  1S72.)  I  I 
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Indiquons  d'abord  les  nolations  adoptées. 

1°  Si  1  on  considère  un  sj'stème  de  courbes  du  i"  ordre,   on  re- 
présente par 

fj.  le  uonibre  des  courbes  du  système  qui  passent  par  un  point 

donné  5 
V   le  nombre  des  courbes  qui  touchent  une  droite  donnée  j 
j    le  degré  du  lieu  des  points  d'inflexion; 
t   la  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  d'inflexion  ; 
oc  le  nombre  des  com'bes  à  brandies  doubles  (i  droite  simple 

et  I  droite  double)  qui  font  partie  du  système; 
/î  le  nombre  des   courbes  à  branches  triples  [i  droite  triple 

(a  et  j3  sont  les  nombres  théoriques)]  ; 
A  le  nombre  des   courbes  à  point  double  faisant  partie  d'un 
système  de  6^  classe. 

2°  S'il  s'agit  d'un  système  de  courbes  de  la  4^  classe,  on  nommera 

0   le  degré  du  lieu  des  points  doubles; 

6   la  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  aux  points  doubles  ; 
R  le  nombre  des  courbes  à  rebroussement  ; 
Nie  nombre  des   com-bes  à   2  points  doubles   (i   conique  et 
I  droite  sécante). 

3"  S'il  s'agit  d'un  système  de  courbes  de  la  3'  classe,  on  nommera 

p   le  degré  du  lieu  dos  points  de  rcbroussement  ; 
T   la  classe  de  l'enveloppe  des  tangentes  de  rcbroussement; 
n  le  nombre  des  courbes  composées  d'une  conique  et  d'une 
tangente  à  cette  conique. 

On  a  alors  les  trois  groupes  suivants  de  formules  fondamentales  : 

Systèmes  de  3"  classe. 
Courbes  du  3'  ordrs;  avec  un  point  de  rebroussement. 

3û-=:  ^u  —  V  —  2a  —  6j3, 
3  /  ^  4  V  —  u.  —  a , 
M)  i3/:=4v  —  3x  —  3^  —  u, 

3t^4." —  ^^-  —  ^H  —  '*' 
p.  -f-vr=2n-T-22:-f-3p; 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTKOXOMIQUES.  i63 

on  a  ainsi  cinq  relations  entre  les  /ze;//"  quantités  f/,  v;  /' ,  <  ;  «,  j3  ; 
/;,  r,  n. 

Systèmes  de  4"  classe. 

Courbes  du  3'  ordre  avec  un  point  double. 

10  =  4,"  —  1"  —  2a  —  6|3, 
3/  :=6v  —  p.  —  a—  2N, 
Si  =  6v  —  7a  —  9p  —  2N  +  2p, 
26=6jiA—  V  —  2a—  8  [3, 
R  =  2fi  —  2a  —  4(3. 
3v  —  2f/.  =;2a+4N; 


(II) 


on  a  six  relations  entre  les  dix  quantités  f/,  v  ;  /,  t;  a,  |5  ;  (J,  0,  R,  N. 

Systèmes  de  &  classe. 
Courbes  du  "i'  ordre  sans  point  double. 


(III) 


/  =  V  -4-  5  y.  —  a  —  6  j3, 
?■  =  4f-  +  2'-'  —  5a  —  9(3, 
A  =  7v  —  i6u.  -t-  2a  +  i8(3, 
4,u.^v-i-2a-(-6p; 


ou  a  donc  (jfHrtf/'e  relations  entre  les  sept  quantités  fz,  v  ;  i,  î;  «,  P;  A. 
Telles  sont  les  formules  établies  par  M.  Maillard.  Nous  ferons 
remarquer  que  leur  combinaison  donne  lieu  à  plusieui's  résultats 
intéressants  ;  ainsi  l'on  trouve 

Dans  le  système  de  3^  classe. .     3(<  —  «)=  v  —  «; 
Dans  le  système  de  4"  classe. .     2<  —  3y; 

Dans  le  système  de  6°  classe. .     /— 3y  — -^A,     2/  — 3v-i-A, 

^  4 


M.  Maillard  applique  ensuite  ses  formules  générales  à  la  déter- 
mination des  caractéristiques  des  systèmes  élémentaires;  nous  pen- 
sons faire  une  chose  utile  en  donnant  ici  les  résultats  numériques 
qu'il  a  obtenus. 

1 1 . 


(■} 


(•-<) 


(3) 


(4) 
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Courbes  à  rebroussement  donné. 


Systèmes  : 

." 

V 

« 

«t 

;3 

r 

(R4/') 

2 

8 

5 

O 

o 

10 

(RSy^iff) 

8 

20 

8 

G 

o 

22 

(&ipid) 

20 

38 

8 

2  1 

0 

3; 

(^ipZd) 

38 

44 

5 

i8 

12 

4o 

{R4r/) 

44 

32 

2 

0 

24 

28 

i3       27 


Courbes  à  rebroussement  sur  une  droite  do/mée. 


Systèmes  : 

f 

" 

n        « 

/  ('RA,5p) 

12 

42 

27    0 

l  (RA,4;'u/) 

42 

96 

45   24 

]  (RA,  3;^2f/) 

9G 

1G8 

54   78 

j  (RA,  ipid) 

1G8 

186 

45   78 

1   (RA,  \pid] 

18G 

l32 

27   24 

47 

52 

7 

2 

89 

loG 

25 

8 

128 

iGG 

58 

20 

119 

1G6 

85 

38 

71 

loG 

79 

44 

32 

52 

32 

32 

(RA,  5d)  i32       72     12      o 

Courbes  devant  avoir  un  rebroussement 


Systèmes  : 

M 

» 

" 

p 

- 

t 

'■ 

/  R(6/^) 

24 

60 

42 

12 

18 

72 

GG 

1  R(5/.K/) 

60 

114 

87 

42 

5i 

l32 

123 

R{4/.2r/) 

1.4 

iG3 

141 

96 

io5 

I8G 

'77 

R(3/^3r/) 

1G8 

1G8 

1G8 

1G8 

1G8 

1C8 

1G8 

R(2/.4^/) 

iGS 

114 

i4> 

18G 

177 

96 

U'5 

R[ip5(l) 

114 

Go 

87 

l32 

123 

42 

5i 

\   R{6r/) 

Go 

24 

42 

72 

66 

12 

18 

Courbes  à  point  double  donné. 


Systèmes  : 

1^ 

V 

N 

« 

^ 

e 

R 

t 

'■ 

ô 

(DV) 

1 

4 

5 

0 

0 

2 

& 

7 

0 

(D4/^irf) 

4 

iG 

20 

0 

0 

8 

24 

28 

0 

{Dipid) 

iG 

52 

56 

G 

0 

iG 

20 

78 

82 

0 

(D2/j3rf) 

52 

142 

128 

33 

0 

52 

38 

2l3 

>9'.) 

0 

(Dipid) 

142 

25G 

■94 

48 

36 

106 

44 

384 

322 

0 

(D5./) 

256 

3o4 

200 

0 

120 

i3G 

32 

456 

352 

0 
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Courbes  dont  le  point  double  est  sur  une  droite  donnée. 

Syslémes  :         /,.          v            U          J          a           ,3          fl            '  i  ^ 

i(DA,  G/J)           6        22       12         I         o        Q        7         33         Sg  o 

(DA,5/^if/)     22         8o       44         4        o        o      26       120  142  0 

(DA,  4/^2f/)     80      240     112       iG       24        o      9G       3Go  3g2  o 

[\)\,'ip'id)  240       G04     228       52     126         o     292       70G  894  o 

j  (DA,2/74f/)  G04     104G     338     142     219     108     G38     iSGg  1411  o 

I  (DA,  i/j5r/)io4G     1212     352     25G     i5o     3Go     942     1818  1484  o 

1   (DA,Ci-/)      1212     1000     2G4     3o4         o     540     97G     i5co  1092  o 


Courbes  de  la  4' 

classe. 

Systèmes  : 

u 

N 

S 

e 

R 

t 

<• 

u 

0(7/-') 

12 

36   21 

G 

18 

24 

54 

CG 

0 

D{6/^,  \d) 

36 

lOd   57 

1.-1 

58 

72 

i5o 

i8û 

0 

D(5;.,  2r/) 

100 

240  i3o 

80 

180 

200 

3Go 

460 

0 

D(4/^3rf) 

240 

480  240 

240 

480 

480 

720 

9G0 

0 

D{3/;,  4'/) 

480 

712  294 

G04 

1084 

9G0 

10G8 

i548 

0 

D(2/;,  5,/) 

712 

756  211 

io4G 

1758 

1424 

II 34 

i84G 

0 

D(i;^,  Gr/) 

706 

Go(.)   72 

1 2 1 2 

19G8 

l5l2 

goo 

iG5G 

0 

D(7r/) 

Goo 

400    0 

1000 

1600 

1200 

600 

1200 

0 

Courbes  de  3'  ordre  et  de  6'  classe. 


Systèmes  : 

/J- 

V 

A 

« 

/5 

t 

<■ 

(8/^) 

I 

4 

12 

0 

0 

<J 

12 

(7/^.  1^1) 

4 

iG 

48 

0 

0 

36 

12 

(6/.,  2./, 

iG 

G4 

192 

0 

0 

144 

192 

(5/;,  3./) 

64 

256 

7G8 

0 

0 

57G 

768 

(4/^,4'^) 

25G 

97G 

2784 

24 

0 

2232 

2856 

(3/.,5rf) 

976 

3424 

8832 

240 

0 

80G4 

9552 

(2/.,Crf) 

3424 

97GG 

21828 

885 

36o 

23841 

255G3 

('/A  7'') 

97GG 

21004 

39072 

1470 

2520 

53244 

51042 

(8./) 

21004 

336 16 

5o448 

0 

8400 

8823G 

75648 

Il  est  indispensable  mainlenant  de  rapprocher  ces  résultats  de 
ceux  qui  ont  été  obtenus  par  M.  Zeutlien,  et  dont  il  a  été  parlé  au 
Bulletin,  t.  III,  p.  i5i. 
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Pour  les  systèmes  de  3"  classe,  les  formules  données  par  M.  Zeu- 
theu  se  déduisent  de  celles  du  groupe  (I)  en  y  supposant  a  et  /3  nuls  \ 
il  en  est  de  même  pour  les  systèmes  de  4'  classe,  à  l'exception  de  la 
relation  qui  renferme  le  nombre  i,  qui  n'a  pas  été  considéré  par 
M.  Zcuthen  pour  ces  derniers  systèmes-,  c'est  qu'en  effet  M.  Zeu- 
tlieu,  comme  il  en  avertit  lui-même  (p.  oai  et  564  des  Comptes 
rendus  des  Séances  de  l'académie  des  Sciences,  t.  LXXIV),  né 
considère,  pour  la  3*^  et  la  4^  classe,  que  les  systèmes  qui  ne  ren- 
ferment pas  les  singularités  a  et  (3,  parce  qu'on  n'en  trouve  pas  or- 
dinairement dans  un  svstème  déterminé  par  sept  conditions  de 
contact.  Après  l'introduction  des  iiypollièses  a  =  o,  |3  ==  o,  les  for- 
mules de  M.  Maillard  donnent  exactement  les  formules  de  M.  Zeu- 
ihen. 

Pour  les  systèmes  de  6°  classe,  M.  Zeutlien  donne  seulement  trois 
relations  où  entrent  cinq  coefficients  positifs  indéterminés,  dont 
quatre  sont  déterminés  plus  loin;  ces  relations  se  ramènent  exacte- 
ment à  celles  du  groupe  (III),  en  attribuant  au  coefficient  D  la  va- 
leur I ,  à  l'exception  de  la  relation  qui  renferme  le  nombre  /,  laquelle 
n'a  pas  été  donnée  par  M.  Zeutlien. 

De  l'étude  comparative  de  ces  deux  Mémoires,  il  résulte  que  les 
groupes  (1),  (II),  (III)  des  formules  de  M.  Maillard  renferment 
exactement  les  formules  de  M.  Zeiithen,  et  nous  semblent  plus  com- 
plètes que  celles  qui  ont  été  données  par  ce  dernier  géomètre,  qui 
n'a  fait  connaître,  il  est  vrai,  dans  les  Comptes  rendus,  qu'un  frag- 
ment de  son  travail.  D'ailleurs,  toutes  les  déterminations  numéri- 
ques qui  leur  sont  communes  sont  parfaitement  concordantes. 

L.  P. 


JOACHIMSTHAL  (F.). — Elemeinte  der  .\nalytischen  Géométrie 
DER  Ebere.  Zweite  Aullage.  —  In-8°,  1871,  2o5  p.  Berlin, 
G.  Reimer  ('). 

Le  petit  Traité  de  Géométrie  analytique  plane  dont  nous  de- 
vons rendre  compte  est  une  œuvre  posthume  de  Joaehimstlial. 
Depuis  longtemps  déjà  ce  géomètre,  enlevé  le  5  avril  1861,  par 


(')  JoACHiMSTHAL  (F.)  :  Éléments  de  Géométrie  analjtique  plane,  a'  édition.  Berlin, 
Georges  Reimer.  ln-8°,  2o5  p.  Prix  :  //'jjS. 
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une  mort  prématurée,  à  ses  travaux  de  professeur  et  à  ses  recher- 
ches si  éh'gantes  de  savant,  songeait  à  publier  ses  Leçons  de  Géo- 
métrie ana/j  tiijiie  élémentaire;  Jacobi,  de  son  côté,  avait  l'inten- 
tion de  publier  en  même  temps  le  Cours  sur  la  Géométrie  analy- 
tique de  l'espace  qu'il  avait  l'habitude  de  faire  à  Kijnigsberg.  Aussi 
a-t-ou  trouvé  dans  les  papiers  de  Joachimsthal  un  manuscrit 
désigné  comme  prêt  pour  l'impression  et  un  grand  nombre  de 
Notes  et  d'indications  qui  ont  permis  à  M.  O.  Hermès,  élève  de 
Joachimsthal,  et  auquel  la  Géométrie  analytique  doit  plusieurs  tra- 
vaux importants,  d'entreprendre  la  publication  des  Leçons  élémen- 
taires de  son  regretté  professeur. 

Cette  publication  a  eu  d'ailleurs  un  grand  succès,  puisque,  en 
quelques  années,  le  livre  est  arrivé  à  sa  deuxième  édition. 

C'est  que  l'ouvrage  dé  Joachimsthal  est  écrit  avec  une  simpli- 
cité remarquable  et  qu'il  est  un  des  meilleurs  guides  qu'on  puisse 
proposer  aux  commençants  et  à  toutes  les  personnes  qui  désirent 
prendre  par  elles-mêmes  une  idée  exacte  de  la  Géométrie  analytique. 
L'auteur  a  eu  soin  de  suivre  l'ordre  des  anciens  Traités,  ordre  que 
les  exigences  des  examens  nous  ont  malheureusement  fait  perdre,  et 
de  graduer  soigneusement  les  difficultés.  On  commence  par  étudier 
avec  beaucoup  de  détails  la  ligne  droite,  le  cercle,  les  trois  sections 
coniques  :  c'est  là  la  marche  naturelle  ;  la  transformation  des  coor- 
données, la  discussion  de  l'équation  générale  du  2°  degré,  la  théorie 
des  transversales,  les  questions  relatives  à  deux  ou  plusieurs  coni- 
ques viennent  ensuite.  Quant  à  la  discussion  des  courbes  de  degré 
supérieur,  on  sait  que  les  Allemands  la  réservent  pour  le  Calcul 
différentiel  et  intégral.  Nos  professeurs  de  Géométrie  analytique 
font  des  cours  plus  complets  et  plus  étendus;  les  nécessités  des  exa- 
mens ont  introduit  beaucoup  de  rigueur  et  de  clarté  dans  toutes 
les  parties  de  cet  enseignement  en  France;  nous  avons  d'excellents 
Traités  sur  le  même  sujet  ;  toutefois,  nous  avons  cru  pouvoir  signa- 
ler cet  Ouvrage  élémentaire  parce  que,  dans  notre  conviction,  il  ne 
peut  être  inutile  de  comparer  le  mode  d'enscigTiemcnt  que  l'on  a 
adopté  à  celui  d'un  professeur  aussi  éminent  que  l'était  Joachim- 
sthal. 
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LEJEUXE-IDimCHLET  (P.-G.).  —  Voklesungen  lbeu  Zahle.n- 
THEor.iE,  lierausgegeLc'ii  uml  mit  Ziisalzon  verselién  von  R.  De- 
KEKTXD.  Zwcite  umgcarbeitcle  iind  veriiielirtR  Auflagc.  Brauii- 
scliweig,  F.  A  iewog  und  Sohn.  In-S",  49S  p-  ;  1871  ('). 

Les  Leçons  de  Diriclik't,  publiées  pour  la  première  fois  en  i863, 
avaient  été  accueillies  avec  la  plus  grande  faveur;  rédigées  avec  une 
grande  clarté,  elles  permettront  à  tout  lecteur  attentif  de  s'intro- 
duire rapidement  au  cœur  de  la  tliéorie  des  nombres;  les  métbodes 
créées  par  Gauss  et  perfectionnées  par  ses  illustres  successeurs  y 
étaient  présentées  avec  une  élégance  et  une  simplicité  qui  leur  don- 
nait un  nouvel  intérêt.  L'ordre  suivi  est  celui  qu'adoptent  tous  les 
professeurs,  et  en  particulier  M.  Liouville,  dans  le  Cours  élégant 
qu'il  a  fait  plusieurs  fois  au  Collège  de  France,  et  où  il  a  développé 
une  partie  seulement  de  ses  importantes  études  sur  les  fonctions 
numériques.  Les  premiers  Chapitres  se  rapportent  aux  nombres  pre- 
miers, aux  diviseurs  des  nombres,  à  la  tliéorie  des  résidus  quadra- 
tiques. Le  reste  de  l'Ouvrage  est  consacré  à  une  exposition  très-élé- 
mentaire et  rcmarcjuablement  simplifiée  des  formes  quadratiques. 
L'ancienne  édition  se  terminait  par  neuf  suppléments;  la  nouvelle 
en  contient,  de  plus,  un  très-important  (d'une  centaine  de  pages), 
relatif  à  la  composition  des  formes  quadratiques.  ^  oici  les  titres  des 
dix  suppléments  actuels  : 

i .  Stir  ([uelquos  théorèmes  de  Gauss  et  sur  la  théorie  de  h  division  du  cercle. 

2.  Sur  la  valeur-limite  d'une  série. 

3.  Sur  un  théorème  de  Géométrie. 

4.  Sur  les  genres  dans  lesquels  se  décomposent  les  classes  de  formes  quadra- 
tiques de  déterminant  défini. 

'ô.  Théorie  des  résidus  de  puissances  pour  des  modules  composés. 

C.  Démonstration  du  théorème  que  toute  progression  arithmétique  illimitée, 
dont  le  premier  terme  et  la  raison  sont  des  nombres  entiers  sans  diviseur  com- 
mun, contient  un  nombre  illimité  de  nombres  premiers. 

7.  Sur  quelques  théorèmes  relatifs  à  la  division  du  cercle. 

8.  Sur  l'équation  de  Pcll. 

t>.  Sur  kl  convergence  et  la  continuité  de  qiu-lques  séries  infinies. 
10.  Sur  la  composition  des  formes  quadratiques  binaires. 

G.  D. 

(')  l.F.JiiNE-DmicHLLT  (P.-G.)  :  Leçons  sur  la  tliéorie  îles  nombres,  publiées  par 
K.  DedelvinJ.  2'  édition,  revue  et  augmentée.  Prunswick,  A  ieweg  et  iils,  1S71.  ln-8°, 
/198  pages. 
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REVUE  DES   PUBLICATIONS   PÉRIODIQUES. 

JOURNAL  DES  Actuaires  rv.kyv.xis.  T.  I,  n°  i,  janvier   1872. — 
Paris,  Gautliier-Villars  ('). 

IVous  avons  reçu,  il  y  a  déjà  quelque  temps,  le  premier  numéro 
du  Journal  des  ^ictuaires  français,  et  nous  avons  pensé  que  nos 
lecteurs  nous  sauraient  gré  de  leur  faire  connaître  une  publication 
qui  peut  intéresser  plusieurs  d'entre  eux.  On  sait  qu'il  existe  en 
Angleterre  une  Société  appelée  Institut e  of  yïctuaries,  fondée  en 
vue  de  favoriser  l'application  des  Matliématiqucs  aux  sciences 
financières. 

Une  Société  analogue  s'est  fondée  en  France  ;  elle  a  organisé  des 
cours  qui,  cet  hiver,  ont  eu  le  plus  grand  succès;  elle  complète  au- 
jourd'hui son  œuvre  par  la  création  d'un  Journal  consacré  à  l'étude 
désintéressée  des  questions  purement  scientifiques.  Xous  ne  pou- 
vons qu'applaudir  à  ces  cflbrts  et  accueillir  avec  sympathie  le  nou- 
veau Journal,  qui  est  un  peu  notre  collègue,  et  en  signaler  au 
moins  l'existence  à  nos  lecteiu-s. 

Le  premier  numéro  contient  les  articles  suivants  : 

Exposition  élémentaire  des  principes  du  Calcul  des  probabilités, 
par  JNI.  C.  Simon. 

Des  emprunts  publics,  par  M.  H.  Cliarlon. 

Calcul  approché  des  annuités  viagères,  par  .M.  Achard. 

jNote  sur  les  parités  des  valeurs,  par  M.  H.  Charlon. 

Parités,  au  27  janvier  1872,  des  principaux  titres  à  revenus 
fixes. 

Des  Tables  de  mortalité  construites  en  Angleterre,  par  M.  E.^laas. 

Situation  financière,  par  M.  Courcelle-Seneuil.  G.  D. 


(')  Le  Journal  des  Actuaires  français  parait  tous  les  trois  mois.  Les  quatre  fascicules 
de  la  même  année  formeront  deui  tomes.  Le  prix  de  chaque  fascicule  est  de  6  francs.  Le 
prix  de  l'abonnement  pour  un  an  est  de  20  francs.  S'adresser  à  M.  Cliarlon,  secrétaire- 
trésorier  du  Cercle  des  Actuaires  français,  21,  rue  Grammont,  à  Paris. 
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ABHANDLUNGEN  der  Kônigl.   bohmischen  Gesellschaft   der 

WlSSEKSCHAFTEN.   6.   FolgC  (  '  )  . 

T.  U,  1868. 

Matzka  (W.).  —  Contributions  à  la  théorie  de  la  sommation 
unii>e7'selle  des  segments,  c'  est-à-dire  de  leur  sommation  au  moyen 
d'une  translation  parallèle.  (64  p-,  i  pi.  ;  ail.) 

M.  Matzka  a  publié,  en  1 800,  dans  les  Mémoires  de  la  Société  des 
Sciences  de  Bohême,  un  long  Mémoire  sur  la  Théorie  géométrique 
des  quantités  prétendues  imaginaires  (').  Il  revient  ici  sur  le  même 
sujet,  en  prenant  pour  point  de  départ  le  principe  de  la  sépara- 
tion d'une  équation  hétérogène  eu  deux  équations  homogènes,  qui 
correspond,  dans  le  langage  habituel,  à  la  séparation  du  réel  et  de 
l'imaginaii'e.  Après  avoir  exposé  les  principes  de  la  Théorie  des 
sommes  géométriques,  il  les  applique  à  la  Géométrie  et  à  la  Méca- 
nic£ue,  en  traitant  d'abord  des  systèmes  plans,  puis  des  systèmes 
dans  l'espace. 

V 

SoLi^'  (J.-M.).  — Sur  la  sur-face  normale  à  l'ellipsoïde  à  trois 
axes  le  long  d' une  ellipse  appartenant  à  un  système  principal. 
(60  p.,  3  pi.;  ali.) 

L'auteur  étudie  les  propriétés  de  cette  surface,  qui  est  d'une 
grande  importance  dans  la  construction  des  voûtes  ellipsoïdales. 

T.  m.  1869. 

DiEKGER  (J.).  —  Les  TJiéorèmes  de  Biïrmann  et  de  Lagrange. 
(20  p.;  ail.) 

Ou  n'avait  pas  encore  montré  que  ces  deux  théorèmes  coïnci- 
daient avec  le  théorème  de  Taylor,  c'est-à-dire  qu'ils  en  étaient 
une  simple  conséquence.  L'autevir  a  établi  cette  liaison,  et  de  cette 
manière  se  trouve  résolue  la  question  du  reste  de  la  série,  que  l'on 
obtient  sous  diflérentes  formes. 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  99. 

(')  fersuah    einer    richtigen  Lehre  von    der    Realitdt    der   ■vorgeblich    ii 
Grôssen  der  Algehra,  oder  einer  Grundlehre  von  der  Ahlenhnng  algebraischer  Grossen- 
beziehungen.  (Abhandl.  d.  k.  bôhm.  Gesellschaft  d.  Wissenschaften,  V.  Folge,  Bd.  6.) 
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DuRÈGE  (H.).  — Sur  une  série  de  tangentes  menées  successiye- 
nient  à  une  courbe  du  troisième  ordre  ayant  un  point  double  ou 
un  point  de  rebrousseinent  [^) .  (21  p.  5  ail.) 

LiEBLEiN  (J.).  —  Sur  la  liaison  entre  diverses  transformations 
des  intégrales  elliptiques  et  un  problème  de  Géométrie.  (i4  p-, 
2  pi.;  ail.) 

Le  problème  dont  il  s'agit  est  le  suivant  : 

Trouver  une  courbe  sur  laquelle  un  cercle  donné  roule  sans 
glisser,  lorsqu'un  point  du  plan  invariablement  lié  avec  ce  cercle 
décrit  lui-même  un  cercle. 


GIORNALE  Dl  MATEMATICHE  ('). 
T.  IX  (fin),  juillet-décembre  1871. 

Battagliki  (G.).  —  Sur  les  formes  ternaires  de  degré  quel- 
conque. (i3  p.) 

Suite  du  fascicule  de  mai-juin  1871.  Ce  travail  contient  les 
articles  suivants  :  1°  Harmonisants.  Conception  d'un  groupe  d'élé- 
ments conjugués  liarmoniques  par  rapport  à  une  forme  ternaire,  de 
deu^x  formes  ternaires,  entre  des  variables  contragrédientes,  conju- 
guées harmoniques  entre  elles  ;  contravariant  harmonisant  de  deux 
formes,  et  invariant  harmonisant  de  trois  formes.  —  2°  Harmoni- 
sants des  émanants,  concomitants  associés  et  autres  concomitants. 
—  3°  Formes  sj  zygétiques  et  involutions.  Conception  des  séries 
de  formes  ternaires  (contragrédientes)  conjuguées  harmoniques  par 
rapport  à  plusieurs  formes  ternaires  (cogrédientes)  ;  formes  ter- 
naires en  involution  et  leurs  éléments  multiples. 

Realis  (S.).  —  Sur  la  forme  des  fonctions  rationnelles  de  la  ra- 
cine d' une  équation  algébrique.  (5  p.) 

Simplification  de  la  méthode  de  Gauss  pour  former  la  fonction 
<nitière  à  laquelle  est  équivalente  une  fonction  rationnelle  d'une 
racine  d'une  équation  algébrique. 


(■)  Voir  BuIUtin,  t.  T,  p.  i5i. 
(')  Voir  Diillalin,  1. 1,  p.  i35. 
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D'OviDio  (E.).  —  Relations  entre  les  distances  mutuelles  de 
plusieurs  points.  (6  p.) 

Formules  analogues  à  celles  que  l'auteur  a  exposées  dans  sa  Note 
sur  les  points,  plans  et  droites  en  coordonnées  homogènes,  t.  YIII 
de  ce  Journal.  (\oir  Bulletin,  t.  I,  p.  333.) 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  courbes  gauches  rationnelles.  (6  p.) 
Démonstrations  géométriques  de  quelques  propriétés  des  courbes 
représentables  point  par  point  sur  une  ligne  droite. 

Caldanei'.A  (J.). —  JS'ote  sur  certaines  propriétés  des  détermi- 
nants, en  particulier  de  ceux  à  matrices  composées  au  moyen  des 
nombres  figurés.  (lo  p.) 

Berinardikis  (G.  de)  et  Fiortes  (J.).  —  Compte  rendu  des 
Cours  de  Géométrie  supérieure  de  V  Université  de  Naples,  dans 
les  années  iSjo  et  1871.  (26  p.) 

Ces  Cours  se  rapportent  à  la  tliéoric  générale  des  courjjcs  planes, 
et  en  particulier  aux  courbes  du  3"  ordre;  aux  transformations  géo- 
métriques des  figures  planes;  à  la  tliéoric  générale  des  surfaces  ;  à 
la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  à  celle  des  formes  algébriques; 
à  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  complexe. 

Weyr  (Em.).  —  QueLjues  théorèmes  sur  la  focale  à  nœud.  (  3  p.: 

Enoncés  de  diverses  propriétés  de  la  courbe  considérée  par  Que- 
telet,  lieu  des  foyers  de  certaines  sections  faites  par  un  plan  dans  un 
cône  de  révolution. 

Gambardella  (F.).  —  Sur  le  nombre  des  solutions  entières  et 
positives  de  l'équation  a.r  ~h  by  -h  cz  =  m,  oii  a,  b,  c  sont  des 
nombres  entiers  et  positifs.  (4  P-) 

Hetali  ^\  .\  —  Sur  les  séries  triples.  (3  p.) 

Conditions  de  convergence. 

MoLLAME  (V.\  —  Sur  la  transformation  continue  d' une  figure 
plane,  t/ui  reste  toujours  homogra/>hii/ue  à  elle-même,  et  dans 
laquelle  quatre  points  quelconijues  [dont  ti'ois  ne  sont  pas  en 
ligue  droite)  décrivent  quatre  lignes  homogi'aphiques  données. 
(■"ip.) 

Note  de  Géométrie  pure. 

JA^M  (G.\  —  E.rposition  de  la  Tliéoric  des  substitutions. 
(61  p.) 
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Ce  Mémoire  est  relatif  aux  substitutions,  en  général,  et  se  divise 
dans  les  Chapitres  suivants  :  i .  Notions  préliminaires.  —  2.  Des 
groupes  en  général.  —  3.  Groupe  alterné.  —  4.  Groupes  transitifs. 

—  5.  Groupes  transitifs  dans  lesquels  l'ordre  est  égal  au  degré. 

—  6.  Groupes  non  primitifs.  —  7.  Groupes  composés.  —  8.  Liai- 
son des  fonctions  avec  les  groupes.  —  9.  Isoinorpliisine.  —  10.  Li- 
mite inférieure  du  nombre  des  valeurs  que  peut  prendre  luie 
fonction,  lorsqu'on  permute  ses  lettres.  —  11.  Limites  de  transi- 
ti'vité  des  groupes  non  alternés. 

Beltkami  (E.).  —  Quelques  formules  pour  la  traiisfuniiation 
élémentaire  des  coniques.  (4  p.) 

Formules  à  l'aide  desquelles  on  démontre  certaines  propriétés 
relatives  aux  triangles  circonscrits  ou  inscrits  à  une  conique. 

Realis  (S.).  ' —  Exercice  élémentaire  sur  les  intci^rales  eulé- 
riennes  de  première  espèce.  (10  p.) 

Realis  f  S.) .  —  Sur  les  racines  réelles  comprises  entre  des  limites 
données.  (3  p.) 

Observations  sur  la  métliode  proposée  par  Jacobi  pour  connaître 
le  nombre  des  racines  réelles  .r  d'une  équation,  comprises  entre  a  et 
b,  au  moyen  de  la  transformation 

h  —  -r 

r=^z — 7.- 


EtGENio  (V.").  —  Recherches  sur  les  fractions  continues.  1  8  p.) 
L'auteur  clicrclie  à  généraliser  quelques  questions  traitées  par 
ÎM.  Serret  dans  son  Algèbre  supérieure. 

ToG^OLi  (O.).  —  Démonstration  d'un  théorème  de  Géométrie. 
{5  p.) 

Recherche  du  nombre  des  surfaces  d'un  réseau  qui  ont  un  con- 
tact triponctuel  avec  la  courbe  d'intersection  de  deux  surlaces. 

^  ALERiAKi  (V.).  —  Système  général  de  n  équations  linéaires 
entre  n  inconnues.  (6  p.) 

Di  Legge  (A.;.  —  Formules  relatives  au  sinus  et  au  cosinus  de 
la  somme  de  plusieurs  arcs.  (3  p.)  G.   B. 
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MÉLANGES. 


COURBURE  D'IiE  COURBE  PLAM  DONXEE  PAR  SON  EQCiTIOX  TAMEMIEllE; 
Pau  m.  L,  PAINVIN". 

1.   Nous  supposerons  les   axes  des  coordonnées   rectangulaires; 
u  et  ('étant  les  coordonnées  d'une  tangente  quelconque  à  la  courbe 

(1)  /(«,*')=  G, 

l'équation  de  son  point  de  contact  sera 

(2)  {V —  ii)ih'  —  i\  ~i')du=^o,      . 

U  et  V  étant  les  coordonnées  variables;  l'équation  (2)  est,  en  effet, 
vérifiée  par  les  coordonnées  de  deux  tangentes  infiniment  voisines 
(ji,  f')  et  (11+  du,  i'  -f-  dv). 

D'après  l'équation  (2),  les  coordonnées  x,j    du  point  de  contact 
de  la  tangente  seront 

dv  —  du 


iidv  —  vdu       •         udv  —  vdu' 
de  là,  on  déduit 

,         vidvd'u  —  diid'i')        ,         — H{dvd'u — ditd-i.' 

dx  z=  ^ — 7 î-t; — ^'  dy- 


[udv  —  vduY  '  {udv  —  vdu)' 

et,  par  suite, 

dv  d' u  —  du  (7'  (' 


(4)  ds=^U'--rV- 


{udv  —  vdu}' 

L'équation  ponctuelle  de  la  tangente  («,  c)  est 

uX.  -I-  cY  —  I  ;=  o  ; 

si  «  est  l'angle  avec  Ox  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  O 
sur  la  tangente  et  que  p  soit  la  distance  de  O  à  cette  tangente,  on  a 

,^,                         COSa        siila  ,,    ,  V 

(5)  = ^=  P<     d  ou     langa  =  -' 
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On  conclut  de  là 

,  ^ ,  ,         udv  —  vdu 

6  da.  = — — — , 

«'  +  t»' 

et,  par  suite, 

,    ,  T.        ds        ,    ,        ^^4^  dvd''u  — dud'v 

'  aa  (udv  —  vduy 

2.  Soient  maintenant  «i,  c,  les  coordonnées  de  la  normale  cor- 
resjjondant  à  la  tangente  [u^  c)-,  la  normale  doit  passer  par  le 
point  (a)  et  être  perpendiculaire  à  la  tangente  («,  ^')  ;  on  a  donc 


Ki  dv  —  t',  du  "  udv  —  vdu, 
«1  u  -\-  v,v  ^  o, 


(8) 

d'où  l'on  tire 

,    ,  vludv — vdu]  — uiudv  —  v  du) 

(q)  «I   =   -j j — >         t-,   = -. ; 

udu  +  vdv  udu  +  vdv 

Le  centre  de  courbure  (j^i,j)'i)  est  le  point  de  contact  de  la 
droite  (ui,  t'i)  avec  la  courbe  qu'elle  enveloppe;  on  a  donc,  d'après 
les  formules  (  3  ) , 

dv,  —  r/«, 


Uidvi  —  v,dui  u,dvi — Vidu, 

Les  équations  (8)  nous  donnent,  en  diÛérenliant  et  en  aj'ant 
égard  aux  valeurs  (9), 

i  dui  dv  —  dvidu  =  — -, ;-  (dud'v  —  dvd'u), 

]  udu -h  vdv 

(11)  < 

i  ,  ,  (udv—vduY 

f        udu,  -+-  vdv,  =  ; j i — : 

'  udu  -h  vdv 

tirant  de  là  dui ,  di'i ,  et  substituant  dans  les  équations  (10),  on  trouve 

\  x,=  , — H ; — -  [dud^v  —  dvd-u)  H ; r-j 

)  [udv  —  vduy  udv  —  vdu 

(12)  < 

r,  =  —  ; — -j j —  (dud'v  —  dvd'u) ; —  : 

l  (udv  —  vdu  y  udv— vdu 

et  l'équation  du  centre  de  courbure  sera 

(i3)  \]x,  -+-  Vri—  I  —  o. 
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3.   En  résume,  nous  avons  ce  premier  groupe  tic  formules 


(1°) 


-(Ju 


(  2"  )  c/s  =   fj  U^  -+-  V' 

(3°)  R  =  (.i' 


u  (Iv  —  r  c/u  ' 

f/f  (/'  f<  —  f/;(  (/•  (' 
{udv  —  vduf  ' 

I  dv  d' u  —  du  d' c 
{udv  —  vduY  ' 


,  ,  v{!idv  —  ('(/(/)  — u[udv  —  i'du] 

4"  "i  = 1 1 — '      ''i  = 1 1 — ■ 

'  uau-h  vdv  udu+vdv 

[  n{u"->r-  c' )  ( du d^ V  —  dv f/' u )  dv 


(5») 


[a  dv  —  l' du  Y  udv  —  v  du 

V  (  w'  +  i''  )  (  du  dh'  —  dv  c/'  u  )  du 

•'  '  (udv  —  V  du  y  u  dv  —  ('  du  ' 


w,  ('  sont  les  coordonnées  d'une  tangente  quelconque  à  la  courLe 
considérée;  x^y  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  cette 
tangente,  elles  sont  données  par  les  formules  (1°);  la  formule  (2°) 
donne  l'élément  ds  de  l'arc  de  courbe  en  (.r,  j'),  et  la  formule  (3°) 
donne  le  rayon  de  courbure  R  correspondant  au  point  (.r,  1  )  5  «,, 
Ui  sont  les  coordonnées  de  la  normale  en  (x,  y),  leurs  valcuis  sont 
fournies  par  les  formules  (4°))  les  formules  (5°)  donueuL  les  coor- 
données Xi,  j)'j  du  centre  de  courbure  correspondant. 

Pour  plus  de  symétrie,  nous  avons  considéré  z<,  v  comme  des 
fonctions  d'un  paramètre  arbitraire. 

4.  Nous  pouvons  donner  aux  équations  précédentes  une  forme 
plus  simple  et  qui  peut  être  fort  utile,  en  introduisant  la  distance  /> 
de  l'origine  à  la  tangente  et  l'angle  a  que  fait,  avec  l'axe  positif 
des  X,  la  perpendiculaire  abaissée  de  l'origine  sur  cette  tangente; 
les  quantités  j>  et  «  pourraient  être  nommées  les  coordonnées  po- 
laires de  la  tangente  (j/,  c)  ou  coordonnées  polaires  iangenliell.es. 

D'après  les  équations  (5),  on  a 


ros  a  sina 

u  = )      V  = • , 

p  p 
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,  sina    ,         cosx   , 

(lu  = ily. cip, 

l>  P' 

,  CO^y.    ,  sina 

rtf  =  + 


dy.  — '-  Ji)  : 


It  civ  —  l' au  — -  —  )      Il  du  +  l'Uv  = '-: 

dudH'  —  dvd--u  =:  —  dy?-^  ^-  (/  ^-j^  ; 
1)^  p'       dy. 

lus  équations  du  groupe  fl)  nous  conduisent  alors  à  ce  deuxième 
f^roupe  de  formules 


(>°) 


t 

rns  y 

/?'  =  — :» 

^         u-  -+-  v' 

u= 

!       /' 

ou 

(i"  bis) 

(' 

i           sina 

langa  =:-; 

"=  -i 

°         u 

'              Z' 

(2") 


,'  .       dp 

I  x=:pcosx —   S\t\y.-j-t 

dp 

'  dy. 

±  ds  ^=:  p  dy.  -h  d   -    ■ 


dy 


dp 


(II)    (  d  , 

{4")  ^  =  P-^^ 

(5") 


(6") 


dl  dp    ' 

du  dy 

d'iP 
dp  dy 

.r,  =  —  sin  z  —r cosz  — ; —  ■> 

dy  dy 

-'if 

dp  .  dy 

V,  =r  cos  y  -7 sin  y  — — : 

•'  dy  dx 


Les  formules  [i")  de  ce  groupe  sont  les  formules  de  trausforma- 
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tiou   pour  passer  des    cooi  données   tangentlelles   rectilignes  aux 
coordonnées  tangentlelles  polaires. 

Les  autres  équations  déterminent  les  éléments  de  la  courbe  défi- 
nis à  la  fin  du  n°  3  ;  ^7  peut  être  regardée  comme  une  fonction  de  « 
définie  par  l'équalion  de  la  courbe  ;  ou  bien  encore,  p  et  a  peuvent 
être  considérées  comme  des  fonctions  déterminées  d'un  paramètre 
arbitraire. 

Remarque  I.  —  Les  quantités/?  et  a  sont  aussi,  pour  la.  podaire 
d'origine  O,  les  coordonnées  polaires  du  point  correspondant  à  la 
tangente  [u,  c).  De  là  résultent  des  relations  simples  entre  les  élé- 
ments de  la  courbe  et  ceux  de  la  podaire  5  je  ne  les  écrirai  pas,  car 
elles  doivent  être  connues. 

Remarque  II.  ■ —  Ce  second  groupe  de  formules  ne  diffère  pas, 
au  fond,  de  celui  que  M.  J.  Serret  a  donné  dans  son  Traité  de 
Calcul  différentiel,  t.  I,  p.  3i  i  ;  mais  la  signification  géométrique 
plus  précise  des  quantités  qu'il  renferme  eu  rend  l'application 
plus  simple,  en  ce  sens  qu'on  peut  en  conclure  l'équation  tangen- 
tielle  de  la  courbe,  (/o/rla  troisicnie  application.) 

5.  Enfin,  comme,  dans  beaucoup  de  cas,  l'équation  de  la  courbe 
n'est  pas  résoluble,  il  est  indispensable  d'écrire  les  formules  qui 
précèdent  en  y  introduisant  les  dérivées  partielles  du  premier 
membre  de  l'équation  de  la  courbe. 

Soit  l'équation  tangentielle  de  la  courbe 

(l5)  f{u,  (.■):=  o,       OU       /{  «,    l',   II')  :       O; 

après  l'avoir  rendue  bomogènc,  posons 

àf 

<r-f  ^ 

.  ...  OuOw 

(>6)  {  ,,,  ^^^ 

OvOa' 

à\f 

~i — ;' 


•''        du 

/> 

/3   = 

•^          Ou- 

U 

Oudv 

/=  = 

u 

d\f 

/.3  = 
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puis 
(îGbis) 


/.    /..    ^ 
/=.    .U    fn 

/.     U     /33 


Si  n  est  le  degré  de  l'équation  (i5)  et  si  l'on  a  égard  au  théorème 
des  fonctions  homogènes,  on  trouve,  par  des  transformations  faciles 
<?t  Lien  connues,  en  supposant  du  constant  : 


ch 


f' 


ht,      inh'  — 
Wclu 


du 


.n 


f- 


,  du, 


■^rf. 


la  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  formules  du  groupe  (I),  en  v 
supposant  du  constant,  nous  conduit  au  troisième  groupe  suivant 


(1°) 

(•2°) 


/; 


y- 


ds  = 


R 


v'  u' 


II 


«  -  0^  M 

(u'-^v^y  H 


7  du  ; 


(III) 


(«-'j'  fi 

/       _        u{u'- 


'ï'f: 


«/;-"/;' 

H-5,^ 


('(?/' 


in-^rfl"■      f: 


Les  quantités  y^,  J^j,  H  sont  définies  par  les  équations  (i6)  et 
[i6  bis);  X,  j>-,  R,  «i,  l'i,  ■3:'i,J'i  ont  la  signification  indiquée  à  la  fin 
du  n°  3. 

6.   Faisons  quelques  applications  de  ces  formules  : 

Première  application.  —  Considérons  la  courbe  enveloppe 
d' une  droite  de  longueur  constante  a^  dont  les  extrémités  glissent 
sur  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oj'. 
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Si  A  cl  B  sont  les  points  où  la  dioile  mobile  rencontre  O.r  et  Oj  , 
on  a 

0A  =  -,     0B  =  -; 

a  V 

/'et/ nation  tangentiellc  de  la  combe  enveloppée  est  donc 

t  t 

(i)  —  -i-  —  —  ti-^o. 

(  )n  déduit  de  cette  équation 

Les  loruiules  du  groupe  'III;  donnent  alors,  en  tenant  compte  de 

lécpiatiou    1}, 

fal  11  =  -^; 


l    '     '•'  — 

u'^ 

3  k 
'       a'ii'v- 

I 
a-  II- 

3  e 

i 

(3) 


(4) 

Si  p  est  la  distance  de  roriginc  à  la  tangente  [u.  r),  on  a 
(5)  "P^'h'     ^'°'^      «=3/>. 

1/équation  de  la  normale  (i/i,  l'i]  est 

(■-  —  ti- 
(G)  '.■x  —  uy— 5 

et  les  coordonnées  ;.ri,  i ,)  du  centre  de  courbure  vérifient  la  rela- 
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UX^   -+-  l')'i 


i. 


Des  équations  (5),  (6),  (7)  nous  tirons  les  conséquences  sui- 
vantes : 

1°  Le  rayon  de  courbure  est  égal  à  trois  fois  la  distance  du 
point  O  à  la  tangente  ; 

1°  La  normale  passe  par  le  sommet,  opposé  à  O,  du  rectangle 
construit  sur  AOB  ; 

3°  Le  centre  de  courbure  est  sur  une  droite  parallèle  à  la  taii- 
gente  et  dont  les  coordonnées  à  l'origine  sont  quadruples  de  celles 
de  la  tangente. 

La  construction  du  centre  et  du  rayon  de  courbure  est  doue  im- 
médiate. 

L'équation  (6)  est  l'équation  de  la  tangente  à  la  développée  de 
la  courbe  (1)  ;  si  l'on  cliercbe  les  intersections  de  cette  droite  avec 
les  bissectrices  de  l'angle  jOx  et  si  A'  et  B'  sont  ces  intersections, 
on  trouve 

'         uv  uv 

tVoù  l'on  conclut 

OÂ^  +  ûî?  =  4  ^^^^  =  4  «'• 

ll-V' 

Donc  : 

4°  La  développée  de  la  courbe  (i)  est  une  coiirlje  envelojipée  par 
une  droite  de  longueur  2  a  s'appuyant  sur  les  bissectrices  du  sys- 
tème des  deux  premières  droites  0.r,  O)  . 

Nous  retrouvons  ainsi,  très-simplement,  les  diverses  propriéd's 
bien  connues  de  la  courbe  déGnie  ci-dessus. 

Remarque  I.  —  Pour  la  courbe  en  question,  on  voit  facilement 
que 

(8)  p  z=  -sinaa: 
'         3 

la  formule  (3°)  du  groupe  (II)  donne  alors 

3 

(9)  ds  ^ -as\n-îy.(h.. 
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d'où 

3      . 
i  =  -  rtsin'a. 

3 
Le  quart  de  la  longueur  de  la  courbe  est  égal  a  -  «. 

Reinaïujuc  II.  —  Des  équations  (3),  savoir 
?/»''  —  vu- 

(lO)  u,^— -5       1-,= 

^      '  V-—  lû 

on  déduit 


h' 


Les  relations  (lo)  et  (i  i)  établissent  xmc  tiaiisforninlion  ratioimcllc 
rc'cipj'0(/tie  particulière  du  3'  ordre. 

Si  l'on  suppose  que  u  et  w  soient  les  coordonnées  d'un  point  et  que 
Ui  et  \'i  soient  celles  du  point  correspondant,  on  voit  qu'à  un  point 
correspond  un  point*,  à  une  droite  quelconque  de  l'un  des  systèmes 
correspond,  dans  l'autre  système,  une  courbe  du  3'  ordre  ayant 
l'origine  pour  point  double  fixe  avec  deux  tangentes  fixes  rectan- 
gulaires, et  pour  directions  asymptotiques  fixes  les  droites  Ox  et 
Oj  ;  la  troisième  direction  asymptotique  est  perpendiculaire  à  la 
droite  dont  la  courbe  du  3°  ordre  est  la  transformée,  etc.,  etc. 

Si  l'on  suppose  que  u  et  i-'  soient  les  coordonnées  d'un  point  et  que 
(/i  et  ('i  soient  celles  de  la  droite  correspondante,  les  équations  (lo) 
et  (il)  définissent  une  transformation  rationnelle  récijiroque  tan- 
gentielle,  laquelle  présente  les  propriétés  suivantes  : 

1°  A  une  droite  du  premier  système  correspond  une  droite  dans 
le  second,  et  inversement; 

2°  A  un  point  dans  l'un  des  systèmes  correspond,  dans  l'autre, 
une  courbe  de  3"^  classe. 

Ces  courbes,  quand  le  point  varie,  toucbent  toutes  la  droite  de 
l'infini  en  deux  points  fixes;  elles  toucbent  également  les  droites 
O.ret  O)',  etc.,  etc. 

7.   Deuxième  application. 

Désignons  par  (it,  c)  les  coordonnées  rectiligncs,  et  par  (p,  a) 
les  coordonnées  polaires  d'une  tangente  à  une  courbe;  par  (u,,  t^i  ) 
et  (pi,  «i)  celles  de  la  tangente  correspondante  pour  la  développée; 
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par  («5,  w".^  et  (y?,,  a,)  celles  de  la  tanj^ente  correspondante  pour  la 
développée  de  la  développée  ou  deuxième  dévelojjpée,  et  ainsi  de 
suite.  Les  formides  (i°)  et  i^5°)  du  groupe  (II)  donnent 


COS5;, 


1      sina        j       cosa sina, 

'''~~'      f  ''  ~~W~     F' 
'  dx 

d'où 

dp 

cosa,  =:  —  sina, 

sin3£,r=  -+-  cos3£, 
dxt  =  dx. 
D'après  cela,  on  aura,  pour  déterminer  les  développées  successives, 
les  formules  suivantes 


CO'^X 


sin  X 
P 


—  sina 

-  dp  ' 

dx 

^'l 

cosx 

=  dp  ' 

dx 

—  sina, 

dp,       ' 
dx, 

CCS  a, 

-    dp,     ' 
dl. 

—  sina, 

dp,      ' 
dx. 

^'3 

cnsa, 
-    dp,   ' 

-V  — «'  +  fî;    R  =/>  4- 


do. 


clp 
dx' 

,  IV)  <  I    .  cosa,         b;  '       -  dx, 

'  sina,  =;  cosa,     '  "  — 

rfa,=^  dx, 

dp, 

COSa.  =  -sina„  -'  ^^=  JL^ul-.l;     R,=  ,,.-^^% 

sin  ai  =  cosa,,     '  "  —  "^ 

f/a:=  f/a,, 


i84  BULLETIN  DES  SCIENCES 

Appliquons  ces  dernières  l'ormules  à  l'cllipsi;;  l'équation  tangcn- 
ticUc  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  axes  est 

(i)  (C  lû -\- b' v'' — 1  =  0, 

cl  l'on  a  ici 

(a)  /j'  =  fl'cos'a  + /^'sin'a, 

d'où 

{2  Ois)  cos'a  =  -î — - — ?      sin=a  = ;^- 

On  déduit  de  là 

flp f' si  n  arcs  a 


(3)  />,= 


dx  p 


,r,  <lp.  n''>' 

a[)rès  avoir  éliniiué  sina  et  cosa  à  l'aide  des  relations  fa  i«); 


dp, otOb'' 

r' 


(5)  P'=±^-P'--^^P" 


,,,,  dp,  in- h'        .3  (■('/;*        ion' h-     , 

^         doc       '  p'  />'  p^      '  ' 


i\Jainteuanl,ona,  d'après  les  équations  (1°)  groupe  (R)  et  la  valeur  (3), 

_P_. 

ma' 

en  sidîstituant  ces  valeurs  de  cosa  et  sina  dans  la  relation  (2),  il  \ient 
(I)  c'u]i']  =  n'i'] -\- b'ii] , 

i""'  développée  (courbe  de  4*^  classe). 

Les  équations  (2")  du  groupe  (l^  )  donnent 

—  fosa  —  sincz        I 

«i= 5      ('.= 5      --  =  «;  +  (';; 

1>'  P'        pi 

substituant  les  valeurs  de  cosa  et  de  sinœ  dans  l'équation  (aj,   et 


jnultinliant  l'éirallté  (41  liar  ^1  on  a 


n~ii:  -\-  b-i'l, 
p.' 
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l'climiiialion  de  i- conduit  à 

(II)  c'{a'u\—  6'i'5)'  =  (a'i<]  +  t'i'^)', 

2*^  développée  (courbe  de  8"^  classe). 

Les  équations  (3°)  du  groupe  (IV)  donnent 

sin  a                 —  cosa         I 
«3  = ;      t'3=  5     — -  =  f<, -1- ('-.; 

P^  P^  /'3 

substituons  lus  valeurs  de  sin«  et  cosa  dans  les  équations  (  a)  et  (3), 
et  nmlti|iliant  l'égalité  (5)  par  L-^-,  il  \ient 

PJ 


Pzp. 


\/':./  /'3    \/^3/  /A 


,..,..  .  1      /',  p  1     •      . 

I  élimination  de  '—  et  —  eontluil  a 
/>3       p. 

(III)     c'ti]v\[{l)Ui]  -h  a\']f->r  'in''b'[ttl  +  vlYY  =  [bHi]  -4-  a-v\Y, 

3"^  développée  (courbe  de  ii"  classe). 

Les  équations  (4°)  du  groupe  (IV)  donneraient 

COSîî  sina         I 

K«  ^ )    t'i  = >    -^  =  ";  +  ''!; 

ih  lu      /^ 

siil)stitu(>ns  les  valeurs  de  cosa  et  siiia  dans  les  équations  (2)  et  (3), 
puis  multipliant  l'égalité  (6)  par  i-^>  il  vient 

^\  =  a-ul-i-  b^'l'l, 
PJ 

P  P' 

—  —  ;=  —  c-«,  e,, 

P>  P> 


fJ=(^-...^i>H'':^.iy(j-)^3.i.iu:^.:y 


-^^^"''-^•K^)'(^)^^ 
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1..,.        .  .  ,        P  Pi  1      •       . 

I  eliniiiiatioii  de  —  et  —  conduit  a 
p.       p> 

\(a''ul-h  b''i'\y+  a'b'{ul-^  viy  ~\- 

c'est  la  4"^  déi'eloppée  (courbe  de  i6°  classe). 

On  conclui-ait  de  là,  par  analogie,  que  la  in^'^''  dévelopjiée  est  de 
la  classe  ^m. 

Les  formules  du  groupe  (IV)  permettent  aussi  de  calculer  facile- 
ment les  rayons  de  courbure  des  développées  successives. 

Ainsi  l'on  a 

„  dy.  dp, 

d'^-Ei 

„  dx,  dp-, 

^'=P'^iû;=P'-^±rP'^P" 
d'^ 

_  dy.-,  dp. 

^'-P'-^^nr^P'-^iû^P'^P'- 


Eu  ayant  égard  aux  valeurs  (2),  (3),  (4),  (5),  (6),  ou  trouve 

\  rayon  de  courbure  de  l'eilipse; 

I  „  Za-b-c^s'mxcosx 

{y){  '"        ~p'        ' 

rayon  de  courbure  de  la  première  développée; 

P  qa-b-        11  a- b' !  a- -h  b' )        \5a'h* 

rayon  de  courbure  de  la  deuxième  développée; 
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jNous   pouvons  conclure  de  là  les  relations  suivantes,  entre  les 
rayons  de  courbure  de  la  courbe  et  des  développées  successives, 


i!îi=(s?É:)'[''=- '■-'"'■'•)*]■ 


M. 

-  -t-R 

•( 

R.y 

=  1  +  1 

^2R,' 

^3R., 

R3 
R, 

9 

[  +  4 

_5R, 
~    Ko  ' 

(VI) 


8.  Troisième  application.  —  Trouver  la  courbe  plane  dans  la- 
quelle le  rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  rayon  vecteur 
issu  d  un  point  fixe. 

C'est  le  problème  traité  par  IM.  J.-A.  Serret  dans  son  Traité  de 
Calcul  différentiel,  t.  II,  p.  5oi. 

Les  formules  (2°)  et  (4°)  du  groupe  (II)  nous  donueut  ininiédia- 
teiuent,  pour  l'équatiou  dillërentielle  du  problème, 


c  est  l'équation  écrite  par  M.  Serret,  à  la  dillérencc  près  des  nota- 
tions. 

Si  m  •<]  I,  on  a,  p.  5o3, 

(2)  p  =  —  a\i  —  u}-^  as\nij.{x— (Xa), 

où 

7>(C 


a  =  \/ 1  —  ni- . 
Si  '«  ^  I ,  ou  a 


(3)  p^a\  i  +y}->. —  [gi'C'-'tJH-  e-^^C""»'], 

où 

wC 


v'm' 


Si  /w  1=  I ,  on  a 
4)  p=a[i— f: 
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D'ailleurs,  d'après  les  formules  (i"  bis)  du  groupe  (II),  on  a 

eosa  sina 

(5)  M  = 5      t'= ; 

P  l> 

nous  connaissons  doue  l'érpiation  tangentielle  de  la  eourbe. 

Premieu  cas  :  m<^ï. 

On  peut,  en  changeant  la  direction  des  axes  autour  du  point  O, 
et  en  choisissant  convenablement  le  sens  positif  de  l'axe  des  .r, 
('■crirc 


(6)  yj  r=  fl/j;  +  rt  sinp.a,  fv.  =  +  y/ 1  —  in\ 

alors 

,    ,  eosa  sina 

7  «  =  ^1 -■ r'  ''=-7 : i 

'  «( //i  -H  sinua)  rt( //i -+-sinp.aj 

l'élimination  de  «  n'olFrc  aucune  dilliculté,  et  Vcqitalioii  taiigeii- 
ilelle  de  la  eourbe  est 


in  (  a  arc  tang  -  |  • 


Mais  il  est  visible  que  les  équations  (7),  qui  détinissent  u  et  i'  en 
lijnetion  du  paramètre  arbitraire  a,  sulliront  parfaitement  pour  l'é- 
tude complète  de  la  courbe,  soit  pour  sa  forme,  soit  pour  ses  pro- 
])riétés:  l'équation  (8)  est  inutile,  et  même  fort  incommode. 

Ainsi  ii,  \'  [équations  (y)]  sont  donc  les  coordonnées  d'une  tan- 
gente quelconqu(î  à  la  eourbe  en  cjuestion;  en  appliquant  i( 
formules  du  groupe  (I),  on  trouve 


•1  le 


(9) 


X  =  rt(»iCOSa  -r  CCS  a  sinp.a  —  a  Sina  cosy.a:) 

-- p  cosa  —  ay.  sinacospa, 
y  1—  a{m  sina  -f-  sina  sinp.a  -f-/-/.  cosa:COS,aa) 

=  j»sina  4-  flp.  cosa  cos/j.a, 


d'où 

(g  bis)  x'H-j'=  «^(i  -!-  m  sinp.a)"  : 

ce  sont  les  coordonnées  du  point  de  contact  de  la  tangente  (/<,  r). 
On  trouve  ensuite 

(10)  R  r=  am  (i  4- m  siiip.a), 
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fe  qui,  avec  la  valeur  (g  bis),  fournit  une  vérification  de  Icxacti- 
tude  des  calculs. 
On  a  encore 

(11)  ds^  am[i -^  m  s\ï\y.y.](h.. 


anv 
:  amy. cos  v.:z  -f-  consl.  ; 


la  courbe  est  rectifia])le. 

Les  coordonnées  Xi^r^  du  centre  de  courbure  seront 

f  jr,  =  </vJa  cosasin  7.2  —  sin^cosv.al, 
(  )•,  z^ay.['J.  Sina  sin  y-jt -f-  COSacCOSy.a], 


y.  :=  \  I  —  m- 
Les  coordonnées  de  la  normale  sont 


«1  = 


(i3) 
d'où 


«y.  COS  y.3t 
rosx 


a  !J.  cas  v.y. 


p,  =  au.  CCS  va, 
/>,  étant  la  distance  du  point  O  à  la  normale,  etc.,  etc. 

Observation.  —  Je  ne  pousserai  pas  plus  loin  l'étude  et  la  dis- 
cussion de  cette  courbe;  je  ferai  cependant  remarquer  que.  si  Ton 
veut  obtenir  facilement  les  formules  que  je  viens  de  transcrire,  on 
y  arrivera  immédiatement  en  dirigeant  le  calcid  comme  il  suit  : 

On  a 

(i")  pu  z^  cosx,     pv=sina,     p  ^  am  ^  asiny-x, 

par  suite, 

(  pela  ^i  —  sin  s: (h.  —  u dp, 

\  pdv  ^       cosxdx  —  i<//?, 

dp  =^  au.COSy.xdy., 
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d'où 

(3")  « dv  —  vdii  ^  —  ) 

ou 

—  f/«  si  n  a  +  dv  ces  a  =  — '  • 
P 

On  a  ensuite,  en  dillércntiant  les  équations  (2°), 

l  pdUi  —  —  idi(dp  —  cosxdy:—  itd'p, 

\  pdU'  =^  —  y.dv  dp  —  sine,  de'—  vd'p, 

d'p  =  —  au}  si  11  y.a da?. 

Un  déduit  de  là,  eu  égard  aux  valeurs  (3"), 

p{dvd'u  —  dud'v)  =  {sinxdn  —  cosxdv)dx'  —  {udv  —  i,'du]d'p, 
d'où 
(5")  dvdUt  —  diidH':z^ ^  (i  +  m  s\n[j.x)dx'. 


(4" 
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KOSSAK  (E.).  —  Die  Eleme^te  deb  Arithmetik  (Programmab- 
bandlung  des  Werderschcn  Gymnasiums  iu  Berliu). —  Berlin, 
1872,  >icolai'sclie  Vcrlagsbuclihandlung,  iii-4''  (2g  p.)  ('). 

Le  nouvel  Ouvrage  que  nous  avons  à  signaler  à  nos  lecteurs  n'est 
certes  pas  un  traité  élémentaire  et  développé,  mais  plutôt  un  aperçu 
général  delamétbode  que  l'on  doit  suivre  en  Arithmétique  etl'exposé 
des  idées  de  l'auteur  sur  l'introduction  des  unités  complexes  dans  la 
théorie  des  nombres.  Un  premier  Chapitre  de  1 1  pages  contient  un 
résumé  historique  se  rapportant  principalement  à  l'introduction 
des  quantités  négatives  et  imaginaires  en  Algèbre  et  en  Arithmé- 
tique. Les  travaux  de  Gauss  y  sont  analysés  avec  soin.  On  sait, 
en  effet,  que  l'illustre  géomètre  a,  le  premier,  reconnu  la  nécessité 
de  compléter  et  de  développer  Tx-irithmétique  par  l'introduction 
des  nombres  imaginaires. 

Le  second  Chapitre  est  consacré  à  l'étude  du  nombre  entier  et  à 
la  théorie  des  nomljres  complexes.  L'auteur  a  suivi  les  leçons  sur  la 
tliéorie  des  unités  complexes  que  ]NL  Weierstrass  a  développées 
dans  l'hiver  de  1 865- 1866  comme  introduction  à  un  Cours  sur  la 
théorie  des  fonctions  analytiques,  et  avec  la  permission  de  M.  Weier- 
strass il  a  développé,  dans  l'opuscide  dont  nous  rendons  compte, 
les  théories  de  cet  éniinent  professeur,  eu  ajoutant  pour  cjuelques 
points  importants  des  développements  qui  leur  sont  propres.  On 
voit  donc  que  le  travsiil  actuel  est  une  étude  philosophique  sur  les 
principes  de  l'Arithmétique  et  de  l'Algèbre,  et  il  est  à  désirer  que 
l'auteur  la  complète  et  la  fasse  suivre,  comme  il  le  promet,  d'mi 
travail  semblable  sur  les  nouvelles  idées  relatives  au  postulatum 
d'Euclide,  idées  qui  ont  pris  place  dans  la  Science,  qui  intéressent 
aujourd'hui  tant  de  personnes  et  qui  ont  déjà  donné  naissance  à  une 
foule  de  travaux  réellement  importants. 

{')  KussAS  ^^E.),  Les  éléments  de  l'Arit/iméti'/ue,  Berlin,  1872. 


Bull,  des  Sciences  malhém.  et  astroii.,  t.  IU.    '^Juillet  1S73.) 
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PELLUCCHI  (S.). —  PoLiGONOMETRiA  ANALiTicA,  iiuovo  rauio  di 
Geometria  elemcutare  edi  applicazionc  dcll'  Algebra;  foiidamento 
délia Trigonomctria,  onde  le  equazioui  raggîo-iiuniericliu  complète 
di  diverse  grado  pcr  ciascuu  poligono  regolare  iscritto,  ordinato 
in  un  solo  teorema  di  Geometria  e  ne'  cinque  primi  poligoni,  e  sua 
relazione  col  circolo  derivalo  e  colla  trisezione  dell'  angolo.  — 
Genova,  tip.  dcl  R.  Istituto  Sordo-Muti,  187 1;  in-4",  4o  p- ; 
I  PI.  Prix:  3fr. 

Voilà  un  auteur  à  qui  on  ne  pourra  reprocher  de  faire  des  titres 
courts  et  obscurs;  et,  si  tous  les  savants  adoptaient  les  mêmes  pro- 
cédés, notre  tâche  serait  bien  simplifiée  et  nous  n'aurions  guère  qu'à 
transcrire  les  titres  des  Ouvrages.  Cet  Opuscule  contient  d'ailleurs 
tout  ce  qu'annonce  le  titre. 


GUENTHER  (S.}.  —  Studien  zur  theoretischen  Photometrie. 
Inaugural-Dissertation.  Erlangeu. —  Besold,  1872;  in-S",  5o  p. 
Prix  :  a  fr. 

La  Pliotométrie ,  créée  par  Bouguer  (')  et  par  Lambert  ('), 
n'avait,  pour  ainsi  dire,  pas  fait  de  progrès  théoriques  jusqu'à  ces 
dernières  années.  Nous  ne  parlons  pas,  bien  entendu,  des  progrès 
réalisés  dans  les  laboratoires  et  des  appareils  de  mesure  perfection- 
nés par  Bunsen ,  Steinheil ,  Seedel ,  Ziillner  et  récemment  par 
M.  Wolf  ;  mais  seulement  des  théories  pliotométriques,  dont  l'étude 
appartient  plus  sj)écialement  à  la  Physique  mathématique.  Les 
travaux  de  Karsten  ('),  de  von  LangsdorÛ"  ('),  de  J.  Ilerscliel  ("), 
de  Brandcs  (^)  sont  à  peu  de  chose  près  tirés  de  la  Pliotometria  de 
Lambert.  Mais,  dans  ces  dernières  années,  A.  Becr  a  repris  l'étude 


(')  liouuUEB:  Essai  d'Optique;  sur  la  gradation  de  la  lumière.  Paris,  1729.  Édition 
augmentée  par  La  Caille,  17C0. 

('  )  Pliotometria,  sive  de  mensura  et  gradtbus  lucis  eolorwn  et  umhrœ.  Augsljourj;,  i  yGo. 

(')  Lehrbegrijf  der gesammten  Matliematik.  Greifswald,  1767-1777,  8*^  partie. 

(*)  Lakgsdorkf  (von):  Gnmdlehren  der  Photometrie. 'Et\ar>^en,   i8o3-i8o5. 

(')  Herschel  (J.)  :  On  Light.  Trad.  fr.  par  Vcrhulst  et  Quctelet.  Paris,  1839. 

(")  Rraxdes  :  Gehler'spltjsihalischesllôrterbuch.  ^^  cdit.,  Leipzig,  i83i.  Article: 
T.rleuchtung. 
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de  cette  branche  délaissée  de  l'Optique  et  traité,  d'une  manière 
très-élégante,  quelques  questions  des  plus  intéressantes  dans  un 
travail  intitulé  Grundriss  des  pholometrischen  Calculs  (Bruns- 
wick, 1 854  )  '■)  et  enfln  Rhcinauer  a  publié,  quelque  temps  après,  un 
livre  plus  élémentaire  sur  le  même  sujet  ('  ). 

Ces  détails,  que  nous  devons  au  Livre  que  nous  analysons,  mon- 
trent qu'il  y  a  encore  beaucoup  à  faire  en  Pliotométrie,  et  nous 
croyons  que  les  personnes  qui  s'occupent  de  ces  questions  consulte- 
ront avec  fruit  et  intérêt  le  Livre  de  M.  Giinther  ('V 


GUIRAUDET,  doyen  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille.  — 
Mémoire  sur  le  mouvement  d'un  point  matériel  sur  ume  sur- 
face. —  Lille,  L.  Daniel,  1872;  in-8'',  3  p.  ('). 

L'Auteur  se  propose  de  considérer  le  mouvement  d'un  point 
assujetti  à  rester  sur  une  surface  Cxe,  en  supposant  qu'on  prenne 
pour  coordonnées  à  la  surface  les  deux  systèmes  de  lignes  de  cour- 
bure. Il  établit  directement,  et  d'une  manière  géométrique,  les 
équations  dillëreutielles  du  mouvement  et  étudie,  d'une  manière 
particulière,  les  surfaces  pour  lesquelles  les  lignes  de  courbure 
d'un  système  au  moins  aussi  sont  des  lignes  géodésiques. 


SAINT- VENANT  (de),  Membre  de  l'Inslilut.  —  Sur  les  diverses 

MANIÈRES     DE     PRÉSENTER    LA    THÉORIE    DES     ONDES    LUMINEUSES.    

Paris,  Gauthier-Villa rs  ;  iu-8°,  00  p.  Prix  :  1'^'',  00  ('). 

Ce  petit  écrit  intéressera  vivement  toutes  les  personnes  qui  dé- 
sirent conuaitre  les  découvertes  dues  à  Fresnel,  Caucby,  à 
INI.M.  Briot,  Sarrau,  Boussincsq  sur  la  théorie  mathématique  de  la 


(')  R:iEiNAUER,  Griindziigi;  dcr  Pliotnmetrie.  Halle,   iS63. 

(')  Nous  profiterons  aussi  de  l'occasion  pour  sign  lier  un  Ouvrage  de  M.  Burmester, 
se  rapportant  au  même  sujet,  et  intitule  :  Théorie  and  Darstellung  der  Beîeucbcung 
gesetzmdssig gestaîteter  Flàchen.  Leipzig,  Teubner. 

(')  Extrait   des   3Iémoires  de  la  Sociécé  des  Sciences,  de  V Agriealture  et  des  Arts 
de  Lille,   i8;i,  3«  série,  t.  IX. 
•    (*)  Extrait  des  Annales  de  Chimie  et  de  Pliysique,  \^  série,  t.  XXV,   1872. 

i3. 
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lumière.  Les  travaux  de  Lamé  et  de  Grecii  sont  volontairement  lais- 
sés de  eôté  [voir  la  note  de  la  page  9).  Le  savant  académicien,  après 
un  examen  très-détaillé  des  Mémoires  récents  des  géomètres  cités, 
adresse  à  tous  ces  travaux,  excepté  à  ceux  de  M.  Boussinesq,  des 
objections  précises  et  développées,  et  il  conclut  en  invitant  les  pliy- 
sicieus  à  porter  toute  leur  attention  sur  la  théorie  de  M.  Boussi- 
nesc[,  «  qui  oH're  à  la  fois  plus  de  simplicité,  d'unité,  de  probabilité 
et  de  rigueur  que  les  autres  ».  Nous  désirons  signaler  cette  étude 
sans  avoir  la  prétention  téméraire  de  prononcer  un  jugement  dans 
des  questions  si  intéressantes,  mais  si  dilliciles. 


PETERS  (C.-F.-W.),  Assistent  der  Sternwarte  in  Alloua.  — 
AsTROKOMiscHE  Tafeln  lAD  FoRjiELiN . —  llamburg,  ^Villielm 
Maiike,  1871  ('). 

Ces  excellentes.  Tables  sont  destinées  à  remplacer  les  Recueils 
analogues  donnés  par  Scbumaclicr,  en  1822,  et  par  Warnstorfl',  en 
1845,  et  qui  sont  depuis  longtemps  épuisés.  L'Auteur  a  profondé- 
ment modifié  et  perfectionné,  d'une  manière  notable,  les  Ouvrages 
antérieurs.  Voici  d'ailleurs  quelles  sont  les  Tables  que  contient  le 
nouveau  Recueil  : 

1 .  Transformation  du  temps  moyen  en  temps  sidéral  et  récipro- 
(luement.  —  2.  L'ransformation  des  parties  décimales  du  jour  en 
jieures,  minutes,  secondes,  et  inversement. —  3.  Transformation  de 
l'arc  en  temps  et  du  temps  en  arc.  —  4.  Longueur  des  arcs  de 
cercle,  le  diamètre  étant  supposé  égal  à  i .  —  J).  Tables  de  la  réfrac- 
tion moyenne.  —  G.  Cinq  Tables  de  réfraction,  d'après  Bessel.  — 
7.  Tables  pour  la  forme  de  la  Terre.  —  8.  Tables  poui'  le  cal- 
cul des  parallaxes.  —  9.  Tables  de  réduction  au  méiidien.  — 
10.  Tables  des  logarithmes  de  /».  et  (1(-  n.  —  11.  Tables  pour 
la  correction  de  midi.  —  12.  Talflcs  pour  la  coireetion  de 
minuit.  —  13.  Réduction  du  temps  à  l'année  de  Bessel.  — 
14.  Tables  d'ascension  droite  moyenne  du  Soleil.  —  lo.  Parallaxe 
horizontale  du  Soleil,  d'après  AL  Le  Verrier.  —  IG.  Tables  géné- 

{')  i'ETERS  (C.•F.-^Y.),  Tables  et  formules  astronuinijues,  in-S",  220  p.  Prix  :  12  fr. 
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ralrs  pour  l'aixTratioa.  —  17.  Taljlcs  générales  pour  la  nutation. 

—  18.  Tables  générales  pour  la  nutation  solaire.  —  19.  Tables 
d'interpolation.  — 20.  Fonctions  trigonométriques.  —  21.  Carrés 
des  nombres  depuis  1  jusqu'à  10  000.  —  22.  Taljles  hrpsométriqucs 
de  Rûliluîann  avec  application  des  logarithmes.  —  23.  Mêmes 
Tables,  sans  l'emploi  des  logarithmes.  —  24.  Point  d'ébullilion 
de  l'eau  pour  chaque  hauteur  du  baromètre.  —  25.  Réduction  de 
l'ancien  baromètre  français.  —  26.  Réduction  des  hauteurs  du  ba- 
romètre en  millimètres.  —  27.    Rédaction  du  baromètre  anglais. 

—  28.  Réduction  de  l'ancien  baromètre  français  avec  deux  thermo- 
mètres. —  29.  Echange  des  éclielles  barométriques  et  thermomé- 
triques. 

Le  Livre  se  termine  par  un  recueil  des  formules  les  plus  impor- 
tantes de  Goniométrie,  de  Trigonométrie  et  d'Astronomie.  Les  prin- 
cipales se  rapportent  aux  instruments  des  passages  et  des  hauteurs. 
Une  introduction  placée  au  début  indique  avec  précision  l'usage 
des  dilfércntes  Tables. 


E.MSMxiJNN  (D''  G.),  Oberlchrcr  an  der  Realschule  erster  Ord- 
nung  zu  FranUfurt  a.d.O.  —  jMathematische  Excursiomen.  Ein 
Uebungsbuch  zum  Gebrauche  in  deu  oheren  Classen  hijherer 
Lehranstalten  und  beim  Selbslstudium;  zugleich  Sammlung  ma- 
ihematischcr  Abiturienten-Aufgaben.  Halle,  L.  Nebert  ('). 

Il  suffit  de  jeter  un  coup  d'œil  sur  la  Taljle  des  matières  de  cet 
estimable  Ouvrage  pour  reconnaitre  qu'il  traite  de  matières  variées. 
Le  premier  Chapitre  est  consacré  au  cercle  des  neuf  points,  le  hui- 
tième aux  fractions  continues,  le  neuvième  à  la  sommation  de  quel- 
crues  séries.  On  voit  que  c'est  bien  d'excursions  mathématiques 
qu'il  s'agit.  Nous  devons  ajouter  C[u'à  la  suite  de  l'Auteur  elles  nous 
paraissent  intéressantes.  L'Ouvrage  se  termine  par  une  collection 
bien  choisie  d'énoncés  de  problèmes  dont  la  solution  n'est  pas 
donnée. 


(*)  E.MSMA?iN  (D^  G.),  Excitrsinm  mathématiques.  Livre  tlVxorcices  pour  l'usage  tlo 
classes  supérieures,  etc.  In-8°,  218  p.  Prix  •.  .'jf'',  yj. 
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FOERSTER  (D'  W.),  Professor  uiul  Direktor  dcr  Sternwartc  zu 
Berlin.  —  Johann  Kepler.  —  Berlin,  1872,  Lùderitzsclie  Ver- 
lagsbucliliancUung-,  in-8°.  Prix:  i  fr. 

M.  Forster  public  le  discours  iju'il  a  prononcé,  le  16  janvier 
1872,  à  l'Université  de  Berlin,  cà  l'occasion  du  troisième  anniver- 
saire centenaire  du  jour  de  naissance  de  Kepler.  La  compétence  et 
le  mérite  du  nouveau  biograplie  de  Ke[)lcr  donnent  un  grand  inté- 
rêt à  cette  publication,  qu'il  suffit  évidemment  de  signaler.  Nous 
nous  contenterons  d'indiquer  cju'elle  fait  partie  d'une  collection  de 
"JVaités  destinés  à  popidariser  la  Science,  et  de  natiu-e  à  être  univer- 
sellement compris.  Cette  collection,  parvenue  déjà  à  la  septième 
série,  est  intitulée  :  Smnmlung  gemeinverstândlicher  TPlssen- 
schafllicher  ïoitrdge,  lier  nus  gegebcn  von  Riid.  Virchow  iind  Fr. 
V.  Holtzendorff.  En  abonnement,  cbaque  fascicule  coiite  5  silber- 
gros.  JNaturellement  les  IMathcmatiques  prennent  peu  de  place 
dans  de  telles  collections.  Dans  la  série  actuelle,  Kepler  seul  l'epré- 
sente  les  Mathématiques  et  l'Astronomie;  on  aurait  pu  choisir  plus 
mal. 


PUBLICATIONS  IVORVEGIEiXNES. 

HJERKNES  (C.-A.).  —  Sur  le  mouvement  simultané  de  corps 

SPHÉRIQUES  variables  DANS  UN  FLUIDE  INDÉFINI  ET  INCOMPRESSIBLE. 

—  Premier  Mémoire.  Christiania.    \  idenskabsselskabets  Ford- 
handlinger  for  1 87 1 . 

Dans  nu  fluide  illimité,  incompressible,  se  meut  un  système  de 
corps  sphériques  dont  les  ravons  sont  variables  et  très-petits  d'ail- 
leurs par  rapport  aux  distances  centrales.  Il  existe,  en  outre,  un  po- 
tentiel de  la  vitesse,  et  aucune  force  extérieure  n'agit  sur  le  iluide; 
à  l'inlini  la  pression  s'approche  d'une  limite  constante  ou  du  moins 
qui  ne  dépend  que  du  temps,  et  les  vitesses  sont  supposées  nulles. 
Les  états  du  fluide  produits  par  le  mouvement  et  les  variations  de 
volume  sont  étudiés,  et  tout  particulièrement  la  loi  des  vitesses  el 
la  pression  totale  que  supportent  les  corps  indiqués. 

Le  problème  se  décompose  immédiatement  en  deux  :  la  recherche 
des  mouvements  des  sphères  invariables,  et  l'étude  des  variations 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  199 

des  sphères  variables  dont  les  centres  demeurent  en  repos.  Le  po- 
tentiel ç)  se  décompose  donc  en  une  somme  de  deux  ^01  Çj.  L'un 
quelconque  des  deux  est  désigné  par  if',  et  l'on  pose 

'g  '  S'<  -s'il  g/'J-P 

où  les  indices  g,  h,  j,. . .,  A',  /,.••'  P  désignent  les  nombres  i,  2, 
3,. . .,  /w,  avec  la  restriction  que 

f>^g,   jVh    l^<h;....    pli. 

Les  valeurs  de  fg  sont 

d,  désigjie  le  rayon  de  la  sphère  S.,  dl  la  vitesse  avec  laquelle  croit 
le  rayon  7'^,  le  rayon  vecteur  du  centre  g  mené  à  un  point  exté- 
rieur a:,^,  z  ;  Sg  la  vitesse  du  même  centre  (S^r^  )  ;  enfin  l'angle  que 
la  direction  de  cette  vitesse  forme  avec  le  rayon  vecteur.  Les  autres 
potentiels  partiels  sont  déterminés  d'une  manière  simple. 

La  détermination  plus  précise  des  premiers  potentiels  partiels  et 
les  développements,  les  discussions  plus  étendues  demeurent  réser- 
vés pour  les  Mémoires  suivants,  ainsi  que  la  considération  du  cas  où 
il  existe  seulement  deux  sphères  se  déplaçant  suivant  la  ligne  des 
centres. 

D'ailleurs,  l'Auteur  a  déjà  fait  une  nouvelle  Communication 
[Fordhandlinger  ved  de  Skandinawiske  Natin'foi'skeres  10.  Mode 
1868},  daus  laquelle  se  trouvent  d'autres  résultats  qui  seront  dé- 
montrés plus  tard  (') . 

SYLOW    (L.).  StiU   LE   GROrPE   DE    1,'ÉQrATIOX  PO€Il   LA  DIVISIOM 

DES  PÉRIODES  DES  FO^'CTioss  ELLIPTIQUES.  —  Christiania.  Viden- 
skabsselskabets  Fordhandlinger,  1 87 1 . 

Le  groupe  de  l'équation  qui  détermine  les  grandeurs 

i  p  K  -t-  4  «  K'  « 
sin  am  ^J^ 

2«  +  I 

contient,  comme  on  sait,  seulement  des  substitutions  linéaires  et, 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  2S4. 
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parmi  elles,  celles  dont  le  déterminant  est  congru  à  l'unité  suivant 
le  module  2  7^  +  i  rjui  forment  le  groupe  appelé  de  tnonodroinie . 
On  sait,  d'ailleurs,  au  moins,  si  2«  +  i  est  un  nombre  premier,  que 
le  groupe  contient  des  substitutions  dont  le  déterminant  n'est  pas 
égal  à  I.  D'après  cela,  la  question,  qui  se  trouve  traitée  et  résolue 
affirmativement  dans  le  Mémoire!,  est  la  suivante  :  le  groupe  contient- 
il  toutes  les  substitutions  linéaires?  On  démontre,  en  même  temps, 
que  le  groupe  se  réduit  au  groupe  de  monodromic,  si  l'on  introduit, 
comme  quantité  connue,  la  (2«4-i)'^""'  racine  de  l'unité.  Le  dernier 
point  se  trouve  traité  par  la  formule,  due  à  Abel  et  démontrée  par 
l'Auteur, 


1' 


-  .           ip{m'K->r- u.'^' i] -^  ^q(m'\i+ a'VJ i) 
sin  am  ^^ ^lii \ 


[FojIi.  af.  Christ..  i864;  p.  68-92).  Comme,  d'ailleurs,  les  racines 
de  l'unité  s'expriment  rationnellement  par  les  grandeurs 

4  P I*^  +  4  7  K'  / 
sin  am , 

2  71  H-  I 

il  suit  d'une  loi  de  réciprocité  de  la  théorie  des  irrationnelles  algé- 
briques (voir  Traité  des  SuhstitutioiiSj  par  C.  Jordan,  p.  269) 
que  l'ordre  du  groupe,  si  l'on  introduit  comme  connues  les  racines 
de  l'unité,  est  divisé  par  l'ordre  de  l'équation  x^"+'  —  1  =  0,  c'cst-à- 
dirc  par  cd(2  71  +  i).  Le  groupe  doit  donc  se  composer  de  cj)(2n  -+-  i) 
multiplié  par  le  nombre  des  substitutions  du  groupe  de  monodro- 
mic i  il  contient  donc  toutes  les  substitutions  linéaires. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATEMATiriECKIIl  CE0PHIIK7)  ('). 

T.  V,  1870-1872. 

Première  Partie. 

BoUGAÏEF  (N.-V.).  —  Théorie  des  dérivées  numériques.  (63  p.) 
Ce  Mémoire,  qui  est  la  première  Partie  d'un  travail  plus  étendu, 

(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  il. 
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traite  des  séries  numérù/ues  et  de  la  loi  des  dé\'eloppements  réci- 
proques. 

L'Auteur  appelle  ititégrale  numérique  la  somme  des  valeurs 
d'une  fonction  0^«),  prise  par  rapport  à  une  suite  de  grandciu's 
déterminées  d'après  une  loi  quelconque.  Ainsi  la  somme 

^"0(M)  =  0(i)-4-0{2)-^0:3)-f-...-^0(«) 

est  dite  une  intégrale  numérique  prise  par  rapport  aux  nombres 
naturels  ;  la  somme 

§*  0(«)  =  0(i)-h  0(2')-i-0  (3')H-.  .  .-^  0(/<=) 

une  intégrale  numérique  prise  par  rapport  aux  carrés  ;\a.  somme 

y  0«  =  0(i)  +  0(<^)-+-0(af')-+--.,.^0(n), 

où  n  est  un  nombre  entier  quelconque,  et  rf,  d\  . . .  ses  divers  divi- 
seurs, une  intégrale  numérique  prise  par  rapport  aux  dii>iseurs, 
ou  simplement  une  intégrale  numérique . 

Réciproquement,  Q[n)  sera  dite  la  dérivée  numérique  de  l'inté- 
grale 

y  0(f/)=<i(re). 

M.  Bougaïef  étudie  le  problème  de  la  différentiation  et  de  l'inté- 
gration des  fonctions  définies  en  dernier  lieu,  et  il  en  déduit  diverses 
conséquences,  entre  autres  le  développement  des  fonctions  numé- 
riques en  séries.  Les  diverses  séries  que  l'on  obtient  ainsi  pour 
exprimer  une  fonction,  soit  analytique,  soit  numérique,  ne  sub- 
sistent, eu  général,  que  pour  les  valeurs  entières  des  variables.  Il  y 
a  cependant  des  cas  où  ces  développements  peuvent  s'appliquer  à 
des  valeurs  quelconques  de  ces  variables.  Le  développement  en  sé- 
ries numériques  consiste  dans  la  détermination  des  coefficients.  Le 
problème  est  donc  analogue  à  celui  du  développement  en  séries  ana- 
lytiques, telles  que  les  séries  de  Tavlor,  de  Fourier,  etc. 

L'Auteur  considère  en  particulier  le  développement  en  séries  des 
fonctions  suivantes  : 

1°  E  \n  et  yf  E  v'/ij,  E  "  7^  désignant,   comme  on  sait,  le  plus 
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grand  entier  contenu  dans  v'",  et  y  étant  le  signe  d'une  fonction 
quelconque; 

2°  La  fonction  ©(«),  qui  exprime  combien  il  y  a  de  nombres 
premiers  non  supérieurs  au  nombre  ii  ; 

3°  La  fonction  N(7z),  qui  indique  le  nombre  des  résidus  quadra- 
tiques 'Sn  d'un  nombre  premier  jo. 

Le  développement  de  E'v'w  est  remarquable  par  la  relation  qui 
est  établie  entre  des  opérations  telles  que  l'extraction  des  racines 
d'uu  degré  quelconque,  et  la  décomposition  d'un  nombre  en  facteurs 
premiers. 

De  la  formule  générale  de  développement  en  série  des  fonctions 
numériques,  on  déduit  une  loi  très-simple,  exprimant  la  liaison  qui 
existe  entre  des  fonctions  numériques  quelconques,  et  que  l'Auteur 
appelle  la  loi  des  développements  réciproques  : 

«  Etant  données  deux  fonctions  numériques  quelconques,  la 
somme  des  valeurs  de  la  première,  multipliées  respectivement  par 
les  coeiEcients  du  développement  de  la  seconde,  est  égale  à  la  somme 
des  valeurs  de  la  seconde,  multipliées  respectivement  par  les  coefli- 
cients  du  développement  de  la  première.  » 

D'après  cette  loi,  on  peut  établir  des  liaisons,  non-seulement  entre 
deux  fonctions  dont  les  développements  sont  connus,  mais  encore 
entre  des  fonctions  dont  le  développement  en  série  n'existe  pas,  dès 
que  l'on  sait  trouver  une  fonction  développable  ayant  une  relation 
quelconque  avec  la  fonction  donnée. 

Voj\  Beyeu  ^E.-L).  —  Sur  l' intégration  aux  différences  Jinies 
des  fractions  rationnelles  au  moyen  des  Jonctions  algébi-iques. 
[Suite  et  fin;  2  articles,  6i  et  34  p-  (')•] 

Le  premier  des  deux  articles  dont  se  compose  la  fin  du  travail  de 
M.  von  Beyer  est  intitulé  :  Résolution  des  équations  d'où  dépend 

SN 
^jTj»  lorsque 

cette  valeur  est  possible.  Conclusion  générale. 

Toutes  les  formules  développées  dans  le  précédent  article  con- 
duisent, pour  l'intégrale  ^  — >  à  une  valeur  de  la  forme  -r^  -i-C,  F 

(')  Voir  BitUetin,  t.  III,  p.  79. 
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et  0  étant  deux  fonctions  entières,  l'une  connue,  l'autre  inconnue. 
L'Auteur  détermine  d'abord  le  degré  de  0  en  fonction  des  degrés 
de  N  et  de  M,  et  il  montre  quelles  doivent  être  les  relations  entre 
les  nombres  qui  expriment  ces  degrés,  pour  que  l'intégrale  cherchée 
soit  algébrique.  Connaissant  le  degré  de  0,  on  calcule  cette  fonction 
elle-même  à  l'aide  soit 

1°  Des  coefficients  indéterminés, 

2°  Des  fractions  continues, 

3°  Des  diflerences  finies. 

Dans  le  dernier  article,  M.  von  Bever  applique  ces  méthodes  à 

diverses  fractions  rationnelles.  Il  démontre,  par  exemple,  que  la 

N 
fraction  —^ ?  lorsqu'elle  est  irréductible,  et  que  n  est  un  nombre 

premier  autre  que  2,  ne  peut  j)as  s'intégrer  à  l'aide  des  fonctions 
algébriques. 

Alexéief  (jN.).  —  Recherches  sur  des  fonctions  semblables  aux 
fonctions  de  Legendre.  (20  p.) 

Dans  un  Mémoire  dont  le  Bulletin  a  rendu  compte  ('y,  M.  Tche- 
bycbef  a  fait  connaître  certaines  propriétés  des  fonctions  T»,  T,, 
T., . . . ,  qui  sont  les  coefficients  du  développement  de  la  fonction 

(j  ^  t -i-\ll  —  itx -^  X'')''{l  —  t +  \l\  ~o.tx -^  x^f 

\[t,x)^ ■ ^ 

\/  l  —  itx  ^  x^ 

suivant  les  puissances  de  t.  Le  présent  Mémoire  a  pour  but  d'éta- 
blir de  nouvelles  propriétés  des  fonctions  T„,  et  les  propriétés  cor- 
respondantes des  fonctions  X„  de  Legendre,  qui  en  sont  un  cas  par- 
ticulier. 

1°  En  développant,  à  l'aide  de  la  formule  de  Lagrange,  la  fonc- 
tion F(f,  x)  convenablement  transformée,  et  appliquant  à  ses  coef- 
ficients la  formule  de  Leibnitz,  on  obtient  une  série  donnant  l'ex- 
pression de  T„  ordonnée  suivant  les  puissances  de  x  —  i  et  de  x  -t- 1 . 
Cette  série  présente  avec  la  série  hypergéométrique  de  Gauss  une 
analogie  qui  permet  de  représenter  T„  sous  forme  d'une  série  hy- 
pergéométrique, multipliée  par  un  facteur  numérique. 

(■)  T.  m,  p.  4,. 
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2°  La  fonction  T„  peut  être  exprimée  par  l'intégrale  définie 


_  2"r(n  — >.-l-i)r(re— a-f-i) 


V  =  x  coso  +  /sino,     Q  —  a;  coso  —  /sino. 

En  y  faisant 

^  =^  o,     p.  =  G, 

on  obtient  une  expression  de  la  fonction  de  Lcgendrc, 
X„  =  -    /     [(2P  coso)"-f  (2Q  coso)"]f/o, 

~  Jo 

il'uii  il  est  facile  de  déduire  le  développement  de  X„  suivant  les  puis- 
sauces  de  X.   Cette  formule  est  plus  commode  que  celle  c|ue  l'on 

connaissait  jusqu'ici  ;  car  elle  renferme,  sous  le  signe  1  ■,  une  fonc- 
tion entière  et  rationiu'lle  de  x. 

3"  La  fonction  T„  est  une  intégrale  particulière  de  l'équation  dif- 
férentielle du  second  ordre 


4'--'t] 


-h[a(x  -i-l)-f-  /.(x  —  l)J 


dx  Lr^-    '  'I      "v-       -li  ^1^ 

-1-  H  (  «  -f-  I  —  y.  —  /.  J  U„  =  0, 
qui  se  transforme  daus  l'équaliou  de  Laplace,  en  posant 

lJ.=:l=z  0. 

Connaissant  une  intégrale  particulière  de  cette  équation,  il  est  fa- 
cile d'en  déduire  l'intégrale  générale. 
4°  En  développant  les  expressions 

log(i -h  ^-i-\''i — ztx-hx')      et     logii—  t  -^  \/i  —  2/.r-i-a=), 

suivant  les  puissances  de  t,  on  obtient 

\0§[l  —  x)  =  —  \,—  —   —y—..., 

,  -.        X,       X, 
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5°  La  fonction  F(f,  x),  dcvuloppéc  suivant  les  puissances  de  f, 
se  présente  sous  la  forme 

En  dillérenliant  cette  écpiation  par  rapport  à  t,  et  posant  x  ^  cosy, 
on  obtient  une  relation  entre  les  coellicicnts  T,  de  la  forme 

/,T/,.  =.  T.  U,  -h  T,  U/-_,  -;-...-(-  Ti_,  U.  +  T^-,  U„ 

où  l'on  a  fait 


Pour  ).  ^  ij.  =:  o,  cette  relation  devient 

/i-Xi  =  XoCos/i-o  +X,  cos(/i-  —  i)cp  -f-. . .  +  Xi_,  coso. 

SoKOLOF  (I.-D.) .  —  Sur  le  principe  de  la  moindre  action.  (lo  p.) 
Ce  principe  a  donné  lieu  à  des  objections  de  la  part  d'éminents 
géomètres,  tels  que  Ostrogradsky  et  Jacobi.  Ostrogradsky,  dans  son 
.Mémoire  :  Sur  les  équations  différentielles  relatives  au  problème 
des  isopérimèlres,  trouve  l'analyse  de  Lagrange  inexacte,  parce  que 
celui-ci  a  négligé,  en  démontrant  ce  principe,  d'introduire  dans  la 
variation  de  l'intégrale  un  multiplicateur  indéterminé,  ce  qui  l'a 
conduit  à  un  résultat  auquel  il  ne  serait  pas  arrivé  en  suivant  une 
méthode  rigoureuse.  Jacobi  ('),  sans  attaquer  l'exactitude  de  la  mé- 
thode en  trouve  l'exposition  incompréhensible;  car,  en  parlant  de 

la  valeur  minimum  de  l'intégrale  I  \  »/,  t^',  f /,f, ,  on  oublie  générale- 
ment de  dire  qu'il  faut,  au  moyen  du  principe  des  forces  vives,  éli- 
miner le  temps  de  cette  intégrale,  de  manière  que,  sous  le  signe  I  » 

tout  se  trouve  exprimé  au  moyen  des  éléments  de  l'espace.  Le  pré- 
sent article  a  pour  but  de  répondre  à  ces  deux  objections. 

D'abord,  l'introduction  du  multiplicateur  dont  parle  Ostrogradsky 
n'est  pas  nécessaire;  car  les  varial)les  p",-,  j:,-,  j',-,  z^  de  l'intégrale  sont 
liées  par  une  équation  de  condition,  celle  des  forces  vives.  Or  cette 
équation  de  condition  est  de  telle  nature,  que  l'on  peut,  par  son 


(')  T'orlesuiigeii  iïber  Dj-nami/i^Jterausgegehen  von  X.  Clebscu.  lierlin,  1SG6.  G.  Vor- 
lesv;n(;,  S.  f\!f. 
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moj'en,   éliminer  les  i',  et  leurs  variations,  de  sorte  que,  sous  lu 

signe  /  >  il  ne  restera  qu'une  expression,  fonction  des  coordonnées 

et  de  leurs  variations,  lesquelles  peuvent  être  complètement  indé- 
pendantes les  unes  des  autres,  sans  que  l'on  ait  besoin  d'employer 
le  multiplicateur.  L'Auteur  reprend  ensuite  la  démonstration  du 
principe  de  la  moiudi-e  action  en  faisant  usage  de  ce  multiplicateur, 
et  il  montre  que  l'on  est  ainsi  conduit  au  même  résidtat  que  par  la 
méthode  de  Lagrange,  mais  d'une  manière  beaucoup  moins  simple. 
Quant  à  l'objection  de  Jaeobi,  on  peut  répondre  ([uele  temps  se 
trouve  éliminé  implicitement  par  la  condition  que  le  principe  de  la 
moindj-e  action  n'a  lieu  que  pour  les  valeurs  des  vitesses  qui  satis- 
font à  l'équation  des  forces  vives,  et  non  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques. Lagrange  a  laissé  figurer  le  temps  dans  ses  formides  pour  la 
plus  grande  simplicité  des  calculs.  D'ailleurs,  une  fois  que  l'on  aura 
ramené,  comme  le  veut  Jaeobi,  l'intégrale  à  contenir,  com.me  variable 
indépendante,  une  des  coordonnées,  rien  n'empêchera  de  changer  de 
variable  eu  considérant  toutes  les  coordonnées  comme  des  fonctions 
du  temps,  et  déterminant  convenablement  les  nouvelles  limites  de 
l'intégration,  ce  qui  ramène  aux  calculs  de  Lagrange. 

OuMOF  (N.-A.).  —  Lois  des  vibrations  dans  un  milieu  illimite 
d' élasticité  constante.  (2  art.,  32  et  20  p.) 

Les  problèmes  relatifs  aux  vibrations  transversales  et  aux  vibra- 
lions  longitudinales  peuvent  se  résoudre  indépendamment  l'un  de 
l'autre.  Le  succès  de  ces  recherches  tient  à  la  forme  des  équations 
diflerentielles  et  à  la  possibilité  de  les  intégrer,  ce  qui  dépend  en 
grande  partie  du  choix  des  coordonnées.  En  rapportant  les  points 
de  l'espace  à  trois  surfaces  orthogonales,  dont  l'une  est  la  surface  de 
l'onde,  on  peut  prévoir  la  possibilité  de  simplifier  les  équations 
fondamentales  et  de  déterminer  les  constantes  ou  les  fonctions  arbi- 
traires par  la  connaissance  de  la  position  initiale  de  l'onde. 

Avant  fait  ce  choix  de  coordonnées,  l'Auteui-  étudie  : 
1°  Les  propriétés  générales  des  ondes  dans  un  milieu  indéfini 
d'élasticité  constante.  D  parvient,  entre  autres,  aux  deux  théorèmes 
suivants  : 

(a) .  En  prenant  pour  paramètre  de  l'onde  la  portion  du  rayon 
compi'ise  entre  les  positions  initiale  etjinale  de  i onde,  son  para- 
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mètre  différentiel  du  i''''  ordre  est  constant  et  égal  à  l' unité  pour 
tout  l'espace. 

(b).  Les  paramètres  différentiels  du  i""  ordre  des  surjaces  or- 
thogonales à  la  surface  de  l'onde  sont  proportionnels  à  leurs 
rayons  de  courbure. 

2°  Les  vibrations  transversales  propagées  par  une  surface  d'onde 
de  forme  donnée.  Voici  les  principaux  résultats  obtenus  par  l'Au- 
teur : 

Les  surfaces  d'onde  peuvent  être  divisées  en  trois  groupes.  Au 
premier  groupe  appartiennent  les  surfaces  isothermes  (sphère  et 
cylindi-e  de  révolution),  sur  lesquelles  les  vibrations  transversales 
peuvent  se  propager  suivant  deux  lignes  de  courbure;  autrement 
dit,  les  surfaces  qui  admettent  la  polarisation  rectiligne  suivant  deux 
directions  rectangulaires.  Au  deuxième  groupe  appartiennent  les 
surfaces  de  révolution  (sauf  la  sphère)  et  les  cylindres  (excepté  celui 
de  révolution),  qui  n'admettent  la  polarisation  rectiligne  que  dans 
un  seul  plan.  Ce  plan  est  celui  du  méridien  pour  les  sm-faces  de 
révolution  ;  pour  les  surfaces  cylindriques,  il  est  perpendiculaire  au 
plan  directeur.  Le  troisième  groupe  comprend  toutes  les  autres  sur- 
faces, lesquelles  n'admettent  en  aucune  manière  la  polarisation  rec- 
tiligne. 

3"  Les  vibrations  longitudinales.  Les  surfaces  isothermes  (plan, 
sphère,  cylindre  de  révolution)  sont  les  seules  surfaces  qui  puissent 
propager  les  vibrations  longitudinales.  Si  la  surface  d'ébranlement, 
c'est-à-dire  l'onde  initiale,  n'est  pas  isotherme,  les  vibrations  sont 
mixtes  à  une  jjctite  distance  de  l'origine  ;  mais,  à  de  grandes  dis- 
tances, l'onde  s'approche  de  plus  en  plus  de  l'une  des  surfaces  iso- 
thermes, et  le  phénomène  ne  présente  plus  que  des  vibrations  lon- 
gitudinales. Ce  résultat  a  été  trouvé  par  Poisson  d'une  autre 
manière. 

4°  Extension  des  résultats  obtenus  par  l'Auteur  à  des  phéno- 
mènes lumineux  dans  les  milieux  homogènes. 

BouLYGHiNSKY  (D.-D.).  —  jEtudc  sur  la  capillarité  de  ifuelc/ues 
dissolutions  salines  à  divers  degrés  de  concentration.  (3i  p.) 

Ce  travail  a  été  fait  dans  le  laboratoire  du  D''  Magnus,  à  Berlin, 
et  publié  dans  les  annales  de  Poggendorff ,  en  1868. 

D'après  la  théorie  de  l'action  capillaire  de  Poisson,  la  quantité 
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appelée  constante  de  la  capillarité  ne  doit  varier  qu'en  passant 
d'un  liquide  à  un  autre.  Les  expériences  de  Gay-Lussac  et  de 
Desaius  ont  donné  des  résultats  conformes  h  cette  théorie:  mais, 
d'après  celle  de  plusieurs  autres  physiciens,  Simon,  Bède,  Wer- 
tlieim,  Wilhelmy,  il  semhlerait  que  cette  constante  dépendit  non- 
seulement  de  la  nature  du  liquide,  mais  aussi  de  la  courhure  de  la 
ligne  d'adhérence  et  de  la  nature  des  tubes.  Ces  résultats  sont,  du 
reste,  très-peu  concordants  entre  eux.  Il  est  difficile  d'admettre  que 
ce  désaccord  provienne  des  erreurs  des  observations,  celles-ci  ayant 
été  faites  avec  toutes  les  précautions  possibles.  11  faut  donc  croire 
que  les  phénomènes  de  la  capillarité  dépendent  intimement  de 
plusieurs  causes,  dont  l'iutluence  semble  de  prime  abord  insigni- 
fiante, de  sorte  que  des  expériences,  faites  dans  des  conditions  en 
ajjparence  identiques,  peuvent  conduire  à  des  résultats  dilFércnts. 

L'Auteur  a  entrepris  une  suite  d'expériences  sur  la  capillarité  des 
dissolutions  salines,  en  s'efforçant  d'éliminer  autant  que  possible 
toutes  les  causes  de  perturbation,  et  d'obtenir  une  série  de  résul- 
tats parl'aitement  concordants  et,  par  suite,  concluants.  Il  a  opéré 
principalement  sur  les  dissolutions  titrées  de  salpêtre  et,  en  appe- 
lant 

G  la  constante  de  la  ca[)illarité  pour  la  dissolution  donnée, 

A  la  constante  pour  l'eau, 

(j  la  quantité  de  sel  dans  i  gramme  de  la  dissolution, 

/)  la  quantité  d'eau  dans  i  gramme  de  la  dissolution, 

A'  luie  constante  déterminée  par  l'expérience, 

il  a  trouvé  entre  G  et  A  une  relation  exprimée  par  la  formule 

SoNiAE  (N.].  —  Siu-  le  dcvcloppeiiienl  des  fondions  en  séries 
infinies.  (2  art.  ;  92  p.) 

Les  premiers  essais  de  développement  des  fonctions  en  séries  ont 
montré  déjà  la  liaison  intime  qui  existe  entre  celte  théorie  et  celle 
des  intégrales  définies.  Les  recherches  ultérieures  ont  mis  en  évi- 
dence le  double  caractère  de  cette  liaison.  D'une  part,  l'intégration 
définie  sert  à  déterminer  les  coefficients  du  développement,  sup- 
posé possible  a  priori;  on  écrit  ce  développement  avec  des  coeffi- 
cients  indéterminés,   que   l'on   détermine  en   intégrant  les  deux 
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membres  de  l'équatiou.  C'est  à  ce  point  de  vue  que  le  proLlèmc  a 
été  traité  par  Fourier  et  par  M.  Liouville  (').  D'autre  part,  les  tra- 
vaux de  Diriclilet  et  de  Caucliy  sur  les  séries  trigonométriques  et 
esponeiîtielles  traitent  un  autre  coté  de  la  question  5  ici  la  considé- 
ration de  la  convergence  est  mise  au  premier  plan.  On  représente 
une  fonction,  satisfaisant  à  certaines  conditions  de  continuité,  par 
une  intégrale  déjînie  ayant  pour  paramètre  la  variable  de  la  fonc- 
tion. Le  problème  du  développement  d'une  fonction  quelconque  est 
ainsi  ramené  à  la  recliercbe  des  divers  développements  d'une  même 
l'onction  domiée. 

Il  existe  un  grand  nondjre  de  formules  relatives  au  développe- 
ment des  fonctions  à  l'aide  des  intégrales  défluics;  mais  aucune  de 
ces  formules  n'a  été  jusqu'ici  étudiée  avec  assez  de  soin  et  d'une 
manière  systématique,  sous  le  rapport  des  développements  qu'elle 
peut  fouruir.  Le  présent  travail  a  poiu-  but  d'examiner  à  ce  poiut 
de  vue  l'intégrale  de  Caucliy, 

Si  l'on  représente  par  celte  intégrale  une  fonction  unijonne  et  con- 
linue  quelcouque,  on  sait  que  la  question  des  divers  développe- 
ments de  cette  fonction  se  ramène  à  la  recberclie  des  développements 

de  la  fraction ■>  de  la  forme 

Cf.  —  :; 

— ^ —  =  Ao  Z.  +  A,  Z,  -^  .  . .  -^  A„  Z„-f- . .  . , 


A„  étant  nue  l'onction  de  a  cl  de  «,  Z„  une  fonction  de  z  et  dj  n. 
La  l'onction  étant  supposée  uniforme  et  continue,  les  termes  de  la 
série  qui  la  représente  devront  être  aussi  des  fonctions  uniformes  et 
continues,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  Z„  peuvent  être  développées 
suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  z.  Dans  cette  bypo- 
tliese,  on  obtient  facilement  une  formule  générale  poiu*  exprimer 
A„  au  moyen  des  puissances  entières  et  négatives  de  a. 

L'Auteur  étudie  ensuite  les  transformations  que  subit  la  formule 
générale,  lorsqu'on  fait  des  liypotlièscs  particulières  sur  la  loi  des 

(')  \o\r  Journal  de  Mathématiques,  i'^  série,  t.  I  et  II. 
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exposants  de  z  dans  le  développement  deZ„.  Il  établit  les  relations 
linéaires  qui  existent  entre  les  coefficients  A„  et  qui  peuvent  servir 
à  leur  détermination;  puis  il  reclierclie  les  conditions  de  conver- 
gence des  divers  développements  de ,  et  expose  une  seconde 

méthode  particulière  pour  le  développement  de  cette  fonction. 
Cette  seconde  méthode,  sans  être  aussi  générale  que  la  première,  a, 
sur  celle-ci,  cet  avantage,  qu'elle  donne  les  résultats  sous  une  forme, 
pour  ainsi  dire,  plus  condensée,  et  qu'elle  fournit  immédiatement 
les  conditions  de  convergence.  Elle  est  fondée  sur  la  considération 
des  fonctions  de  deux  variables  dans  les  développements  desquelles 
les  fonctions  Z„  servent  de  coefficients. 

SoiiOF  (I--I-]  •  —  Remarques  relath'es  au  principe  de  la  moindre 
action.  (20  p.) 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  réfutation  de  l'oljjection  d'Ostrograd- 
sky  concernant  l'analyse  qui  a  servi  à  Lagrange  pour  établir  le  prin- 
cipe de  la  moindre  action,  f'^oir  plus  haut  la  JNote  de  ^I.  Sokolof 
(p.  20j).  M.  Somof  étudie  d'iuie  manière  générale  la  variation  de 
l'intégrale 


< 


iTdt, 


à  laquelle  on  a  donné  le  nom  d'action,  et  il  démontre  que  l'on  a 

ÔA=(/.-^)ÔE, 

c'est-à-dire  que  la  variation  de  l'action  est  égale  au  produit  du 
temps  par  la  variation  de  la  fonction  E  :=  T-j-  Uj  —  U,  que  Ran- 
kine  appelle  l'énergie  complète.  Le  principe  de  la  moindre  action 
est  compris  comme  cas  particulier  dans  ce  théorème,  lorsqu'on  a 
JE  =  o.  L'Auteur  fait  voir  ensuite  que  le  principe  de  la  moindre 
action  renferme  toutes  les  équations  de  la  Dynamique.  Enfin  il  fait 

remarquer  que  l'équation  S  =  /  (ï  -(- U)  (/«,  connue  sous  le  nom 

de  principe  d' Hamilton,  a  pour  base  l'équation 

3Z  r-_z  —     (//•  — 7  -r-  f/i  —  -f-    . .     , 
(//  \      dr  as  j 

donnée  par  Lagrange  dans  son  Mémoire  :  Sur  la  théorie  générale 
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des  variatioJis  des  constantes  arhitj-aires  dans  tous  les  prohl'cmes 
de  Mécanique.  (Mémoires  de  l'Institut  national,  1808.) 

Iakochenko  (S. -P.).  —  Su7-  la  j-echerclie  des  solutions  singu- 
lières des  équations  aux  dérivées  partielles  du  i""  ordre.  (3i  p.) 

L'Auteur  établit  les  règles  d'après  lesquelles  on  peut  déduire 
toutes  les  solutions  singulières  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 
du  i'""  ordre,  soit  de  son  intégrale  comj)lètc,  soit  de  l'équation  elle- 
même.  Ces  règles,  qui  varient,  du  reste,  avec  la  forme  de  l'équation 
difl'ércnticlle  ou  de  son  intégrale  complète,  peuvent  se  résumer 
comme  il  suit  : 

Etant  donnée  une  intégrale  complète 

(1)  i  =  F(^„  a:,,...,  .r„;     G,,  C-, .  .  . .  C„) 
de  l'équation 

(2)  z=f{x„x„...,Xn;     p„p„...,p„], 

on  obtient  toutes  les  solutions  singulières  de  cette  dernière,  1°  soit 
en  éliminant  les  constantes  Cj,  C»,...,  C„  entre  l'équation  (1}  et  les 
n  éciuations 

■ r  =  0,     (i^=:i,i,...,n); 

a"  soit  en  éliminant  les  dérivées  />,,  pf. . .,  p„  entre  l'équation  (2) 
et  les  n  équations 

dz  . 

~ — =;  o,     (i  =  I,  9,.  .  .,  n). 

à  Pi 

ZiKGER  (V.-I.).  —  Moin'ement  de  rotation  d'un  ellipsoïde  li- 
quide de  forme  variable.  [6  p.) 

L'Auteur  donne  les  équations  du  mouvement  de  rotation  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  aplati  dont  la  forme  varie.  C'est  nue  suite 
de  la  métliode  exposée  par  lui  dans  un  précédent  Mémoire  inséré 
au  tome  II  du  Marne.namuzecKii'i  CôopHiiKb  (H. 

A^DuÉiEFSKY  (M.-A.\  —  A  propos  du  Mémoire  de  M.  Bougaïef, 
intitulé:  «  2 héoiie  des  dérivées  numériques.  »  (7  p.) 

Un  des  points  les  plus  remarquables  du  Mémoire  de  M.  Bougaïel 
[voir  ci-dessus,  p.  aoi)  est  la  formule  qui  donne  le  développement 

(•)  Voir  Bulletin,  t.  I!I,  p.  i3. 

14. 
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eu  série  d'une  fonction  numérique  quelconque.  M.  Andréiefsky  fait 
observer  qu'antérieurement  aux  travaux  de  M.  Bougaïef  on  a  fait  des 
essais  de  développement  en  série  de  certaines  fonctions  numériques. 
M.  Le  Besgue,  dans  son  Ouvrage  intitulé  :  Exercices  d' JLnaljse 
numérique  (Paris,  1809),  en  traitant  (p.  123)  ce  problème  :  «  Com- 
bien j  a-t-il,  dans  la  série  des  nombres  naturels  i,  2,  3^. . .,  v,  de 
nombres  non  divisibles  par  les  nombres  premiers  différents  «,  è, 
c,. . .,  A?  »  trouve  pour  solution  une  certaine  fonction  Y'y),  don- 
née par  la  formule 

Cette  formule  peut  être  facilement  obtenue  par  la  niélliode  générale 
donnée  par  TÛ.  Bougaïef,  et  elle  renferme  comme  cas  particulier 
la  formule 

■=^7-sk:;)"S'=(5)-sh^- 

donnée  par  cet  Auteur  dans  le  §  6  de  son  INIémoire. 

Seconde  Partie. 

IloLEL  (J.).  —  Algèbre  des  (juaniités  complexes .  ('jq,  p.] 
Traduction  russe  de  la  première  Partie  de  la  Théorie  élémen- 
taire des  quantités  complexes;  Paris,  1867. 

KixKELi^"  (H-),  traduit  par  Sosi^e  (ZS.-I.).  —  Calcul  de  la 
Pâque  chrétienne.  {20  p.) 

Cet  article  est  extrait  du  tome  X\  du  Zeitschrift  fiir  Malhema- 
tili  und  Phjsik  (').  Démonstration  des  formules  qui  servent  à  cal- 
culer :  1°  les  dimancbes  du  mois  de  mars;  2°  la  pleine  lune  pascale  ; 
3°  le  jour  de  Pâques,  formules  données  sans  démonstration  par 
Gauss,  en  1800,  dans  la  Alonatliche  Correspondenz.  Le  traducteur 
y  a  joint  le  calcul  du  jour  de  Pâques  pour  1871  dans  les  deux  ca- 
lendi'iers,  et  il  traite  le  problème  inverse,  de  déterminer  les  années 
pour  lesquelles  le  dimancbe  de  Pâques  tombe  à  une  date  donnée;  il 
résout  ce  problème  pour  le  calendrier  julien. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  i33. 
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ScHWF.izER  (Y.-L).  —  Moyen  facile  pour  troiwer  la  direction 
lia  méridien  à  i  ou  2  minutes  près.  (i3  p.) 

Ce  moyen,  dont  peut  se  servir  une  personne  peu  versée  dans 
l'Astronomie,  mais  liabituéc  au  maniement  des  instruments  gc'odé- 
siques,  est  fondé  sur  l'emploi  du  tliéodolite.  Après  avoir  réglé  le 
cercle  horizontal  de  cet  instrument,  on  vise  avec  la  lunette  une 
étoile  quelconque  située  à  l'est  et  à  peu  de  distance  du  méridien,  et 
on  lit  l'angle  sur  le  cercle  horizontal  au  moment  où  l'étoile  passe  à 
la  croisée  des  fils  du  réticule  ;  puis  on  suit  l'étoile  dans  sa  marche 
sans  déranger  l'inclinaison  de  la  lunette  ni  la  position  du  limbe 
horizoutal,  jusqu'à  ce  que  l'étoile  observée  se  retrouve  dans  l'arc  de 
la  lunette.  La  bissectrice  de  l'angle  décrit  par  le  cercle  est  la  direc- 
trice du  méridien. 

Au  tome  V  du  MameMamiizecidâ  CCopHttK^  sont  jointes,  avec  une 
pagination  spéciale,  les  premières  feuilles  d'une  traduction  en  langue 
russe  de  V Aperçu  historique  de  M.  Charles  :  «  IIcTopii'iecKifi 
oGsopi)  npoiicxo;K4CHifl  11  pasBUTia  reoMCTpii'iecKnxTj  mctoaobtj. 
Co>iiiiiciiic  UIA.Iil.  »  La  Société  Mathématique  de  Moscou  rend  par 
cette  publication  un  service  éminent  aux  géomètres  russes.  Il  serait 
bien  à  désirer  que  les  lecteurs  français  ne  fussent  pas  plus  long- 
temps privés  de  ce  rare  et  précieux  livre.  A.  P. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires    des  séances  de  l'Académie 
DES  Sciences. 

T.  LXXIV,  1872.  (Janvier- Juin.) 

A'"  10.  Séance  da  4  niars  1872. 

Saint-Vekast  (de).  —  Sur  l'hydrodynamique  des  cours  d'eau 
(suite). 

I\l.  de  Saint-Tenant  conclut  en  disant  qu'on  peut  regarder  comme 
une  chose  acquise  que,  dans  tous  les  cours  d'eau  qui  ne  sont  pas 
trop  tmnultueux,  ou  dans  lesquels  les  vitesses  appelées  moyennes 
locales,  d'où  dépend  le  transport  des  éléments,  varient  avec  une 
certaine  régularité,  les  six  relations  (i)  (équations  de  Navicr  et 
Poisson)  existent,  à  chaque  instant  et  en  chaque  point,  entre  les 
dérivées  de  ces  vitesses  et  les  composantes,   aussi   moyennes  clia- 
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cuiie  poiu'  un  point,  des  pressions  intérieures  qui  s'y  exercent,  le 
cocllicicnt  de  frottement  e  étant  aussi  local,  ou  pouvant  varier  d'un 
point  à  l'autre,  et  même,  si  le  mouvement  u'est  pas  permanent, 
d'un  instant  à  l'autre. 

BAuMHALEn  (vo?«-^.  —  Sur  l'origine  des  aurores  polaires. 

JX°  11.  Séauce  du  li  mars  1872. 

Sai]nt-\  ENAXT  (de). — Sur  l'itydrodjnainique  des  cours  d'eau. 

Dans  cette  Communication,  suite  de  la  précédente,  l'Auteur  fait 
la  critique  des  travaux  qui  ont  été  faits  pour  tenter  de  déterminer  les 
valeurs  du  coeflicieut  s  du  frottement  liquide,  et  termine  par  l'exa- 
meji  des  diverses  supjjosilions  qu'on  peut  admettre  sur  la  nature  el 
la  grandeur  du  coeflicient  £. 

Yaillakt  ^le  maréchal).  —  Sur  les  aurores  boréales. 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  courbes  aplaties. 

M.  Cavley  présente  quelques  réflexions  sur  la  théorie  générale 
des  courbes  aplaties.  Cette  théorie  fort  délicate  a  un  rôle  fonda- 
mental dans  la  question  de  la  détermination  des  caractéristiques 
des  systèmes  de  courlies. 

ViKSON  (Aug.).  —  Note  sur  V aurore  polaire  de  la  nuit  du  4 
au  5  Jë^'rier  1872. 

Parville  (H.  de).  — Relations  entre  l'apparition  des  aurores 
et  le  mouvement  de  la  Lune. 

Zeuthen  (G.).  —  Détermination  des  caractéristiques  des  sys- 
tèmes élémentaires  de  cubiques. 

jM.  Zeuthen  s'occupe  ici  des  cubiques  de  sixième  classe;  eu  dé- 
signant par  : 

vs  le  nombre  des  cubiques  douées  d'un  point  double, 

V   l'ensemble  des  cubiques  à  branches   doubles   (une  droite 

double  et  une  droite  simple), 
À   l'ensemble  des  droites  triples, 
l'Aulcur  indique  les  formules  suivantes  : 

(i)  4p.  =^p.' -n  AyH-BX, 

(2)  iop.'=p   ■ -1- cj    -(-CvH-3c', 

(3)  y.'-^5p.— c'    -i-Dv  +  6EÀ; 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  2i5 

d'où 
(4)  i2fi^ra -hFv -)- GX; 

A,  B,  C,  D,  E  sont  des  coefficients  entiers  positifs,  et  l'on  a 

F  =  7A-i-C— 3D,     0=76  — i8E. 

Pour  les  autres  notations,  voir  les  Communications  précédentes  du 
même  Auteur. 

En  appliquant  les  formules  (i)  et  (4)  «î  certains  systèmes  élé- 
mentaires, M.  Zcntlien  trouve 

F=i2,     A  =  2,     G  =  66o,     B  =  24o. 

BoissiKESQ  ' J.).  —  Sur  un  changement  de  variables  qui  rend 
intégrables  certaines  équations  aux  dérivées  partielles  du  second 
ordre . 

Resal  (H.).  —  Théorie  géométrique  du  mouvement  des 
planètes. 

Cette  Note,  comme  l'a  dit  'M.  Resal,  a  pour  objet  de  faire  voir 
comment  la  considération  de  l'accélération  conduit  simplement  aui 
formules  données  par  Lagrange,  dans  sa  Tliéoi-ie  géométrique  du 
mouvement  des  aphélies.  [OEuvres  de  Lagrange,  t.  \  .) 

Mayer  (A.-M.).  —  Expériences  acoustiques  tendant  à  démon- 
trer que  la  tj'anslation  d' un  corps  en  vibration  donne  lieu  à  une 
onde  d'une  longueur  différente  de  celle  que  produit  le  même 
corps  vibrant  dans  une  position  fixe. 

N°  12.  Séance  da  18  mars  1872. 

Serret  (J.-A.).  —  Remarques  au  sujet  d' une  Note  de  J/.  Bous- 
sinesq,  insérée  au  Compte  resdu  de  la  dernière  séance. 

INI.  Serret  lait  remarquer  que  la  transformation  que  M.  Boussi- 
nesq  regarde  comme  nouvelle  est  déjà  bien  ancienne,  et  que  l'ana- 
lyse dont  ce  géomètre  a  fait  usage  se  trouve  développée  avec  de  nom- 
breux détails  dans  le  Traité  de  Lacroix. 

Saint-YeîiAst  'de\  —  Sur  l' hydrodynamique  des  cours  d'eau 
{suite  et  fin). 

Saikte-Claire  Deville  (Ch.).  — Remarques  sur  la  Note  pré- 
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sentéc  par  J/.   le  maréclnil  ^  aill\kt    nu  sujet  des   aitroies   bo- 
réales. 

CoMBESCTRE  (Ed.).  —  Reiiuirfjucs  sur  un  Mémoire  de  Legendre. 

Logcndrc  termine  comme  il  suit  le  ^  III  de  sou  important  .Mé- 
moire Sur  l'intégration  de  quelques  équations  aux  différences 
/;a/<ie//«  (Académie  des  Sciences,  1787)  :  «  La  tliéorie  des  équa- 
»  tions  linéaires  étant  la  plus  importante  dans  le  calcul  intégral 
))  aux  différences  partielles,  je  saisirai  cette  occasion  de  présenter 
»  quelques  résultats  généraux  sur  ce  genre  d'équations.  Ils  sont  le 
»  fruit  d'un  calcul  assez  pénible,  mais  dont  je  crois  devoir  supjiri- 
»  mer  les  détails  à  cause  de  leur  longueur.  » 

M.  Comljescure  se  propose,  dans  sa  Note,  de  rétablir  d'une  ma- 
nière simple  les  détails  supprimés  5  et  il  y  ajoute  plusieurs  remar- 
ques nouvelles. 

Observations  de  l'aurore  boréale  du  4  février  :  JNotcs  de 
ÏMM.  Denza  (Italie),  3/oltn  (Cbrisliania),  Coùmbary^  [Constûni- 
tinople). 

N"   13.  Séance  du  2>  mars  1872. 

MoRi?.'  (le  Général  \  —  A  oie  sur  l'emploi  simultané  des  appa- 
reils électriques  à  induction  et  des  appareils  de  déformation  des 
solides  pour  l'étude  des  lois  du  mouvement  des  projectiles  et  de  la 
variation  des  pressions  dans  i cime  des  bouches  à  Jeu. 

Albexque  (\  .).  — Considérations  théoriques  ayant  trait  à  l'ar- 
tillerie rayée.  Ejféts  de  la  résistance  de  l'air  sur  un  solide  de 
révolution  animé  d'un  mouvement  de  rotation. 

Bresse.  —  Sur  la  détermination  des  brachistochrones . 

L'Auteur  considère,  au  lieu  d'un  point  pesant,  un  point  soumis  à 
des  forces  quelconques,  avec  cette  seule  condition  qu'il  existe  des 
surfaces  de  niveau  et  une  fonction  des  forces.  Plusieurs  propriétés 
de  la  courbe  cherchée,  établies  directement,  le  conduisent  aux 
équations  différentielles  de  cette  courbe,  équations  qu'il  intègre 
dans  le  cas  d'une  force  centrale  quelconque,  fonction  de  la  distance 
des  points  à  un  centre  fixe. 

Manaheui  (A.).  — Recherches  géométriques  sur  le  contact  du 
'i'  ordre  de  deux  surfaces  (voir  à  la  séance  suivante). 
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ÎS°  il.  Séance  du  1"  avril  1872. 

La  Rive  (de).  —  ï/ico/ie  des  aurores  polaires. 

F.wiî.  — Note  sur  l' ylssociation  nouvellement  fondée  en  Italie 
sous  le  titre  de  SocietÀ  dei  spettroscopisti  italiani. 

Faye.  —  De  l'hjpothèse  des  vents  alizés  sur  le  Soleil. 

Mannheim.  — •  Recherches  géométriques  sur  le  contact  du 
?>'  ordre  de  deux  surfaces  (suite). 

Si  l'on  choisit  une  courbe  d'une  espèce  déterminée,  dont  l'équa- 
tion renferme  n  -\-  i  paramètres  arbitraires,  on  peut  l'assujettir  à 
rencontrer  nue  autre  courbe  donnée  en  n  4-  i  points  coïncidant 
en  un  quelconque  des  points  de  cette  dernière  courbe;  la  première 
courbe,  qui  a  alors  avec  celle-ci  un  contact  du  /i"^""^  ordre  est  dite 
osculatrice ;  c'est  ainsi  que,  pour  étaJjiir  un  contact  du  :'.",  3''  ou 
4°  ordre,  on  prendra  pour  courbe  osculatrice  un  cercle,  une  para- 
bole ou  une  ellipse,  etc. 

Ceci  rapjjelé,  lorsqu'on  veut  étudier  la  nature  du  contact  de 
deux  courbes  données  qui  se  touchent,  on  peut  suivre  deux  voies 
dillerentes.  Un  premier  procédé  consiste  à  chercher  une  courbe 
osculatrice  commune,  servant  de  terme  de  comparaison,  cl  ayant 
avec  chacinie  d'elles  le  contact  le  plus  intime  qu'elle  puisse  avoir. 
Cette  méthode,  qui  introduit  des  éléments  de  comparaison,  n'ayant 
pas  un  rapport  essentiel  avec  les  courbes  données,  aura,  eu  outre, 
l'inconvénient  de  laisser  place  à  l'arbitraire  et  de  forcer  sotivent  à 
prendre  comme  terme  de  comparaison  des  courbes  qui  ne  sont  pas 
mieux  connues  que  celles  qu'on  étudie.  Un  second  procédé,  plus 
rationnel  et  plus  intimement  lié  à  la  nature  de  la  question,  con- 
siste à  étudier  et  à  comparer,  en  leurs  points  correspondants,  les 
développées  successives  des  deux  courbes. 

Lorsqu'on  veut  se  rendre  compte  de  la  nature  du  contact  de  deux 
surfaces  qui  se  touchent,  on  se  trouve  également  en  présence  de 
deux  procédés.  Le  premier  consiste  à  prendre  pour  terme  de  com- 
paraison une  surface  osculatrice  commune,  et  à  comparer,  soit  les 
surfaces,  soit  les  indicatrices;  on  retrouve  là,  et  à  un  degré  au  moins 
aussi  grand,  les  inconvénients  signalés  pour  le  cas  des  courbes 
planes.   Un  second  procédé  consiste  à  étudier  et  à  comparer,  en 
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leurs  points  correspondants,  les  surlaces  successives,  lieux  des  cen- 
tres principaux  de  courbure,  pour  les  deux  surfaces  étudiées. 

Mais  ce  second  procédé,  extension  de  celui  des  courbes  planes, 
n'avait  pas  encore  été  appliqué;  l'analogie  était  insuffisante,  il 
fallait  préciser  cette  extension;  c'est  ce  que  vient  de  faire 
M.  IMannlieim. 

D'abord,  et  c'est  là  un  point  de  vue  géométrique  essentiel,  il 
assimile  aux  normales  d'une  courbe  les  surfaces,  lieux  des  normales 
à  une  surface,  qu'il  a  appelées  noniialies .  Si  l'on  considère  un 
point  fl  d'une  surface  (S),  les  nonnalics  relatives  aux  courbes  qui 
passent  par  le  point  a  se  touchent  toutes  en  deux. points  b  et  c 
situées  sur  la  normale  A  en  a  à  la  surface  (S);  è  et  c  sont  les  cen- 
tres de  courbures  principaux  de  (S)  ;  et  les  normales  B  et  C,  en  ces 
points,  aux  nappes  de  la  surface,  lieu  des  centres  de  courbure  prin- 
cipaux, constituent  pour  M.  JMannbeim  un  élément  analogue  au 
centre  de  courbure  d'une  courbe  plane;  les  plans  (A,  B)  et  (A,  C) 
sont,  pour  la  surface  (S),  les  plans  des  sections  principales  en  a. 

^  oici  maintenant  les  principaux  tliéorènies  énoncés  et  démon- 
trés géométriquement  par  j\l.  jManubeim. 

Des  que  deux  surfaces  (S)  et  (S'),  passant  par  un  même 
point  a,  admettent  trois  norinalies  respectivement  osculatrices 
entre  elles,  ces  deux  surfaces  ont  en  a  un  contact  du  3'  ordre, 
c  est-à-dire  cpi  elles  ont  un  contact  du  3*  ordre  dans  toutes  les 
sectiojis  possibles  faites  à  partir  du  point  a  par  une  surface  cou- 
pante cjuelcomiue. 

Si  deux  suif  aces  osculatrices  en  a  sont  telles  que  les  nappes  de 
leurs   développées  sont   osculatrices   entre  elles  aux  centimes  de 
courbures  situés  sur  la  normale  commune  A  à  ^S)  et  (S'),  ces  sur-  . 
faces  jouissent  de  la  propriété  d'avoir  des  normalies  osculatrices 
entre  elles  le  long  de  A . 

Si  deux  surfaces  (S]  et  (S')  ont  en  un  point  a  un  contact  du 
3'  ordre,  les  normalies  à  ces  siiifaces,  dont  les  directrices  sont 
tracées  à  partir  du  point  a,  sont  osculatrices  entre  elles. 

Pour  faciliter  le  langage,  INI.  ÎNIaunlicim  appelle  développée 
d'uue  surface  la  surface  lieu  des  centres  de  courbures  piincipaux 
de  celte  surface. 
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Sij  aux  centres  de  courhures  principaux  communs  à  deux  sur- 
faces (S)  et  (S')  f/ui  passent  par  le  même  point  a,  les  nappes  des 
dch'eloppées  de  ces  surfaces  sont  osculalrices  entre  elles,  les  sur- 
faces (S)  et  (S')  ont,  au  point  «,  un  contact  du  3'  ordre. 

Lorsqu  en  un  point  a  deux  surfaces  (S)  et  (S')  ont  des  lignes 
de  courbure  ayant  entre  elles  un  contact  du  3*  ordre,  les  sur- 
faces (S)  et  (S')  ont  entre  elles  en  ce  point  a  un  contact  du 
même  ordre. 

Nous  pensons,  avec  M.  Rlaunheioi,  qu'il  y  a  à  recueillir,  clans 
cette  voie  nouvelle,  des  résultats  intéressants,  soit  par  la  Géométrie 
pure,  soit  par  la  Géométrie  analytique. 

M.  Chasles,  en  présentant,  de  la  part  de  RI.  le  prince  Boncom- 
pagni,  les  livraisons  de  juillet  et  août  187 1  du  Bulletlino  di  Bi- 
bliografia  e  di  Storia  délie  Scienze  rnatenmtiche  e  fisiche,  fait 
remarquer  cjue  ces  deux  livraisons  renferment  des  recherches  fort 
étendues  sur  diveis  Ouvrages  du  moyen  âge  relatifs  à  l'aimant, 
recherches  faites  par  M.  Steinsclmeider,  puis  par  M.  Bertelli,  et 
enfin  par  M.  le  prince  Bonconipagni.  L.  P. 


TIDSKRIFT  FOU  MATEMATiR  ocu  fysik('). 
IV "^  année,  1871 . 

HuLTMAN  (F.-W.).  —  De  r élimination  des  radicaux  dans  les 
équations.  (4  p.) 

HuLTjiAN  (F.-W.).  —  Histoire  de  l' Arithmétique  en  Suède. 
Suite.  (3  art.  ;  29  p.) 

D^au)g.  —  Remarques  sur  les  dénominations  de  logarithmes 
naturels,  hyperboliques  et  népériens.  (4  pO 

DiLLNEa  (G.).  —  Intégrales  définies  des  fondions  sj  nectiques. 
(3  art.  ;  56  p.) 

Nous  consacrerons  un  article  spécial  à  cette  seconde  Partie  de 
l'important  travail  de  M.  Dillner. 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  177. 
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Broman  (K.-E.).  —  Sur  la  transformation  d'une  série  en  frac- 
lion  continue.  (  i  p.) 

Falk  (M-)-  —  '^'"'  ^<î'  directrices  et  les  diamètres  conjugués  de 
l'ellijhse  et  de  l'hjperbole. 

HrLTMAN  (F.-W.\  —  Sur  le  rapport  harmonit/ne.  (  j  p.) 

LiNTiQuisT  (G.}.  —  Sur  l' application  de  l analyse  spectrale  à  la 
dètei'mination  <lu  mouvement  de  la  source  lumineuse.  (i2  p.) 

NouDLUND  (K.-P.).  —  Sur  la  fonction  du  3'  déféré  à  une  seule 
variable,  i"'^  Partie.  (i5p.) 

Etude  élémentaire,  pn'paratoirc  à  reiiseigiiciiient  de  la  Géomé- 
trie analytique. 

D.  .  .  (G.).  —  Sur  la.  trisection  de  l'angle,  (a  p.) 
Construction  simple  par  approximations  successives,   au  moyen 
d'une  série  de  cercles. 

D(au]g.  —  Extraction  approchée  des  raciitcs.  (8  p.) 
A  étant  une  valeur  approcliée  de  y  iN  ,  ou  a 

'^ _  (n  +  /«)N  +  {n  —  ni)k'' 

[n  —  /n ) N  -h  {n  -h  m)  A" 

avec  une  erreur  moindre  que 

m  A"'  (  /»  -4-  71  )  (  N  —  A"  )' 
n    ÎS    (  m  -r-  n  )  A"  —  ni  N 

Malmsten  (C.-J.). —  Sur  la  propriété  caractéristitjue  connue 
des  fonctions  homogènes.  (6  p.) 

L'Auteur  donne  deux  démonstrations  dilïércules  de  la  lormule 
connue 

{x,  D,.+  .  . .  +  x„,  R,,J'/=  n[n  —  x)...[n  —  k  +  1)/, 
yétant  une  fonction  homogène  de  degré  n  des  variables  x,,.  .  .,  x,„. 

Falk  (îM.).  —  Sur  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  dé- 
rivées partielles  du  a."  ordre,  à  r  variables  indépendantes.  (10  p.) 

L'Auteur  suit  une  marclic  analogue  à  l'exposition  donnée  par 
Boole  (  '  )  de  la  méthode  de  Mouge  pour  l'intégration  d'une  équation 

(')  A  Trcatise  on  Dijfcrcntial  Equations,  cliap.  XV. 
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linéaire  aux  dérivées  partielles  du  2"  ordre  à  deux  variables  indé- 
peudantes.  Mais  il  s'écarte  de  la  marche  de  Boolc  en  ce  qu'il  a  cher- 
ché à  distinguer  entre  le  cas  où  l'équation  différentielle  est  satis- 
faite par  une  intégrale  premièi'e  contenant  une  l'onction  arbitraire 
de  fonctions  déterminées  et  celui  où  elle  est  satisfaite  par  un  sys- 
tème qui  exprime  que  ces  fonctions  déterminées  sont  constantes. 
Si  Boole  a  confondu  ces  deux  cas  distincts,  cela  tient  à  l'idée  inexacte 
qn'imc  seule  relation  u  =  /'(^'),  en  vertu  de  ce  que^'est  une  fonc- 
tion arbitraire,  soit  équivalente  à  deux  relations,  d'après  lesquelles 
u  et  1'  seraient  constants.  Il  conclut,  en  effet,  de  l'équation 

chi^ /'{,], h- 
que  1  on  a 

(ht  :=  o     et     ch'  =:  o. 

LuNnsEiiG  (E.).  —  Sur  les  sections  coiiit/ues  osculatrii-es.  (8  p.) 
Trouver  une  conique  de  foyer  donné,  osculatrice  à  une  courbe 
donnée  en  un  point  donné. 

Falk  (M-).  —  Su/-  lu  convergence  du  développement  de  ^cr  —  ù 
en  fraction  continue.  (  2  p.) 

Observations  sur  un  article  du  Zeilschrift  fiir  Mntlt.  n.  Pliys., 
1872,  p.  70;  l'Auteur  remarque  que  le  caractère  de  convergence 
indiqué  comme  nouveau  est  contenu  comme  cas  particulier  dans  un 
caractère  indiqué  en  1848  par  M.  Malmslen  (  T'^elenskaps-jlhade- 
miens  Ilandlingar,  Stockholm). 


MÉLANGES. 

SUR  UNE  BÉinODE  SOIVELLE  POIR  L'ÉÎIDE  DES  COURBES  TRACÉES 
SUR  LES  SIKFACES  .UGÉBRlIllES  ('); 

Pau  m.  g.  DARBOUX. 

Dans  les  Articles  j)récédents,  nous  avons  rendu  compte  des  tra- 
vaux de  M.  Clebsch  sur  la  représentation  des  surfaces  algé- 
hiiques.  Nous  devons  maintenant  parler  des  recherches  géomé- 
triques de  M.  Cremojia  sur  le  même  sujet.  Ces  recherches  ont  été 

(•)  Voir  liullethi,  t.  il,   p.  3 il. 
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publiées  après  celles  de  M.  Clebscli,  et  le  premier  travail  de 
M.  Creinoiia  relatif  à  notre  sujet  est,  croyons-nous,  celui  qui  a  paru 
en  18G8  dans  le  Journal  de  BorcJiardt  (t.  68,  p.  i).  Mais  ce  Mé- 
moire a  été  présenté,  en  février  1866,  au  Concours  pour  le  prix 
Steiner  à  l'Académie  de  Berlin,  et  nous  croyons  savoir  que  les  deux 
premiers  auteurs  de  travaux  sur  la  représentation  des  surfaces  algé- 
briques s'accordent  à  considérer  leurs  travaux  comme  à  peu  près 
simultanés  et  indépendants. 

Le  Mémoire  de  Géométrie  pure  sur  les  surfaces  du  3'  ordre  de 
M.  Cremona  est  un  travail  considérable  que  l'Auteur  a  développé 
depuis.  Ce  Mémoire  est  devenu  un  livre  consacré  à  des  reclierclies 
géométriques  sur  la  théorie  des  surfaces  algébriques  et,  en  particu- 
lier, sur  celle  des  surfaces  du  3"  ordre,  livre  dont  M.  Zeullien  a  bien 
voulu  présenter  une  analyse  à  nos  lecteurs  (']".  Le  travail  primitif, 
écrit  en  français  et  publié,  comme  nous  l'avons  indiqué,  dans  le 
Journal  de  Borchardt,  contient  un  Cliapitre  (le  VIIP)  qui  est 
intitulé  :  Représentation  d'une  surface  du  3'  ordre  sur  le  plan. 
L'Auteur  y  étudie  les  différentes  courbes  qui  résultent  de  l'inter- 
section de  la  surface  donnée  avec  d'autres  surfaces  du  2*  et  du 
3''  ordre.  Cette  intersection  peut  se  composer  d'une  courbe  indé- 
composable, ou  de  plusieurs  lignes  distinctes.  M.  Cremona  examine 
toutes  ces  questions  importantes  et  donne  un  très-grand  nombre  de 
propositions  simples  et  nouvelles. 

En  même  tem^is  que  M.  Clebscli  aussi,  et  d'une  manière  tout  à 
fait  indépendante,  IM.  Cremona  a  donné  la  représentation  de  la  sur- 
face de  Steiner  et  de  la  surface  gauche  du  4'  degré  [Rendiconti  dell' 
Istituto  Lombardo,  24  janvier  1867).  Dans  les  Annali  (2'  série, 
janvier  1868),  il  a  aussi  indiqué  la  représentation  plane  des  surfaces 
gauches  rationnelles  douées  de  deux  directrices  rectilignes. 

Enfin  nous  devons  citer  deux  Notes  se  rattachant  direclcment  à 
notre  sujet  et  intitulées  :  Sulla  superficie  di  quart'  ordine  dotala 
di  una  cnnica  doppia  ;  i."  et  1"  Notes,  9  et  23  mars  1871,  lues  à 
l'Institut  Lomljard. 

.Mais  le  caractère  propre  des  recherches  de  .^L  Cremona  ne  ressort 
pas  suffisamment  des  citations  précédentes.  C'est  à  ce  géomètre  que 


(')  Voir    Bulletin,  t.    I,  p.  233.   Cremosa   (Dott.  Llli!;i^,  Prehn 
^eometrlca  délie  superficie. 
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l'on  doit  attribuer  l'idée  neuve  et  fécondi;  de  faire  servir  les  trans- 
formations rationnelles  de  l'espace  à  la  représentation  sur  le  plan 
des  surfaces  algébriques.  Nous  allons  donc  parcourir,  en  prenant 
pour  guide  M.  Cremona,  un  nouvel  ensemble  d'études  dans  lequel 
les  géomètres  se  sont  proposé  d'examiner  et  de  classer  les  transfor- 
mations des  figures  les  unes  dans  les  autres. 

Dans  la  première  moitié  de  ce  siècle,  les  méthodes  de  transforma- 
tion, l'homologie,  la  théorie  des  polaires  réciproques,  celles  des 
figures  liomographiqucs  et  corrélatives  avaient  été  beaucoup  étu- 
diées et  avaient  enrichi  la  Géométrie  d'un  grand  nombre  de  propo- 
sitions importantes.  De  son  côté,  Magnus,  dans  le  Journal  de 
Crelle  ('),  proposa  une  transformation,  depuis  bien  souvent  em- 
ployée, et  qui  est  définie  par  les  équations  suivantes,  où  x,  y^  z, 
r',  _j',  z'  désignent  les  coordonnées  homogènes  de  deux  points 
correspondants, 

{ax  -f  hy  -h  cz)x'+  [a'x  -+-  b'y  -\-  c'z)y'-\-  [a"x  -\-  b"y  H-  c"z)z'  =  o, 
[a.x  +  py  +  y  z)x'-h  (a'x  -h  P>'y  -h  y'z)y'-+-  (y."x  -h  ^"y  -r-  y"z)z'  =  o. 

Ces  équations  étant  à  la  fois  du  i"'  degré  par  rapport  aux  coordon- 
nées des  deux  points  définissent  ce  qu'on  appelle  aujourd'hui  une 
transformation  rationnelle ,  c'est-à-dire  une  transformation  dans 
laquelle  à  un  point  de  chacune  des  deux  figures  ne  correspond,  en 
général,  qu'un  point  de  l'autre. 

Magnus,  qui  a  développé  la  méthode  précédente  au  tome  8  du 
Journal  de  Crelle,  l'a  même  présentée  comme  donnant  la  trans- 
formation rationnelle  la  plus  générale,  mais  les  géomètres  n'ont 
pas  tardé  à  reconnaître  qu'il  y  avait  d'autres  transformations  que 
celle  de  Magnus,  et  que  celle-ci  devait  seulement  être  considérée 
comme  la  plus  générale  parmi  celles  qui  aux  points  d' une  droite 
font  correspondre  ceux  d' une  conicpie.  On  a  donc  classé  les  trans- 
formations de  la  manière  suivante  : 

Etant  données  deux  figures  K  et  B,  si,  à  un  point  de  chacune  des 
deux  figures  ne  correspond  qu'un  point  de  l'autre,  on  dit  que  la 
transformation  est  rationnelle  ou  hi rationnelle.  Nous  laisserons  de 
côté,  pour  le  moment,  les  transformations  rationnelles,  dans  les- 

(*)  Magnus:  D'une  nouvelle  méthode  pour  découvrir  des  théorèmes  de  Géométrie, 
{Journal  de  Crelle,  t.  8,  p.  5l.) 
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qucllos  à  un   point  de  l'nne  des  {jgnris   correspondent  plusieurs 

points  de  l'autre  ('). 

Los  transformations  rationnelles  se  classent  d'après  le  degré  de  la 
courLe  de  chaque' ligure  qui  correspond  à  une  droite  de  l'autre. 
Ainsi,  étant  donnée  une  transformation  de  A  en  B,  cette  transfor- 
mation sera  d'ordre  ?;,  si  à  une  droite  de  A  correspond  une  courbe 
d'ordre  ii  de  13;  la  transformation  iéci/>fot/ae  de  B  en  A  sera  néces- 
saireuKmt  de  même  ordre  cjue  la  transformation  directe.  Une  trans- 
formation d'ordre  ii  est  délinie  par  les  lurmides 

par  =--9  {x',r',  z'], 

où  cf,  Oj,  (f2  sont  des  fonctions  homogènes  d'ordre  71  dex',j)  ',  :■'  -^ 
mais  il  faut  que  ces  trois  fonctions  aient  été  choisies  de  telle  manière 
(ju'on  puisse  des  équations  précédentes  tirera:',  r',  c' rationnelle- 
ment, 

px'  =1;  i|/  (a^,  j',  z], 
pf'--  <h,{x,  y,  z), 
p  z'  =^  <h,{x,  r,  z); 

et  alors  ces  nouvelles  équations  déliniront  la  transformation  réci- 
proque de  la  première.  G.   D. 

(^  suivre.) 
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(')  Il  i«'u'.  avrivo!-,  eu  efiel,  qu'étant  données  deux  fijures  X  ol  B,  à  un  point  de  A 
ne  concsjionde  qu'un  seul  point  de  B,  mais  qu'à  un  point  de  B  correspondent  plu  ■ 
sieurs  points  de  A;  alors  la  transformation  de  B  en  A  sera  rationnelle,  et  la  trans- 
formation réciproque  de  A  eu  B  ne  le  sera  pas.  Nous  ne  considérons  ici  que  les  trans- 
formations doublement  rationnelles. 
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REVUE    BIBLIOGRAPHIQUE. 

CLEBSCH  (A.).  —  Théorie  deu.  bi>arex  algebraische:n  Formes. 
—  Leipzig,  Tenbner,  1872. 

Bien  que  l'on  puisse  faire  remonter  jusqu'à  Gauss  l'origine  de  la 
tliéorie  des  formes  algébriques,  on  doit  cependant  attribuer  à  sa 
conception  générale  et  à  sa  formation  en  corps  de  doctrine  indé- 
pendante une  date  beaucoup  plus  récente,  et  considérer  cette  théorie 
comme  luie  des  branches  les  plus  modernes  des  sciences  mathéma- 
tiques. 

Pourtant,  quoiqu'elle  ne  compte  guère  que  dix  ou  vingt  années 
d'existence,  elle  a  déjà  passé  par  bien  des  états  divers  et  sidji  de 
nombreuses  transformations  ;  elle  a  été  envisagée  sous  des  points  de 
vue  difl'érents,  et  aujourd'hui  même  il  est  à  peine  possible  de  re- 
connaître, dans  chaque  partie  de  cette  science  nouvelle,  les  tendances 
propres  qui  la  caractérisent.  Le  présent  Livre  a  pour  but  de  rcndi-e 
accessibles  au  public  des  recherches  jusqu'ici  peu  connues,  d'éluci- 
der certains  principss,  et  de  faire  ressortir  de  leur  étude  quelques- 
uns  des  objets  que  doit  naturellement  poursuivre  cette  théorie.  Ces 
circonstances  serviront  de  motif  et  d'excuse  à  l'auteur  du  Livre, 
pour  avoir  lui-même,  à  l'occasion  de  cette  pidjlication,  présenté 
quelques  explications  dans  ce  Recueil. 

Les  commencements  de  l'Algèbre  se  ramifient  en  deux  branches, 
qui  se  montrent  tout  d'abord  aussi  hétérogènes  que  possible  :  ce 
sont,  d'une  part,  la  Théorie  des  équations  algébriques;  d'autre 
part,  la  Géométrie  analytique.  De  ces  deux  branches,  la  première  a 
pour  objet  un  élément  discret;  elle  en  étudie  les  combinaisons,  elle 
établit  les  propriétés  des  équations  qui  déterminent  les  inconnues, 
des  résolvantes.  Cette  Algèbre  a  acquis  un  but  important  et  déter- 
miné dans  la  recherche  des  équations  réductibles  les  unes  aux  autres, 
et  en  particulier  des  équations  résolubles  algébriquement. 

Mais  tandis  que  la  théorie  des  équations  conduisait  à  l'étude  des 
équations  dont  les  racines  sont  des  combinaisons  algébriques  de  celles 
d'une  équation  donnée,  les  questions  correspondantes  se  posaient 
aussi  en  Géométrie.  Depuis  longtemps  déjà  une  courbe  algébrique, 
considérée  même  au  point  de  vue  synthétique,  malgré  sa  définition 

Bull,  de)  Sciencts  mathém.  et  aslron.,  t.  III.    ^Aoùt  1S72.)  l5 
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anaK'lîque,  avait  cessé  d'être  envisagée  comme  une  figure  indivi- 
duelle. Ou  projetait  au  moins  cette  courbe,  et,  parmi  ses  propriétés, 
celles-là  étaient  regardées  comme  essentielles  qui  n'étaient  pas  al- 
térées par  la  projection.  La  théorie  des  fonctions  abéliennes  fit  voir 
plus  généralement  que  certains  éléments  se  conservaient  d'une  façon 
remarquable,  de  quelque  manière  que  l'on  transformât  la  figure 
donnée  à  l'aide  des  transformations  algébriques,  pourvu  qu'à  chaque 
point  de  l'une  des  figures  correspondit,  en  général,  un  seul  point 
de  l'autre  ;  et  bientôt  on  reconnut  qu'il  en  était  de  même  pour  les 
surfaces  et  pour  les  figures  d'ordre  supérieur.  L'étude  de  ce  qui 
reste  permanent  au  milieu  des  transformations  les  plus  diverses 
apparut  bientôt  ici,  de  même  que  dans  la  théorie  des  équations, 
comme  la  plus  importante  et  la  plus  profitable. 

L'introduction  de  la  conception  d'une  fonction  homogène  permit 
d'embrasser  toutes  ces  recherches  sous  un  point  de  vue  commun  et 
sous  une  forme  élégante.  On  reconnut  que  la  théorie  des  fonctions 
homogènes  conduisait  aux  équations,  aux  courbes  et  aux  surfaces, 
toutes  les  fois  que  le  nombre  des  variables  homogènes  était  2, 3  ou  4  ; 
et  l'on  peut  dès  maintenant  faire  remarquer  tous  les  avantages  di- 
vers qui  résultèrent  de  cette  unité  du  point  de  vue,  tels,  par  exem- 
ple, que  l'unité  de  certains  procédés  de  formation,  qui  se  manifesta 
de  la  manière  la  plus  claire,  et  qui  sans  cela  fût  restée  inaperçue. 

On  peut  regarder  comme  formant  l'objet  de  l'Algèbre,  dans  sa 
conception  la  plus  générale,  le  problème  de  la  recherche  de  celles 
des  propriétés  des  fonctions  homogènes  qui  continuent  à  subsister, 
quelles  que  soient  les  transformations  algébriques  uniformes  que 
l'on  fasse  sidjir  à  ces  fonctions  ;  maii  si  l'on  a  toujours  ce  but  gé- 
néral devant  les  yeux ,  si  on  le  réalise  même  dans  certains  cas  par- 
ticuliers, on  commence  ainsi  par  viser  trop  haut.  Lorsque  se  forma 
la  nouvelle  Algèbre,  celle  immortelle  création  de  Svlvester  et  de 
Cayley,  le  point  de  vue  unificateiu-  des  fonctions  homogènes  vint  à 
prévaloir  5  mais  le  cercle  des  transformations,  par  rapport  aux- 
quelles on  avait  à  rechercher  les  propriétés  qui  demetu-aient  inalté- 
rables, se  borna  aux  transformations  linéaires.  On  appliquait 
celles-ci  aux  variables;  les  expressions  qui  ne  subissaient  par  là 
aucune  altération,  ou  qui  se  trouvaient  seulement  multipliées  par 
uu  facteur  caractéristique,  facile  à  indiquer,  devinrent,  sous  les 
noms  d'i/wariants  et  de  coi'ariants,  l'objet  delà  nouvelle  théorie. 
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Il  ne  faudrait  pas  se  faire  une  idée  trop  désavantageuse  de  la 
branche  de  science  qui  est  résultée  de  cette  restriction.  Elle  ren- 
ferme déjà  tout  entière  la  Géométrie  projective  dans  le  plan  et  dans 
l'espace,  et  elle  est  parvenue  également  à  s'assujettir  la  Géométrie 
métrique,  comme  la  Géométrie  projective  l'avait  su  faire  5  elle  a 
même  aussi  trouvé  son  application  dans  certaines  parties  de  la 
théorie  des  fonctions.  On  peut  dire,  de  plus,  que  la  considération 
des  transformations  linéaires  forme  le  premier  pas  inévitable.  Les 
transformations  d'ordre  supérieur  ont  été  jusqu'ici  peu  développées 
au  point  de  vue  purement  algébrique;  mais,  à  en  juger  par  ce  que 
l'on  a  déjà  obtenu  relativement  aux  formes  binaires,  il  semble  que 
la  tliéorie  des  transformatiojis  linéaires  fournisse  aussi  les  principes 
des  transformations  d'ordres  supérieurs. 

Les  formes  binaires  sont  les  seules  dout  la  considération  forme 
l'objet  du  présent  Ouvrage.  Les  transformations  linéaires  jouent, 
dans  la  théorie  des  équations,  un  rôle  subalterne;  elles  ne  se  pré- 
sentent guère  que  dans  l'évanouissement  du  second  terme.  Il  est 
vrai  qu'au  point  de  vue  de  la  nouvelle  Algèbre  la  résolution 
des  équations  quadratiques,  cubiques  et  biquadratiques  se  trans- 
forme aussi  d'une  manière  particulière  qui  fait,  pour  la  première 
i'ois,  envisager  sous  leur  vrai  jour  les  méthodes  ordinaires  de  réso- 
lution et  en  donne  l'iiitelligence  complète,  comme  cela  a  eu  lieu 
pour  la  Géométrie  projective  vis-à-vis  d'un  grand  nombre  de  pro- 
blèmes métriques  connus.  Mais,  comme  généralement  toute  nou- 
velle doctrine  se  développe  sous  son  impulsion  propre  dans  la  direc- 
tion qui  lui  convient  et  ne  touche  qu'en  passant,  dans  ses  premiers 
pas,  les  doctrines  qui  n'ont  avec  elle  que  des  liaisons  d'affinité,  la 
théorie  des  équations  devient  bientôt  pour  la  nouvelle  Algèbre  un 
objet  accessoire.  A  la  vérité,  il  n'en  est  ainsi  que  dans  les  commen- 
cements. C'est  le  caractère  de  la  nouvelle  Algèbre  de  ne  considérer 
comme  solutions  réelles  des  problèmes  que  les  représentations 
complètement  élaborées  ;  et,  si  elle  n'est  pas  encore  en  état  de  fa- 
çonner la  théorie  des  équations  suivant  sa  propre  manière  de  pro- 
céder, les  formations  auxquelles  la  nouvelle  Algèbre  est  ramenée 
par  le  progrès  de  son  développement  n'en  contiennent  pas  moins 
les  matériaux  nécessaires  pour  une  future  constitution  plus  complète 
de  celte  théorie. 

Si  le  livre  connu  de  Salmon  traite  des  principes  de  la  nouvelle 

i5. 
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Algèbre  pour  un  nombre  quelconque  tle  variables,  tandis  que  l'Ou- 
vrage actuel  se  restreint  aux  formes  binaires,  la  raison  en  est  dans 
cette  circonstance,  que  la  théorie  des  formes  binaires  a  été  isolé- 
ment développée  et  approfondie,  comme  n'a  pu  l'être  encore  la 
théorie  des  formes  d'un  jilus  grand  nondjre  de  variables.  Si  donc 
on  voulait  ne  pas  ajourner  trop  loin  ces  recherches,  les  plus  impor- 
tantes de  toutes,  selon  moi,  la  restriction  dont  je  viens  de  parler 
était  nécessaire  ;  sinon,  il  en  serait  résulté  un  défaut  choquant  d'uni- 
formité dans  l'étude  des  formes  contenant  des  nombres  différents 
de  variables.  Puisse  cet  Ouvrage  contribuer  à  faire  avancer  dans  la 
même  direction  la  théorie  des  formes  à  plusieurs  variables,  travail 
qui  pourra  ollrir  parfois  des  difficultés,  mais  dont  le  résultat  ne 
semble  pas  douteux  !  Je  vais  exposer  en  quelques  mots  la  nature  des 
problèmes  et  des  directions  que  je  viens  d'indiquer. 

Nous  entendons  par  i«i'rt/'irt«/.ç,  covariants,  etc.,  des  combinai- 
sons des  coefficients  et  des  variables  d'une  forme  donnée,  qui,  lors- 
qu'on transforme  linéairement  les  variables  et  que  l'on  fait  subir  les 
changements  correspondants  aux  coefficients  de  la  forme,  se  repro- 
duisent de  nouveau  avec  leurs  valeurs  primitives,  multipliées  par 
une  même  puissance  du  déterminant  de  la  transformation.  Ces 
combinaisons  peuvent  être  supposées  rationnelles  ou  irrationnelles, 
ou  même  transcendantes.  11  est  convenable,  pour  la  nouvelle 
Algèbre,  de  les  supposer  d'abord  rationnelles  et  même  entières,  et 
d'en  restreindre  ainsi  la  conception.  En  effet,  ce  caractère  se  ren- 
contre dans  toutes  les  formations  que  l'on  a  étudiées  avant  rétablis- 
sement d'une  théoiie  spéciale.  11  en  est  ainsi  des  déterminants  qui 
se  présentent  comme  invariants  simultanés  des  formes  linéaires; 
pareillement,  des  formations  provenant  des  formes  quadratiques,  et 
que  Gauss  a  introduites  dans  la  théorie  des  nombres.  Parla  restric- 
tion en  question,  la  nouvelle  Algèbre  se  trouve  mise  avec  cette 
théorie  dans  une  intime  relation;  mais,  à  l'exception  d'Eisenstcin 
et  de  lier  mi  te,  personne  ne  parait  avoir  su  rendre  la  nouvelle  Al- 
gèbre fructueuse  pour  la  théorie  des  nombres  au  delà  d(;  l'étude  des 
formes  quadratiipies. 

La  restriction  de  la  conception  d'invariant  aux  fonctions  entières 
des  coefficients  et  des  variables  donne  une  tournure  caractéristique 
à  la  question  de  leur  découverte.  On  reconnaît  parla  cond^ien  il 
eût  été  essentiellement  stérile  de  délinir  les  invariants  par  les  équa- 
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lions  aux  différentielles  partielles  auxquelles  ils  satisfont;   car  ce 
mode  de  définition  ne  contient  en  aucune  manière  l'idée  de  fonc- 
tion entière;  il  vaut  beaucoup  mieux  introduire  cette  idée  immédia- 
tement dans  la  définition.  11  y  a  déjà  dou/.e  ans  que  j'ai  fait  remar- 
quer cette  circonstairce  et  que  j'ai  utilisé,  pour  une  délinilion  plus 
convenable  de  ces  formations,  la  mélliode  des  notations  symboli- 
ques employée  pour  la  première  fois  j)ar  Aronliold,  métliodc  d'où 
se  déduisent  très-facilement  les   propriétés   essentielles   des  inva- 
riants. Une  forme  de  degré  quelconque  est  remplacée  symbolique- 
ment par  une  puissance  d'une  fonction  linéaire.  En   introduisant, 
avec  les  précautions  nécessaires,  dans  un  invariant  quelconc|uc,  ce 
symbole  à  la  place  des  eoeilîcicnts,  l'invariant  se  décompose  en  une 
somme  de  produits  de  déterminants  ;  et  une  telle  somme  fait  con- 
naître, comme  je  l'ai  démontré,  le  type  général   des  invariants,  et 
peut  leur  servir  de  définition.  On  voit  qvic  dans  cette  définition  est 
déjà  contenue,  entre  autres,  l'idée   de  fonction  entière.  Dès  cette 
époque,  je  croyais  à  la  possibilité  d'obtenir,  en  partant  de  cette  dé- 
linilion, la  détermination  des  invariants  (ou  covariants),  au  moyen 
desquels  tous  les  invariants  (ou  covariants)  imaginables  s'expriment 
sous  forme  de  fonctions  entières  à  coefficients  numériques.  Or  cette 
question  capitale  de  la  composition  des  formes  est,  à  ce  qu  il  sem- 
ble, encore  trop  difficile  pour  être  généralement  résolue,  d'autant 
plus  que  des  questions  de  nature  aritlimétique  peuvent  y  jouer  un 
rôle  essentiel;  mais,  pour  les  formes  binaires,  iM.  Gordan  s'est  placé 
à  ce  point  de  vue,  et,  dans  une  série  de  brillants  travatix,  a  démon 
Iré  cjue  tous  les  im'arlants  et  couariants  d'un  système  quelcoiujue 
déformes  binaires  sont  des  fonctions  entières  d'un  nombre  fini 
de  pareilles  expressions.   Ce  théorème  fondamental  constitue  l'a- 
vantage caractéristique  que  la  tliéorie  des  formes  binaires  conserve 
encore  maintenant  sur  la  théorie  des  formes  à  un  plus  grand  nom- 
bre de  variables.  Autour  de  la  démonstration  de   ce  théorème  se 
groupe  toute  l'exposition  de  la  théorie,  et  les  diverses  parties  de  la 
démonstration  marquent  autant  de   chapitres  de  la  doctrine   des 
formes.   C'est  l'existence  de  ce  théorème  qui  m'a  principalement 
déterminé  à  traiter  la  théorie  des  formes  binaires,  et  il  permet  de 
donner  à  cette  théorie  une  sorte  d'achèvement  complet.  Il  est  vrai 
qu'en  même  temps  la  nature  de  la  démonstration  donne  lieu,  dans 
l'exposition,  à  des  difficultés  qui  ne  sont  pas  insurmontables. 
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J'ajouterai  encore  ici,  comme  explication,  les  remarques  sui- 
vantes. Dans  plusieurs  branches  des  Mathématiques,  l'idée  d'un 
système  complet  de  formations  et  d'opérations  se  présente  comme 
point  de  vue  caractéristique.  Ainsi,  dans  la  théorie  des  écpiations, 
cela  constitue  une  propriété  importante  d'un  groupe  de  substitu- 
tions, lorsqu'elles  forment  un  système  complet,  c'est-à-dire  lorsque, 
appliquées  les  unes  à  la  suite  des  autres,  elles  donnent  des  résultats 
qui  peuvent  aussi  s'obtenir  immédiatement  par  une  seule  substi- 
tution du  même  groupe.  Des  points  de  vue  analogues,  relatifs  à  des 
objets  variables  d'une  manière  continue  et  employant  pour  ces 
objets  les  transformations  à  la  place  des  substitutions,  se  sont  pré- 
sentés dans  les  travaux  géométriques  récents.  La  conception  d'un 
système  complet  se  rencontre  encore  dans  la  théorie  des  équations 
linéaires  aux  différentielles  partielles,  comme  je  l'ai  fait  voir  au 
tome  60  du  Journal  de  Borchardt.  D'un  système  d'équations 
simultanées  de  cette  espèce,  on  déduit  une  suite  de  nouvelles  équa- 
tions 5  mais,  quand  les  équations  admettent  des  solutions  communes, 
il  y  a  une  limite  au  delà  de  laquelle  la  combinaison  des  équations 
obtenues  ne  peut  plus  fournir  d'écjuation  réellement  nouvelle,  et  le 
système  obtenu  juscjue-là  s'appelle  alors  un  système  complet.  De 
même,  dans  la  théorie  des  nombres,  une  conception  semblable  a 
été  récemment  introduite  par  les  recherches  de  M.  Dedekind  sur 
les  solides  nwnmques.  A  ces  systèmes  complets  est  analogue  le 
système  complet  fini  des  invariants  et  des  covariànts  des  formes 
binaires,  dont  M.  Gordan  a  démontré  l'existence,  et  que  le  présent 
Ouvrage  a  pour  but  essentiel  d'établir  et  de  mettre  en  lumière;  car, 
tandis  que,  d'un  système  de  formes  données  et  de  leurs  covariànts, 
on  peut  toujours,  en  général,  déduire  de  nouveaux  invariants  et 
covariànts,  il  se  présente  ici  une  certaine  limite  que  l'on  peut 
atteindre,  lorsqu'on  exclut  toutes  les  compositions  représentables 
comme  fonctions  entières  des  compositions  déjà  existantes.  A  la  vé- 
rité, on  n'a  encore  pu  jusqu'à  présent  que  démontrer  l'existence 
d'une  telle  limite.  Le  nombre  des  compositions  du  système  est  une 
fonction  arithmétique  des  indices  d'ordre  des  formes  fondamen- 
tales données,  qui  mérite  à  un  haut  degré  l'attention  des  géomètres. 
Mais,  même  dans  des  cas  concrets  donnés,  comme  on  en  traite  dans 
cet  Ouvrage,  le  calcul  exact  de  ce  nombre  exige  encore  une  série  de 
considérations  assez  complicpiées. 
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Dans  la  première  Section,  je  développe  les  propositions  fonda- 
mentales de  la  lliéorie  et  les  principes  de  la  représentation  symbo- 
lique. Je  remarque  que,  jusqu'à  présent,  on  a  presque  exclusivement 
considéré  les  formes  fondamentales  et  les  covariants  à  une  seule 
série  de  variables.  Cela  suffit  pour  les  formes  binaires,  comme  je  l'ai 
fait  voir  ici,  en  même  temps  que  M.  Gordan  l'établissait  de  son  côté, 
dans  le  tome  III  des  3Iatheinatisclie  Annalen.  Il  n'en  est  plus 
ainsi  pour  les  formes  à  plus  de  deux  variables,  et  l'on  peut  affirmer 
que,  dans  ce  cas,  le  problème  de  la  théorie  n'a  pas  encore  été 
énoncé  correctement.  Dans  un  travail  qui  paraîtra  prochainement, 
je  développerai  davantage  ces  considérations,  et  je  poserai,  dans  les 
limites  qui  lui  conviennent,  le  problème  de  la  théorie  des  inva- 
riants, pour  les  formes  à  plusieurs  variables. 

La  seconde  Section  est  consacrée  à  l'interprétation  géométrique 
des  formes  binaires.  A  cet  objet  se  rattachent  l'élude  des  figures,  que 
l'on  désigne,  dans  la  Géométrie  synthétique,  sous  le  nom  àcjîgui-es 
du  premier  ordre,  la  théorie  des  séries  de  points  et  des  faisceaux 
de  rayons.  Car,  en  réalité,  ces  figures  sont  essentiellement  binaires, 
et  elles  ne  jouent  qu'un  rôle  préparatoire  dans  la  Géométrie  ana- 
lytique, qui  s'occupe  de  la  théorie  des  formules  ternaires.  Je  déve- 
loppe, dans  cette  Section,  le  caractère  des  propriétés  des  groupes  de 
points  et  de  rayons  qui  sont  exprimées  par  l'évanouissement  des 
invariants.  Comme  exemples,  je  considère,  dans  la  troisième  Sec- 
tion, les  discriminants  et  les  invariants. 

La  quatrième  Section  traite  de  la  théorie  des  formes  du  2',  du 
3'  et  du  4*^  degré.  La  résolution  des  équations  correspondantes  est 
présentée  au  point  de  vue  de  la  théorie  des  invariants,  mais  démontre 
déjà  ici  que,  au  moins  dans  ces  formes,  le  système  des  invariants  et 
des  covariants  est  un  système  fini,  dans  le  sens  indiqué  plus  haut. 

Les  deux  Sections  suivantes  sont  consacrées  à  la  démonstration 
du  théorème  de  Gordan.  On  démontre  d'abord,  dans  la  cinquième 
Section,  que,  si  chacune  des  formes  d'une  série  possède  un  système 
complet  fini  d'invariants  et  de  covariants,  il  en  est  de  même  pour  le 
système  simultané  de  toutes  ces  formes.  Par  là  sont  établis  les  fon- 
dements de  la  démonstration  par  laquelle  on  fait  voir,  dans  la 
sixième  Section,  que  toute  forme  binaire,  ainsi  que  tout  système 
de  formes  binaires,  conduit  à  un  système  complet  fini  d'invariants  et 
de  covariants.  Comme  exemples,  on  a  développé  les  systèmes  com- 
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plets  des  formes  du  5'  eldu  6"  degré,  et  les  systèmes  simultanés  d'une 
forme  quadratique  et  d'une  cubique,  d'une  quadratique  et  d'une 
biquadratique,  et  enfin  de  deux  cubiques. 

Les  trois  dernières  Sections  du  Livre  traitent  de  problèmes  dune 
tout  autre  nature.  On  peut  les  comprendre  sous  la  dénomination 
de  représentations  typiques.  L'idée  d'introduire,  comme  nouvelles 
variables,  des  covariants  linéaires,  tous  les  coefEcients  des  formes 
devenant  alors  des.  invariants,  est  due  à  M.  Hermite.  Cette  idée 
pouvait  être  étendue  dans  deux  directions.  D'abord  on  pouvait, 
lorsqu'il  n'existait  pas  de  covariants  linéaires,  c'est-à-dire  dans  les 
formes  fondamentales  d'ordre  pair,  introduire  comme  variables 
trois  covariants  quadratiques,  entre  lesquels  a  lieu  alors  une  équa- 
tion quadratique;  ce  point  de  vue  a  été  développé,  il  y  a  quelques 
années,  parM.  Gordan  et  par  moi,  dans  les  Annali  di  Mateniatica. 
Cette  théorie  est  exposée  dans  la  dernière  Section,  et  l'introduction 
des  covariants  linéaires  dans  l'avant-dernière.  Je  rattache  à  cela  les 
recherches  sur  la  possibilité  de  transformer  linéairement,  les  unes 
dans  les  autres,  des  formes  à  invariants  simultanés  égaux,  telles  que 
celles  que  j'ai  publiées  récemment  dans  les  Malhematische  Annalen; 
mais  on  peut,  d'autre  part,  introduire  comme  variables  des  cova- 
riants linéaires,  dont  les  coefficients  renferment  eux-mêmes  des  va- 
riables. Ou  est  conduit  par  là  à  la  théorie  dea  formes  associées,  trai- 
tée par  Hermite  et  par  Brioschi.  Cette  théorie  ouvre  aussi  des  points 
de  vue  intéressants  pour  la  résolution  des  équations,  comme  on  le 
voit,  par  exemple,  dans  la  résolution  des  équations  biquadratiques 
qu'en  a  tirée  Aronhold.  Mais  la  cjucstion  principale  est  celle  du  sys- 
tème des  invariants  et  des  covariants,  au  moyen  desquels  tous  les 
autres  sont  exprimables  en  fonctions  rationnelles  (non  plus  en- 
tières). Cette  question  a  une  certaine  affinité  avec  celle  qu'a  résolue 
M.  Gordan  5  mais  elle  est  beaucoup  plus  facile  à  résoudre,  et  sa 
solution  peut  être  indiquée  d'une  manière  générale.  On  reconnaît 
qu'il  existe  un  système  très-simple  d  invariants  et  de  covariants,  au 
moyen  duquel  on  est  en  état  d'exprimer  rationnellement  tous  les 
invariants  et  covariants  d'une  forme  donnée.  Ce  système  comprend, 
outre  la  forme  elle-même,  ceux  de  ses  covariants  et  invariants  qui 
ne  contiennent  que  quadratiquement  les  coefficients  de  la  forme 
fondamentale,  et  les  déterminants  fonctionnels  de  ces  formes  avec  la 
forme  fondamentale  elle-même,  système  que  j'ai  établi  en  1870  dans 
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les  XachricJiteji  der  Konigl.  Geselhc/uifl,  comme  le  système  le 
plus  simple  de  formes  associées. 

Parmi  les  applications,  je  ne  citerai  plus  (jue  la  métlioJe  biiK;  re 
pour  traiter  le  problème  des  points  de  rcbrousscment  d'une  courbe 
du  3*^  ordre;  la  réduction  des  intégrales  ellipticjues  de  première  es- 
pèce à  la  forme  normale,  et  la  transformation  du  3''  ordre  des  inté- 
grales elliptiques;  puis  l'étude  de  certains  problèmes  de  la  théorie 
des  formes  du  5^  et  du  6"  ordre,  cjui  se  rattachent  à  la  transforma- 
tion du  5^  ordre  des  fonctions  elliptiques. 

Je  m'étais  proposé  pour  but  non-seulement  de  donner  des  mé- 
thodes et  des  résultats,  mais  de  les  développer  an  point  de  vue  de  la 
liaison  de  leurs  principes  et  de  leur  enchaînement  systématique. 
D'après  l'aperçu  que  je  viens  de  donner  du  contenu  de  mon  Ou- 
vrage, on  verra  qu'il  m'a  fallu  prendre  en  considération  bien  des 
points  appartenant  à  des  régions  relativement  plus  profondes.  Ai-je 
réussi  à  ordonner  aussi  d'une  manière  claire  ces  parties  plus  abs- 
truses.^ C'est  ce  que  l'on  pourra  constater  dans  le  cas  où  mon  Livre 
engagerait  de  plus  jeunes  activités  à  poursuivre  l'étude  des  questions 
que  j'ai  soulevées. 

L'importance  générale  de  la  nouvelle  Algèbre  ne  peut  plus  au- 
jourd'hui échapper  qu'à  ceux  qui  n'ont  pas  pris  la  peine  de  consa- 
crer leur  attention  au  développement  delà  science,  dans  ses  grandes 
lignes  et  dans  son  ensemble.  Depuis  qu'il  est  devenu  évident  que 
l'idée  de  fonction  ne  peut  guère  se  concevoir  rigoureusement  dans 
toute  sa  généralité  ;  que  celte  idée  est  condamnée  à  n'être  en 
quelcpie  sorte  qu'une  connaissance  transitoire,  se  modifiant  'i  chaque 
instant  et  ne  répondant  qu'à  ce  que  nous  apprend  une  revue 
générale  de  la  science  à  chaque  époque  de  son  développement  ; 
qu'elle  ne  correspond  plus  maintenant  que  pour  l'état  actuel  à 
l'étendue  des  connaissances  scientitiques,  mais  que  l'expression  la 
plus  claire  naguère  de  la  conscience  mathématique  cesse  à  présent  de 
l'être;  depuis,  dis-je,  que  l'idée  générale  de  fonction  se  présente 
comme  un  fondement  incertain  d'une  recherche  rigoureuse,  on  a 
dû  sentir  d'autant  plus  le  besoin  d'étudier  de  plus  près  les  fonctions 
dont  les  propriétés  se  révèlent  d'une  manière  claire  et  précise.  Ces 
fonctions  sont  d'abord  exclusivement  les  fonctions  algébriques. 
D'autres  fonctions  peuvent  être  nettement  reconnues  et  définies,  en 
tant  seulement  qu'elles   participent  aux  propriétés  essentielles  des 
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fonctions  algébriques,  ou  qu'elles  peuvent  être  déduites  de  celles-ci 
par  des  opérations  simples.  A  l'aide  de  l'intégration  et  par  la  voie 
de  l'imaginaire,  le  calcul  intégral  nous  enseigne  à  développer  et  à 
concevoir,  en  partant  de  fonctions  algébriques  simples,  les  trans- 
cendantes les  plus  simples,  comme  les  fonctions  logaritlimiques  et 
trigonométriques,  et  aussi  des  transcendantes  nouvelles,  comme  les 
fonctions  elliptiques.  L'étudedes  fonctions  abéliennes,  et  euGn celle 
des  équations  diflérentielles  à  coefficients  algébriques  font  ressortir 
ce  point  de  vue  de  la  manière  la  plus  générale,  puisque  dans  cette 
direction  on  s'est  attaqué  à  des  problèmes  dout  la  portée  ne  peut 
être,  pour  le  moment,  dépassée. 

Si  l'on  veut  soutenir  rpie  c'est  autotir  de  l'idée  de  fonction  que  se 
concentre  généralement  toute  l'activité  des  matliématiciens,  on  peut 
alors  partager,  d'après  leur  tendance,  les  géomètres  contemporains 
en  deux  classes  :  les  uns  cberchent  à  étendre  l'idée  de  fonction  en 
recherchant,  en  élucidant  et  délimitant  de  nouveaux  cas  ;  les  autres 
s'efforcent  d'approfondir  cette  idée,  en  étudiant  et  présentant  sous 
toutes  ses  faces  la  classe  des  seules  fonctions  fondamentales,  des 
fonctions  algébriques,  en  recherchant  leurs  singularités.  Puissé-je 
avoir  réussi  à  contribuer  un  peu  à  cette  étude  approfondie,  et 
aplanir,  pour  ceux  qui  enseignent,  la  voie  par  laquelle  on  peut  s'at- 
tendre à  faire  faire  tant  de  progrès  à  l'Algèbre  (').       A.  Clebsch. 


GAUSS    (F. -G.).    FiJNFSTELLIGE   VOLLSTANDIGE   LOGARITHMISCHE 

UND  TinGONOMETUiscHE  Tafeln.  Zum  Gebrauclic  fiir  Schule  und 
Praxis  bearbeilet.  —  Berlin,  Verlag  von  L.  Rauh,  1870  (^V 

L'usage  des  Tables  logarithmiques  à  cinq  décimales,  suffisant  la 
plupart  du  temps  dans  la  pratique,  toujours  dans  l'enseignement, 
commence  à  se  répandre  un  peu  à  la  fois  en  Allemagne,  où  la  rou- 
tine, déjà  si  puissante  par  elle-même,  n'a  pas  pour  auxiliaire  les 
prescriptions  impératives  des  programmes  officiels.  On  est  en  droit 


(')  Extrait  des  Gottiiigische  grlehrlf  Anzeigen,  29  février  1879. 

(')  Gaiss  (F. -G.),  Tables  complètes  de  logarithmes  et  de  fonctions  trigonométriques 
à  cinq  décimales,  à  l'usage  des  écoles  et  des  praticiens.  Berlin,  L.  Rauh;  1S70.  i  vol. 
in-80  (. '16-143  p.).  Prix  :  10  Sgr. 
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cependant  de  s'ëtonner  qu'une  simplification,  si  évidemment  com- 
mandée par  le  plus  vulgaire  bon  sens,  mette  tant  de  temps  à  faire 
son  chemin.  Ce  ne  sont  pourtant  pas  les  Tables,  ni  même  les 
bonnes  Tables  qui  manquent  dans  les  pays  germaniques.  Celles 
que  nous  avons  en  ce  moment  sous  les  yeux  nous  semblent  toutefois 
mériter  la  préférence  sur  les  nombreux  Recueils  de  ce  genre  que 
nous  avons  eu  l'occasion  d'examiner.  Nous  allons  essayer  de  donner 
un  aperçu  du  riche  contenu  de  ce  mince  Volume,  et  des  dispositions 
que  l'auteur  a  cru  devoir  choisir  pour  chacune  des  parties  dont  son 
Livre  se  compose. 

Les  principales  Tables  sont  : 

1°  La  Table  des  logarithmes  de  i  à  1 1  ooo.  Celte  Table  est  dis- 
posée à  double  entrée,  par  pages  de  5i  lignes,  et  accompagnée  de 
Tables  des  parties  proportionnelles  des  diOérences,  avec  une  déci- 
male, et  de  Tables  des  logarithmes  du  rapport  du  sinus  et  de  la  tan- 
gente des  arcs,  exprimés  en  secondes,  depuis  o  jusqu'à  3''4'=  i  '  o4o". 
L'auteur  a  adopté,  à  l'exemple  de  Bremiker,  le  partage  de  chaque 
dizaine  de  lignes  en  i,  3,  3,  3,  par  des  filets  et  des  blancs;  nous 
aurions  préféré  de  beaucoup  le  partage  par  tranches  de  5  lignes, 
séparées  toujours  par  des  blancs.  Cette  Taljle  est  accompagnée  d'une 
Table  auxiliaire  d'une  page,  donnant  diverses  constantes,  avec  leurs 
logarithmes.  L'auteur,  au  lieu  de 

57",  29577  ()5i, 
écrit 

57,29577031°; 

nous  ne  voyons  pas  trop  ce  que  l'on  gagne  en  clarté  par  celte  ma- 
nière d'écrire. 

2"  La  Table  des  logarithmes  trigonométriques  se  divise  en  deux 
Parties,  dont  la  première  donne  les  logarithmes  des  sinus  et  des  tan- 
gentes de  seconde  en  seconde  jusqu'à  3  degrés,  et  de  10  en  10  se- 
condes de  3  à  6  degrés  ;  la  seconde  les  logarithmes  des  sinus,  tan- 
gentes, cotangentes  et  cosinus,  de  minute  en  minute  pour  tous  les 
arcs  du  quadrant.  Jusqu'à  3  degrés,  au  lieu  des  parties  proportion- 
nelles des  dilférences,  la  Table  contient  les  logarithmes  des  rapports 

arc  are 

—. ) '■ Au  delà,  les  parties  proportionnelles  sont  données 

sinus    tangente  '        ^  ^    ^ 

avec  une  décimale  pour  6,  7,  8,  9,   10,  20,  3o,  4»,  00  secondes. 
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3°  Vient  ensuite  la  Table  des  logarithmes  d'addition  et  de  sous- 
traction. M.  Gaiiss  a  choisi,  parmi  les  diverses  dispositions  propo- 
sées jusqu'à  ce  jour,  celle  qui  nous  semble  présenter  le  plus  d'in- 
convénients au  point  de  vue  de  l'exactitude  des  calculs,  malgré  la 
simplification  apparente  qu'elle  apporte  à  la  construction  de  la 
Table.  Si  «  et  Z»  désignent  deux  nombres,  dont  a  est  le  plus  grand, 
et  que  A  et  B  soient  deux  nombres  tels  que^  pour  A  =  log.r,  on  ait 

B  =  log(i  -f-  x),  on  aura,  en  prenant  A  =  log  j; 
log(rt  -4-  6)  =  loga  H-  B, 


et  en  prenant  b  =  loe  y» 


b)  =  ]osb  +A. 


Or,  dans  la  plupart  des  cas  où  l'emploi  de  ces  Tables  est  avanta- 
geux, b  est  un  nombre  très-petit  par  rapport  à  «,  et  dont  le  loga- 
rithme est,  par  suite,  connu  avec  moins  de  précision  que  logrt.  La 
formule  précédente  donnera  donc,  à  l'inverse  de  ce  qui  devrait 
avoir  lieu,  une  précision  d'autant  moindre  que  le  terme  b  sera  plus 
petit.  On  peut,  il  est  vrai,  corriger  cet  inconvénient  en  prenant 

log(fl-6)  =  Ios«-(B-A); 

mais  l'usage  de  cette  dernière  formule  est  beaucoup  plus  incommode 
dans  la  pratique,  et  il  est  infiniment  préférable  de  se  servir  d'une 
Table  séparée  par  les  logaritiimcs  de  soustraction. 

Cette  Table  est  suivie  de  deux  Tables  auxiliaires,  donnant  les  lo- 
garithmes naturels  ou  népériens  des  i  loo  premiers  nombres  et  les 

nudtiples  du  module  AI  et  de  son  inverse  -n- 

4°  La  quatrième  Partie  du  Recueil  contient  les  valeurs  naturelles 
des  lignes  trigonométriques,  de  lo  en  lo  minutes;  les  cordes  et  les 
fièches  des  arcs  jusqu'à  i8o  degrés;  les  valeurs  des  arcs  en  partie 
du  rayon;  les  circonférences  et  les  surfaces  des  cercles  de  rayons 
donnés,  etc. 

5°  L'Ouvrage  se  termine  par  une  Table  des  carrés,  à  4  décimales, 
des  nombres  de  o,ooo  à  io,ooo,  avec  les  parties  proportionnelles 
nécessaires  pour  l'interpolation.  On  connaît  l'utilité  d'une  pareille 
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Table,  principalement  dans  la  pratique  de  la  méthode  des  moindres 
carrés.  A  la  suite  de  cette  Table  sont  des  tableaux  des  cubes,  des 
racines  cubiques,  etc.,  des  dimensions  de  la  Terre,  des  mesures  de 
longueur,  des  équivalents  chimiques,  des  poids  spécificjues  et  d'autres 
données  physiques. 

L'Introduction  qui  précède  les  Tables  en  explique  l'usage,  un  pt'U 
longuement  peut-être,  mais  avec  clarté;  on  y  trouve  des  développe- 
ments utiles  sur  l'approximation  que  l'on  peut  obtenir  à  l'aide  des 
logarithmes. 

L'exécution  typographique  de  l'Ouvrage  est  remarquable.  On  a 
choisi  les  chilïres  de  l'ancien  type,  auc|uel,  après  des  essais  de  formes 
diverses,  les  imprimeurs  les  mieux  inspirés  se  décident  à  revenir 
purement  et  simplement.  Nous  espérons  qu'en  France  ces  caractères 
si  nets  et  si  faciles  à  lire  ne  seront  pas  longtemps  à  l'usage  exclusif 
des  bibliophiles,  et  qu'ils  reprendront  dans  l'emploi  ordinaire  la 
place  cju'ils  n'auraient  jamais  dû  perdre. 

L'auteur  a  eu  la  précaution  utile  de  marquer  d'un  trait  le  dernier 
chillVe  signiiîcatif  des  nombres,  lorsque  ce  chiffre  est  un  5  force. 

Les  diverses  Parties  du  Volume  sont  séparées  par  des  feuilles  de 
papier  de  couleur,  ce  qui  facilite  beaucoup  les  recherches. 

M.  Gauss  a  publié  également  une  Table  de  logarithmes  à  quatre 
décimales  ('),  contenant  dans  une  feuille  in-plano  les  logarithmes 
des  nombres  jusqu'à  looo  et  des  lignes  trigonométriques  de  lo  en 
lo  minutes,  avec  une  Introduction  et  des  Tables  auxiliaires  de  con- 
stantes et  des  parties  proportionnelles. 

Il  se  propose  de  joindre  à  ces  deux  Ouvrages,  composés  d'après  la 
division  sexagésimale  du  cercle,  deux  séries  de  Tables  trigonomé- 
triques à  cinq  et  à  quatre  figures,  construites  d'après  la  division  dé- 
cimale du  quadrant. 

Aous  regrettons  seulement  qu'il  dénature  la  simplicité  de  cette 
division  naturelle  par  l'adoption  des  dénominations  de  grades,  de 
minutes  et  de  secondes  centésimales,  qui  introduisent  dans  l'écri- 
ture une  complication  bien  inutile,  et  qui  sont  une  source  perpé- 
tuelle de  confusion  entre  les  deux  systèmes  de  division.        J.  H. 


(')  FierstelUge  logarkhmisch-trigonoinetrische  Handtafel.   Berlin,    L.  Rauh.  Prix 
5Si;r. 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL  Fi  R   DIE   REI>-E  UND  ANGEWANDTE  MaTHEJIATIK,   llCraUSgÔ- 

gebeu  von  C.-W.  Borchardt  ('). 
T.  73-,  1871. 

Frobexius  (G.^.  —  Sur  le  développeineal  des  fonctions  analy- 
tiques en  séries  ordonnées  par  lapport  à  des  Jonctions  données. 
(3op.) 

L'auteur  examine  dans  ce  travail  le  développement  des  fonctions 
aiialytiques  suivant  des  séries,  formées  d'une  manière  particulière. 
Le  premier  exemple  tju'il  examine  est  le  suivant  :  soit 

V^{x)  =  {x— ac){x  —  ai)[x  —  a.)  ...  [x  —  a.^,)'     Po(.r)  =  i. 

Pcut-ou  développer  une  fonction  en  une  série  de  la  forme 

L'auteur  examine  d'abord  cette  question,  en  supposant  que  la 
suite  «01  <^'iv5  o-'i----!  ou,  plus  exactement,  que  la  suite  des  modules 
des  termes  de  cette  série  soit  convergente.  Il  donne,  dans  ce  cas,  la 
solution  de  cette  question,  autant  qu'on  peut  le  faire  en  restant 
dans  une  aussi  grande  généralité.  Il  examine  aussi  si  une  fonction 
peut  avoir  plusieurs  développements  de  la  forme  précédente,  auquel 
cas  on  reconnaît  immédiatement,  en  prenant  les  diirérences,  que 
tout  se  réduit  à  trouver  des  développements  de  cette  forme,  conver- 
gents dans  les  limites  assignées ,  et  dont  la  somme  soit  nulle. 
M.  Frobenius  dit  aussi  quelques  mots  du  cas  où  c'est  la  série  des 

inverses  —■>   —  ,  •  ■  ■  qui  serait  convergente  d'une  manière  absolue. 
«0     a,  ^  '^ 

La  seconde  Partie  du  Mémoire  est  consacrée  à  une  autre  forme 
de  développement.  Si  l'on  considère  une  fraction  continue  algé- 
brique de  la  forme 

RoX== ' 


(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  2^. 
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convergente  dans  une  certaine  étendue  du  plan,  on  peut  en  déduire, 
de  plusieurs  manières,  une  suite  illimitée  de  fonctions,  dérivant  les 
unes  des  autres  d'après  une  loi  déterminée,  par  exemple  les  numé- 
rateurs ou  les  dénominateurs  des  réduites,  les  restes  correspondant 
à  chaque  réduite,  etc.  Cela  donne  lieu  à  des  questions  analogues 
aux  précédentes,  et  qui  trouvent  de  remarquables  applications  dans 
l'étude  de  la  série  hypergéométricjue  que  Gauss  a  développée, 
(  omme  on  sait,  en  une  fraction  continue  de  la  forme  indiquée  plus 
haut. 

Meyer  (Em.-O.)  —  Sur  le  moiwement  pendulaire  d'une  sphère 
soumise  à  l  influence  du  frottement  du  milieu  environnant. 
(38  p.) 

Bessel  et,  avant  lui,  Didjuat  ont  fait  remarquer  qu'il  ne  suffit  pas, 
pour  réduire  au  vide  la  durée  d'oscillation  d'un  pendule,  observé  dans 
l'air,  de  faire  entrer  dans  le  calcul  la  perte  de  poids  de  ce  pendide. 
En  dehors  de  cette  correction  aérostatique,  il  est  nécessaire  d'en  effec- 
tuer une  seconde,  la  correction  aérodynamique,  qui  se  rapporte  à  un 
accroissement  apparent  subi  par  le  moment  d'inertie  du  pendide 
oscillant  'dans  l'air.  Pour  la  réduction  complète,  il  faut  multiplier 
la  durée  d'oscillation  par  le  facteur 


V 


/  M' 

'     '-M 

,  --  K  ^*' 


dans  lequel  M  désigne  la  masse  du  pendide,  M'  celle  de  l'air  déplacé, 
K  un  facteur  dépendant  de  la  forme  du  pendule.  Bessel  s'était  pro- 
posé de  le  déterminer  par  l'expérience;  Poisson,  par  l'intégration 

des  équations  du  mouvement,  lui  assigna  la  valeur  -  1  ['y,  pendant 

que  Bessel •  trouvait  la  valeur  0,93.  Stokes(')  a  expliqué  l'ori- 
gine de  cette  différence  en  montrant  que  Poisson  avait  négligé  le 
frottement  de  l'air,  et  il  a  donné  pour  le  nombre  K  une  nouvelle 

valeur  théorique  supérieure  à  --L'accord  de  cette  valeur  avec  1  ex- 


(*)  Mémoires  de  l'Académie  des  Sciences ^  t.  H,  i832,  p.  521. 

(')  Transactions  of  ihe  Cambridge  Philosophical  Sociecj-,  t.  IX,  2'  partie,   iSji. 
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périeucc  est  satisfaisaul;  mais  l'auteur  adresse  à  l'analyse  de 
Stokes  cruelques  objections  qui  l'ont  déterminé  à  reprendre  l'étude 
de  cette  question  intéressante,  et  à  discuter  de  nouveau  une  équa- 
tion diÛëreutielle  du  4"  ordre,  qui  avait  été  déjà  rencontrée  par 
Stokes,  et  dont  la  solution  présente  de  remarquables  particu- 
larités. L'auteur  s'appuie  d'aillem-s  sur  les  mêmes  principes  de 
Physique  que  Stokes. 

PocHHAM.MER  (L.). — Sur  les  points  singuliers  dans  les  équa- 
tions différentielles  linéaires.  (16  p.;  ail.) 

Si  l'on  considère  une  équation  différentielle  linéaire,  il  existe  des 
valeurs,  dites  singulières,  de  la  variable  indépendante,  pour  les- 
quelles un  ou  plusieurs  des  coefficients  de  l'équation  deviennent 
infinis.  Ces  valeurs  jouent  d'ailleurs,  au  point  de  vue  de  la  conti- 
nuité de  l'intégrale,  un  rôle  important,  et  elles  doivent  être  consi- 
dérées dans  l'étude  des  propriétés  de  l'existence  de  cette  intégrale 
et  de  son  développement  en  séries.  C'est  de  ces  valeurs  singulières 
que  s'occupe  l'auteur. 

PocHHAiiJiER  ^L.\  —  JVote  sur  V éifuation  différentielle  des 
fonctions  Iij  pergéoniétrir/ues.  ^2  p.) 

Cette  Aote  fait  suite  au  Mémoire  précédent  et  au  Mémoire  pu- 
blié par  le  même  auteur  sur  les  fonctions  liypergéométriques  géné- 
rales du  7i"""^  ordre,  t.  71  du  Journal  de  Borchardt,  p.  3 16. 

Weyr  ^Ed.).  —  yidditioji  au  J/émoire  :  «  Sur  ijuelques  propo- 
sitions de  Steiner  et  sur  leur  rapport  avec  la  transformation  ijua- 
dratique  des  figures  fondamentales  de  première  dimension.   » 

V7P-) 

Dans  son  premier  Mémoire,  t.  71  du  Journal  de  Borcliardt, 

M. Weyr  dit  :  que  deux  figures  se  correspondent  zwei  und  zsveiglied- 
rig,  lorsqu'à  im  élément  de  l'une  correspondent  deux  éléments  de 
l'autre,  et  réciproquement;  de  sorte  que,  si  a  et  ^  sont  les  para- 
mètres qui  définissent  deux  éléments  correspondants,  on  a,  entre 
ces  paramètres,  la  relation 

.r={Aï/+Bï  -i-  C)-H.r(\'ï'-^  B' ï -1- C  )  4- (  A"?= -f- B"Ç  +  C")=o, 

où  A,  B, . .  . ,  A', . .  .  sont  des  constantes. 

La  correspondance  liomographique  est  une  correspondance  réci- 
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proque  du  premier  degré  ;  la  correspondance  actuelle  est  une  cor- 
respondance réciproque  du  second  degré. 

Celle  Note  est  une  rectification  relative  à  une  proposition  énoncée 
dans  le  premier  Mémoire,  laquelle  proposition  se  trouve  mainte- 
nant démontrée  généralement,  et  même  étendue. 

Baltzer  (R-)-  —  Sur  i expression  du  volume  d'un  tétraèdre  à 
l  aide  des  coordonnées  des  sommets.  (2  p.) 

Schubert  (H.).  —  E.rtrail  d' une  Lettre  nu  rédacteur,  (r  p.) 
iNI.  Schubert  avait  publié,  dans  le  Journal  de  Borchaidt,  t.  71, 

un  Mémoire  sur  la  détermination  des  caractéristiques  des  surfaces  du 

second  ordre;  cette  cjueslion  avait  déjà  été  traitée  par  M.  Zeulhen. 

M.  Schubert  reconnaît,  dans  cette  Lettre,  les  droits  de  priorité  de 

M.  Zeuthen. 

RosANES.   —  Sur    les    substitutions   rationnelles    réciproques. 

(i4i'-) 

Lorsqu'on  considère  deux  figures  telles,  qu'à  un  point  de  l'une 
correspond  un  seul  point  de  l'autre  et  réciproquement,  on  a  ce  qu'on 
peut  appeler  la  transformation  rationnelle  réciproque  à  une  seule 
signification,  laquelle  établit  une  correspondance  simple  (univoque) 
entre  les  point*  des  deux  figures. 

La  transformation  rationnelle  réciproque  et  simple  sera  dite  du 
,^icmc  ordre,  lorsqu'à  une  droite  quelconque  de  l'une  des  figures 
correspond  toujours  dans  l'autre  une  courbe  du  n"""'^  ordre  bien  dé- 
terminée, et  réciproquement. 

Lorsqu'à  une  droite  correspond  une  droite,  on  a  la  transformation 
du  i'^''  ordre,  ou  la  transformation  liomo graphique  proprement 
dite. 

Lorsqu'à  une  droite  correspond  une  conique,  ou  a  la  transforma- 
tion du  2'  ordre,  ou  la  transformation  conique,  étudiée  par  Steiner, 
Rlagnus  [Journal  de  Crelle,  t.  8j ,  Schiaparelli  (Alémoires  de 
r  Académie  de  Turin,  t.  XXI,  1862),  etc. 

La  transformation  générale  du  zi"^""'  ordre,  pour  les  courbes 
planes,  a  été  abordée  par  !NL  Cremona  dans  deux  Mémoires  insérés 
dans  les  Mémoires  de  i  Académie  de  Bologne,  t.  Il,  i863;  t.  V, 
i8f)5  ;  puis  par  M.  de  Jonquières  [Nouvelles  Annales,  i864)- 

M.  Rosanes  aborde  par  l'analyse  cette  importante  question  des 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  aslrorl.,  t.  111.  (Aoilt  1872.)  l6 
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iransformations  rationnelles  réciproques  ;  il  établit  d'abord  des 
conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  la  transformation  soit 
déterminée,  rationnelle  et  réciproque,  et  signale  ensuite  les  pro- 
priétés des  points  fondamentaux  et  des  courbes  fondamentales.  Ces 
résultats  avaient  été  obtenus  par  M.  Cremona,  par  des  considéra- 
tions de  Géométrie  pure.  Mais  M.  Rosanes  ajoute  à  cela  une  propo- 
sition importante  et  remarquable  :  c'est  que  la  transformation  gé- 
nérale du  /i"^""^  ordre  peut  être  ramenée  à  un  certain  nombre  de 
transformations  coniques. 

Dans  le  iNIémoire  cité,  il  n'est  question  que  de  la  transformation 
des  courbes  planes. 

BoLTZMANN  (L.).  —  Sur  les  pressions  exercées  sur  des  an- 
neaux plongés  dans  un  liquide  en  mouvement  (  24  p.) 

Dans  ce  Mémoire,,  l'atitem-  reprend  l'étude  d'une  question  exa- 
minée par  M.  Kircbho/f,  dans  le  t.  LXXI  du  même  Recueil  (voir 
Bulletin,  t.  III,  p.  i4o),  en  la  généralisant  un  peu  et  en  considé- 
rant, au  lieu  d'anneaux  à  section  circulaire,  des  anneaux  de 
forme  quelconque.  Il  adresse  des  critiques  à  l'emploi  qu'ont  fait 
MM.  Thomson  et  Tait  du  principe  d'Hamilton  dans  les  problèmes 
d'Hydrodynamique,  et  pense  que  ces  auteurs  ne  sont  arrivés  à  des 
résultats  exacts  que  par  suite  de  compensations  d'erreurs. 

PocHHAMMER  (L.).  —  Sur  Ics  relations  entre  les  intégrales  liy- 
pergéoinétri(jues  du  n""'"  ordre.  [23  p.) 

HoppE  (R.  :. —  /  ihrationsd'  un  anneau  dans  son  plan.  (i3  p.) 

GuNDELFiNGER  (S.).  —  Remarques  relatives  au  Mémoire  de 
M.  Bischoff  sur  les  tangentes  d'une  courbe  algébrique,  inséré 
dans  le  Tonte  S6  de  ce  Journal.  (4  p.) 

L'auteur  ajoute  à  ses  remarques  l'équation  de  la  courbe  passant 
par  les  points  où  une  courbe  donnée  du  n""""  ordre  est  osculée  par 
un  réseau  du  «t'"™'^  ordre. 

Gi'KDELFiNdER  (S.).  —  Généralisation  de  certains  théorèmes  de 
M.  Aronhold.  (4  p.) 

Ces  généralisations  portent  sur  diverses  formules  établies  par 
M.  Aronhold,  dans  son  remarqualDlc  Mémoire  sur  la  théorie  des 
fonctions  homogènes  du  3"^  degré,  publié  dans  le  Journal  de  Bor- 
chardt.  Tome  5o. 
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Jacobi  (C.-G.-J.).  —  Théorèmes  de  Géométrie;  IVagnients 
extraits  de  ses  papiers,  par  O.  Hermès.  (28  p.  ;  ail.) 

Ces  fragments  de  Jacobi  ne  peuvent  être  parfaitement  compris 
(jiu'  si  l'on  se  reporte  à  une  Lettre  "de  JacoLi  puljliée  çn  i83i  dans 
le  Journal  de  Crelle,  et  en  1846  dans  celui  de  Liouville.  Dans 
celte  Lettre,  Jacobi  montre  comment  l'emploi  du  tliéorème  d'Ivorv, 
iclatif  aux  courbes  et  aux  surfaces  liomofocales,  permet  de  démon- 
trer les  propriétés  métriques  focales  des  sections  coniques  et  des 
surfaces  du  second  ordre. 

Le  premier  des  fragments  communiqué  par  M.  Hermès  con- 
tient, entre  autres  résultats,  la  démonstration  du  théorème  suivant. 
Les  deux  lignes  qu'on  mène  d'un  point  variable  d'une  ellipse  à 
deux  points  fixes,  pris  entre  les  deux  foyers,  peuvent  être  prises 
aussi  pour  les  côtés  d'un  triangle  variable  construit  sur  une  base 
(ixe  et  dont  le  sommet  décrit  une  ligne  droite. 

En  d'autres  termes,  si  ou  prend  l'équation  en  coordonnées  bipo- 
laires d'une  ligne  droite,  et  que,  conservant  la  même  équation,  on 
[nenne  deux  nouveaux  pôles,  cette  équation  représentera  une 
ellipse. 

Le  deuxième  fragment,  précédé  d'une  JNotice  explicative  par 
W.  Hermès,  se  rapporte  à  une  des  questions  les  plus  intéres- 
santes qu'on  puisse  se  proposer  sur  deux  triangles.  Jacobi  résout  la 
question  suivante  :  Placer  deux  triangles  donnés  de  manière  que 
leurs  sommets  soient  des  points  correspondants  sur  deux  coniques 
liomofocales. 

Il  fait  d'ailleurs  l'examen  irès-détaillé  de  cette  question,  et  en 
déduit  quelques  conséquences  très-intéressantes  pour  les  surfaces 
du  second  ordre. 

JoAcunisTHAL  (F.).  —  Note  sur  les  normales  a  une  surface  du 
second  ordre;  extrait  des  papiers  laissés  par  Joacbimsthal,  com- 
muniqué par  O.  Hermès. 

D'après  cette  Note,  la  normale  en  un  point  de  l'ellipsoide  est  la 
résultante  de  trois  forces  qui  se  construisent  pour  chaque  point  en 
vertu  du  mode  de  génération  de  l'ellipsoïde  indiqué  par  Jacobi. 

Hetimes  (O.;.  — Sur  le  mode  de  génération  des  surfaces  du 
second  ordre,  d' après  Jacobi.  (64  p.) 

36. 
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C'csl  le  développement  complet,  intéressant  et  détaillé,  des  Notes 
indiquées  plus  haut,  de  JacoLi. 

Seidel  (L.V —  Stw  la  rep?-ésentalion  de  l'arc  de  cercle,  du  lo- 
garithme et  de  l'intégrale  elli/Hiipie  de  première  espèce  par  des 
produits  infinis,  (ip  p.) 

Cayley  (A.).  — Note  sur  la  surface  du  4"  ordre  douée  de 
seize  points  singuliers  et  de  seize  plans  singuliers.  (2  p.;  franc.) 

La  forme  simple  donnée  par  M.  Cayley  à  l'équation  de  la  surface 
de  Kummer  met  en  évidence  les  seize  plans  singuliers  de  cette 
surface. 

Cantok  ((i). —  Note  sur  le  Mémoire  publié  au  tome  72  de  ce 
Journal,  et  intitulé  :  «  Preuve  de  la  j>ossibilité  de  représenter, 
pour  chaque  valeur  réelle  de  j?,  par  une  série  trigonométrique, 
une  fonction  donnée  f[x).,  et  cela  d' une  seule  manière.  »  (3  p.) 

Seidel  (L.).  —  Sur  une  forme  spéciale  de  fonctions  d' une  va- 
riable complexe,  et  sur  des  équations  transcendantes  qui  n'onl 
aucune  racine.   (8  p.;  ail.) 

Fucus  (L.).  —  Sur  la  forme  de  l'argument  de  la  fonction  5, 
et  sur  la  détermination  de  5^  (o,  o,  .  .  . ,  o)  en  fonction  des  mo- 
dules. (18  p.) 

FccHS  (L.).  — Sur  les  équations  différentielles  linéaires  que 
doivent  vérifier  les  modules  de  périodicité  des  intégrales  abé- 
liennes,  et  sur  les  diff'érentes  espèces  d'équations  différentielles 
pour  ^   0,0.1  ....  o).   (18  p.) 

PiiïM    (E.).  —  Sur'   l  intégration   de    l'équation    dijjérentielle 

à'u         à- u  ,    ^ 

j:^+77r:-o-(-l'-J 

PicQUET  (H.).  —  Solutious  de  quelques  problèmes  relatifs  aux 
siufaces  du  second  degré.  (6  p.;  franc.) 

L'auteur  traite  les  trois  questions  suivantes,  dont  on  a  d'ailleurs 
déjà  plusieurs  solutions  :  1°  Construction  de  la  surface  du  second' 
degré  déterminée  par  neuf  points;  2"  construction  par  points  delà 
courije  gauche  du  4'  degré  qui  passe  par  huit  points;  3"  construc- 
tion du  huitième  point  commun  à  toutes  les  surfaces  du  second 
degré  qui  passent  par  sept  points  donnés. 
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IIesse  (O.).  — Note  su/-    le  /lailiciue  point   d'intersection   de 
trois  surfaces  du  second  ordre  (  '  ).  (i  p.) 

Baltzer  (R).  —  Sur  iJiypolhi'se  de  la   théorie  des  parallèles. 

(2  p.) 

Stehn.  —  Remarques  sur  un  déleruiinant.  (7  p.) 
8i  (3  est  une  racine  72"^"^  de  l'uiiilé,  et  qu'on  désigne  par  P  le 
produit  des  facteurs  obtenus,    en  remplaçant,   dans   rexpression 
(7,  -I-  «„/j  +  r/3[i'-î-  .  .  .  4-(7„/5"~',  (3  successivement  par  les  «  racines 
de  l'unitt.',  on  a 

rti     «,      .    .      a„ 

V 


M.  Slern  signale  plusieurs  proj^riétés  de  ce   dctcrniinant  dans  le 
cas  où  n  est  un  nombre  premier. 


MONTHLY  NOTICES  of  the  Roy.vl  Astronomical  Society  ('). 

T.  XXXI,  novembre  1870  à  juin  1871. 

Procxor  (R.-A.).  —  Note  sur  la  lumière  zodiacale. 

Par  analogie  avec  la  théorie  des  météorites  qu'ont  établie  les  tra- 
vaux d'Adams,  de  Le  Verrier  et  de  Scbiaparelli,  l'auteur  considère 
la  lumière  zodiacale  comme  due  à  un  essaim  de  corps  tournant  au- 
tour du  Soleil.  La  discussion  des  observations  du  phénomène  le 
conduit  à  cette  conclusion,  que  ces  corps  parcourent  une  orbite 
d'une  excentricité  considérable,  et  dont  quelques-uns  des  points 
peuvent,  dans  des  circonstances  favorables,  être  très-voisins  du  So- 
leil. En  traversant  les  portions  extrêmes  de  l'atmosphère  solaire, 
ces  petits  astéroïdes  deviendraient  lumineux,  et  leur  ensemble  pro- 
duirait la  lumière  zodiacale. 


(')  Voir  BiiUetiii,  t.  I,  p.  iglj. 
(')  Voit  Uii/!,ti;>,  t.  II,  p.  1I9. 
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Les  ol)scrva lions  de  l'cclipsc  de  Soleil  du  mois  de  décembre  der- 
nier donnent  à  l'iiypotlièsc  de  M.  Proctor  un  certain  cachet  de 
vraiseml^lance. 

StrAkge  (A.).  —  Sur  un  secteur  zénitlinl  construit  pour  la 
Commission  de  Géodésie  de  l'Inde. 

Browzsikc  (  J.).  —  Sur  le  spectre  de  l'aurore  boréale. 

Westo>-  (C.-II.;.  —  Obseri'ations  sur  les  courants  de  la  Photo- 
splière  solaire. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  l'usage  d'un  écran  oculaire  pour  les 
rechei'ches  télescopiques  et  autres. 

L'anteur  recompiande  l'emploi  d'un  appareil  formé  par  une 
sorte  d'entonnoir  en  caoutcliouc,  cjui  recouvre  l'œil  avec  lequel  on 
observe  et  le  garantit  contre  la  lumière  extérieure;  quant  à  l'œil 
(|ui  n'est  point  en  observation,  on  placerait  devant  lui  lui  écran  de 
velours  noir. 

Proctor  (R.-A.).  —  Loi  suivant  laquelle  les  étoiles  visibles  à 
l' œil  nu  sont  distribuées  dans  le  ciel. 

Browkikg  (J-).  —  yi  propos  cV une  photographie  de  Jupiter. 

Ou  sait  depuis  longtemps  que  la  surface  de  Jupiter  est  le  siège  de 
grandes  agitations  :  les  variations  qui  en  résultent  dans  l'aspect  de 
cette  planète  ont  été  l'objet  d'un  grand  nombre  d'obse-rvations  suivies 
de  la  part  de  Huggins,  dcLassell,  d'Airy  et  de  W.  Keitli  iMurray. 

Il  serait  intéressant  de  vérifier  une  remarque  fort  ancienne  de 
Cassinî,  à  savoir  que,  sur  le  Soleil  et  sur  Jupiter,  les  maxima  do 
variations  ont  la  même  période. 

Gribb  (II.)-  —  Sur  un  spcctroscope  automatique  de  Huggins 
pour  les  observations  du  Soleil. 

Caïley .  —  Sw  la  construction  gra/diique  d  une  éclipse  solaire. 

Lv>>-  (W.-T.\  —  Sur  les  mouvements' piopres  de  quelques 
étoiles. 

Des  observations  faites  à  Grcenwicli,  l'auteur  conclut  pour  les 
mouvements  propres  annuels  de  A'  et  A"  Ophiuchus  et  de  3o  Scor- 
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pion  les  valeurs  suivantes  : 

iR  N.  D.  p. 

A'  Ophiuchus —   o ,  029        -t-  i ,  20 

A-  Ophiuchus —  o,o43         H-  i  ,o5 

3o  Scorpion —  0,042        -i-  1 ,  17 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  une  disposition  destinée  à  étendre  à 
une  seconde  batterie  de  prismes  le  pi'i/icipe  du  spectroscope  au- 
tomatique de  31.  Bro',vning. 

Rapport  sur  les  observations  de  l'éclipsé  totale  de  Soleil  du 
22  décembre  1 870,  faites  à  Cadix  par  V expédition  de  lord  Lind- 
saj. 

Outre  une  description  générale  du  j)liénomène,  ce  Rapport  con- 
tient le  résumé  des  observations  spectroscopiqucs  et  polarimé- 
triques. 

Abbay  (R.).  —  Sur  l'éclipsé  du  22  décembre  1870,  observée  à 
Xeres  [Espagne). 

Cette  Note  est  relative  à  une  observation  spectroscopique  du 
phénomène. 

Perry  (S.-J.).  —  Sur  l'éclipsé  du  22  décembre  1870,  observée 
à  San  Antonio . 

Ces  observations  ont  eu  pour  but  l'étude  de  la  couronne.  La  cou- 
ronne avait  approximativement  la  forme  d'un  quadrilatère  à  con- 
tours assez  mal  définis.  Sa  plus  grande  longueur  correspondait  aux 
deux  groupes  de  protubérances  roses ,  et  dans  le  quadrant  nord-est 
on  la  distinguait  encore  à  une  distance  du  Soleil  égale  aux  sept  liui- 
tièmes  du  diamètre  de  la  Lune. 

Son  commencement  et  sa  disparition  ne  paraissent  pas  corres- 
pondre au  commencement  et  à  la  fin  de  la  totalité  ;  ainsi,  pour  la 
disparition,  seule  observation  qui  fût  possible,  les  époques  respcîc- 
tives  ont  été 

h      m      „ 

Fin  delà  totalité 12.17.12 

Disparition  de  la  Couronne 1 2 . 1 7 .  52 

Quant  aux  observations  spectroscopiqucs  faites  en  vue  de  détermi- 
ner la  cause  et  la  nature  de  ce  curieux  phénomène,  elles  ont  été 
entièrement  négatives. 
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JoYNSON  (J.).  — Sur  l'éclipsé  du  22  décembre  1870. 
Prince  (C.-L.).  —  Sur  l'éclipsé  du  22  décembre  1870. 

Westojv  (C.-H.).  — Sur  l'éclipsé  du  ■^.i  décembre  1870. 

Le  disque  de  la  Lune  n'a  pas  paru  à  cet  observateur  uniforraé- 
menl  obscur,  mais  éclairé  à  une  certaine  distance  de  son  contour  en 
même  temps  que  l'arc  de  contact. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  la  théorie  donnée  par  Oudemans  des 
rayons  de  la  Couronne. 

Proctor  (R.-A.). —  Dénomination  de  la  matière  extérieure  au 
globe  du  Soleil. 

Herschel  (J.).  —  Sur  les  changements  de  couleur  de  la  bande 
équaloriale  de  Jupiter. 

Cet  astronome  rappelle  quelques-unes  de  ses  observations  favo- 
rables à  riiypotlièse  faite  par  M.  Brov^ning,  que  les  changements 
périodiques  de  ces  couleurs  sont  en  relation  avec  la  période  des 
taches  solaires. 

Résumé  des  observations  de  taches  solaires  faites  en  1870  au 
pholo-héliograf)he  de  l'Observatoire  de  /veu'. 

L'année  1870  a  été  caractérisée  par  l'extrême  énergie  de  l'activité 
solaire,  et  rien  de  comparable  n'a  été  vu  depuis  l'année  iSaj, 
époque  à  laquelle  ont  été  commencées  les  observations  systémati- 
ques. Outre  leiu"  grand  nombre,  les  groupes  de  taches  observées 
étaient  encore  remarquables  par  la  durée  vraiment  extraox'dinairc 
de  leur  persistance. 

Webb  (T.-W.'i.  —  Sur  une  nouvelle  étoile  variable  dans  la 
constellation  d'Orion. 

Rapport  présenté  par  le  Conseil d' admirnstration  de  la  Société 
Royale  ^stronomit/ue  à  la  première  réunion  générale  annuelle. 

Ce  Rapport  contient  l'exposé  des  travaux  faits  pendant  l'an- 
née 1870  parles  principaux  Observatoires  anglais,  et  le  résultat  des 
observations  faites  pai-  les  astronomes  anglais  pendant  l'éclipsé  du 
22  décembre  1870. 

Rayoonathachary  (C).  —  Sur  l éclipse  totale  du  1 1  décem- 
bre 1 87 1 . 

Cette  Note  donne  le  calcul  des  diliérentes  phases  de  l'éclipsc, 
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pour  les  diverses  stations  de  la  présideuce  de  3Iadras  où  l'éclipsé 
est  visible. 

Perry  (S.-J.;.  — Sur  l  éclipse  du  11  décembre  1870. 

Proctor  (R.-A.  .  —  Sur  la  couleur  de  la  Lune  pendant  la  der- 
nière éclipse  (32  décembre  1870). 

Pendant  la  dernière  éclipse,  le  disque  de  la  Lune  parut  vert  ;  un 
observateur  en  a  comparé  l'aspect  à  celui  du  velours  vert  foncé.  Ce 
phénomène  peut  s'expliquer  aisément  par  la  nature  de  la  lumière 
que  la  Terre  envoyait  alors  à  la  Lune.  Cette  couleur  dépend  en 
effet  de  la  proportion  dans  laquelle  se  trouveut  les  continents  et  les 
eaux  daus  la  partie  de  notre  globe  tournée  vers  la  Lune.  Les  pre- 
miers étant  dune  couleur  brune,  les  autres,  au  contraire,  d'un 
vert  bleu,  on  conçoit  que  leur  mélange  puisse  produire  un  vert 
foncé. 

11  résulte  de  là  cette  remarque  intéressante  que,  dans  des  points 
éloignés,  Vénus  ou  Mercure,  notre  planète  paraîtrait  généralement 
verte,  mais  quelquefois  brune  ou  couleiu"  de  peau  de  daim.  Ainsi 
la  rotation  de  la  Terre  pourrait  être  reconnue  sans  le  stcours  d'au- 
cune lunette  et  par  les  simples  variations  de  sa  coloration. 

Proctor  (R.-A.V  —  Sur  la  couronne  solaire. 

Adams  (W.-G.).  —  Rapport  sur  les  observations  de  l'éclipsé 
du  22  décembre  1870^  à  ^-Jugusta  [Sicile], 

Adams  (W.-G.).  —  Sur  le  degré  de  polarisation  de  la  lumière 
après  son  passage  à  travers  quatre  lames  parallèles. 

Soit  o  et  01,  les  aneles  d'incidence  et  de  réfraction  ,  — — —  la  pro- 
'       '  '^  n  —  P 

portion  de  lumière  polarisée  du  rayon  réfracté  ;  on  a 

p  4  L*in'(?  — ?•)  "^  sin={9-f-o,)         J 

Ra>yard  (A.-C.  .  —  Sur  la  lumière  zodiacale. 

L'auteur  conclut  de  ces  observations  polarimétriques  que  la 
lumière  zodiacale  provient  d'une  substance  qui  réfléchit  la  lumière 
du  Soleil. 

BiRT  (W.-R.\  —  Observation  de  la  lumière  zodiacale. 
Cette  iVote  contient  le  résumé  d'un  grand  nombre  d'observations 
faites  de  janvier  à  avril  i8j6,  à  l'Observatoire  de  Kew. 
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Sur  l'orbite  des  étoiles  doubles  ^  Hercule  et  ^  Cancer,  par 
M.  E.  Plummor,  à  l'Observatoire  de  M.  Bisliop  à  Turckenliam. 

Proctor  (R.-A.).  — Sur  le  peu  de  proj'ondcur  de  l'atmosphère 
réelle  du  Soleil. 

Par  l'atmosphère  réelle  du  Soleil,  l'auteur  entend  cette  partie  de 
l'enveloppe  de  cet  astre  qui  produit  les  raies  noires  du  spectre  solaire. 

Savitsch  (A.).  —  Sur  les  va/'iations  de  l'intensité  de  la  pesan- 
teur dans  les  proi^inces  occidentales  de  la  Russie. 

Un  grand  arc  du  méridien  ayant  été  mesuré  en  Russie  avec  toute 
la  précision  que  comporLcnt  les  méthodes  nouvelles  d'observation, 
il  était  intéressant  d'examiner  les  variations  qu'éprouve  l'intensité 
de  la  pesanteur  dans  les  régions  traversées  par  cet  arc,  et  de  compa- 
rer leur  marche  à  celle  des  variations  de  la  direction  de  la  pesanteur 
démontrées  par  les  observations  astronomiques  et  géodésic[ues  faites 
en  différentes  stations.  Dans  ce  but,  l'Académie  des  Sciences  de 
Saint-Pétersbourg  a  décidé  l'établissement  d'une  série  très-étendue 
d'observations  du  pendule  dans  un  certain  nombre  de  stations  dis- 
tribuées entre  ïorneâ  en  Finlande  et  Ismail  en  Moldavie. 

Ces  observations  furent  faites  avec  des  pendules  réversibles  con- 
struits par  Repsold,  de  Hambourg,  et  la  durée  de  l'oscillation 
obtenue  pour  les  méthodes  des  coïncidences.  Pour  relier  les  résul- 
tats de  cette  opération  importante  avec  ceux  qui  ont  été  obtenus  au- 
trefois jjar  le  capitaine  Kater,  le  général  Sabine  et  Biot,  M.  le  comle 
Lûtkc  a  observé  im  même  pendule  à  Saint-Pétersbourg  et  à  Grecn- 
wich. 

La  conclusion  du  travail  de  M.  Savitsch  est  que,  dans  les  plaines 
de  la  Russie  occidentale,  l'intensité  de  la  pesanteur  n'est  pas  sou- 
mise à  des  anomalies  qui  changent  d'ime  statiou  à  l'autre. 

R.iKYAUD  (A.-C).  — Sur  les  changements  physi<iues  observes 
sur  Jupiter. 

Abott  (F.).  —  Observations  nouvelles  de  l'étoile  variable  n 
yirgus  et  de  la  nébuleuse  (jui  l  environne  (Observatoire  de  Hobart- 
Town.). 

Herschel  (J-).  —  Sur  la  nébuleuse  de  n  yïrgus. 

Proctor  (R.-A.).  —  Sur  un  projet  d'étude  systématique  de  lu 
profondeur  du  Ciel. 
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Herschel  (J.\  —  Sur  un  mécanisme penneltant  de  mesurer  au- 
tomatiquement le  tetnps  dans  l' ohserK'ation  des  passages. 

L'idée  que  M.  Herschel  a  dierclié  à  réaliser  est  la  suivante  : 
obliger,  par  un  mécanisme,  un  fil  à  suivre  l'étoile  et  à  produire  un 
courant  galvanique  à  un  des  endroits  déterminés  du  champ.  Ceci  im- 
plique la  nécessité  de  placer  le  fll  en  avant  de  l'étoile,  et  de  donner 
au  chariot  qui  le  porte  un  mouvement  identique  à  celui  de  l'étoile. 
Un  pareil  problème  comporte  des  ditlicultés  pratiques  cpii  ne  parais- 
sent pas  avoir  été  résolues  par  l'inventeur  d'une  façon  satisfaisante. 

Lassell  (  W.).  —  Sur  le  prétendu  changement  remarquable  de 
la  grande  nébuleuse  voisine  de  r,  Argus. 

La  conclusion  de  l'auteur  est  que  rien  ne  prouve  jusqu'à  présent 
qu'un  tel  changement  se  soit  produit. 

jNewcomb  (S.).  —  Théorie  des  perturbations  de  la  Lune  qui 
sont  dues  à  l'action  des  planètes. 

L'auteur  pose  ce  problème  comme  il  suit  :  «  Supposant  connue 
la  solution  du  p/'oblème  des  trois  corps,  trouver,  par  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires  et  en  se  servant  des 
formules  générales  de  Lagrange,  les  perturbations  que  produit 
un  quatrième  corps.  » 

On  trouvera  l'exposé  complet  de  cette  méthode  aux  Comptes 
rendus  de  l'Académie  des  Sciences  du  3  avril  1871. 


MÉLANGES. 

SUR  USE  HÉinODE  NOIVELLE  POIR  LÉTIDE  DES  COIRBES  TRACÉES 
SIR  LES  SlIIFACES  ALGÉDRiniES  (■); 

Par  M.  G.  DARBOUX. 

Le  premier  travail  de  M.  Cremona  est  intitulé  :  Sulle  trasforma- 
zioni  geometriche  délie  figure  piane  (tomo  II,  série  2^,  délie  Me- 
morie  deW  Accademia  délie  Scienze  dell'  Istituto  di  Bologna)., 
et  porte  la  date  de  i863.  L'auteur  fait  remarquer  d'abord  l'erreur 

(')  Voir  Bulletin,  t.  III,  p.  221. 
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de  Magnus ,  qui  considérait  sa  transformation  comme  la  plus  géné- 
rale de  celles  qui  font  correspondre  un  point  à  un  point.  Le  raison- 
nement de  l'auteur  est  bien  simple  :  on  sait  que  la  transformation 
de  MagTius  fait  correspondre  à  une  droite  du  plan  une  conique  pas- 
sant par  trois  points  fixes.  D'après  cela,  si  l'on  applique  plusieurs 
fois  la  transformation  de  Magnus,  en  changeant  à  chaque  fois  les 
trois  points  fixes  ou  pôles,  on  aura  une  suite  de  transformations 
qu'on  pourra  coaiposer  en  une  seule,  dans  laquelle  à  une  droite 
correspondra  une  courbe  d'ordre  aussi  élevé  qu'on  le  voudi-a. 
Comme  ce  point  est  très-important,  nous  allons  y  insister  et  donner 
un  exemple  simple. 

Etant  donnée  une  figure  A,  soumettons-la  à  une  transformation 
par  rayons  vccteiu-s  réciproques  qui  donne  une  figure  B;  transfor- 
mons celle-ci  par  1  homographie  en  C,  et  enfin  soumettons  C  à  une 
nouvelle  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques,  qui  donne 
D.  On  voit  qu'à  un  point  de  A  ne  correspond  qu'un  seul  point  de  D,  et 
réciproquement.  D'ailleurs,  à  une  droite  quelconque  de  A  corres- 
pond dans  B  un  cercle,  qui  se  transforme  en  conique  dans  la 
figure  C,  et  cette  conique,  soumise  à  la  seconde  transformation  par 
rayons  vccteiu-s  réciproques  de\ieut,  dans  la  figure  D,  une  coîurbe 
du  4"  ordre  à  trois  points  doubles.  Ainsi,  aux  droites  de  A,  corrcs- 
pouJcut,  dans  la  figure  D,  des  coui-bes  du  4'  ordre  à  trois  points 
doubles. 

Supprimons  maintenant  tout  TapparL-il  intermédiaire,  et  nous 
pourrons  arriver  d'une  manière  directe  à  la  notion  de  notre  trans- 
formation. Considérons  trois  courbes  du  4"  ordre  ayant  trois  points 
doubles  fixes  ^,,  rt,,  ^3,  et  passant  en  outre  par  trois  points  sim- 
ples è,  il,  bi.  Ces  courbes,  on  s'en  assure  aisémeut, peuvent  encore 
être  assujetties  à  deux  conditions,  comme  celles  de  passer  par  deux 
points,  et  leur  équation  est  de  la  forme 

)..U-^  a.V-^y.^V  =  o, 

U,  V,  W  étant  trois  polynômes  convenablement  choisis  et  n'ayant 
entre  eux  aucune  relation  linéaire  identique.  Alors  les  formules 

pX  =  V,[x,r,  z), 
p\  =^\{x,y,z]. 
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où  X,  Y,  Z,  X,  Y,  z  sont  les  coordonnées  liomogcncs  de  deux 
points  correspondants,  définirsent  une  transformation.  Cette  trans- 
formation est  rationnelle,  car  :  i°  à  un  point  xyz  ne  correspond,  en 
général,  qu'un  point  XYZ^  i°  réciproquement,  à  un  point  XYZ 
ne  correspond  qu'un  point  xyz. 
A  une  droite  de  la  figure  (  X  ) , 

flX  +  6Y-+-cZr=o, 

correspondent  les  courbes  du  4"  ordre 

«U  +  6V  -I-  cW  =  o 
de  la  flgurc  (x). 

A  une  deuxième  droite  correspondra  une  deuxième  courbe  du 
4*^  ordre.  Au  point  d'intersection  des  deux  droites  de  (X)  corres- 
pondront les  points  d'intersection  des  deux  courbes  du  4'^  ordre.  Or 
ces  courbes  ont  trois  points  doubles  communs  qui  valent  douze 
jioints  simples,  et  trois  points  simples  ;  elles  ont  donc  en  tout 
(piinze  points  communs  qui  sont  fixes,  et  un  point  variable,  qui  est 
riiomologuc  du  point  de  rencontre  des  deux  droites  de  X.  Donc  à 
un  point  de  cliaque  figure  ne  correspond  cju'un  point  de  l'autre,  et 
à  des  droites  correspondent  des  courbes  du  4*^  ordre. 

L'auteur,  après  avoir  ainsi  établi  l'existence  d'un  nombre  illi- 
mité de  transformations  rationnelles  réciproques,  se  propose  de  les 
étudier  et  de  les  déterminer  toutes. 

Quels  sont  les  caractères  d'une  transformation  rationnelle,  et 
comment  les  détermine-t-on?  Toute  la  question  se  ramène  évidem- 
ment à  trouver  un  réseau  géométrique  formé  de  courbes  d'ordre /?, 

rtU  +  6VH-cW=o, 

et  tel  que  deux  courbes  quelconques  du  réseau  se  coupent  en  des 
points  fixes  et  en  un  seul  point  variable;  car,  si  l'on  fait  corres- 
pondre à  chaque  courbe  de  ce  réseau  la  droite 

«X  -\-  hX  -+-  cZ  =  o, 

il  est  clair  qu'à  toutes  les  droites  passant  par  un  point  et  formant 
un  faisceau  correspondront,  dans  l'autre  figure,  les  courbes  d'un 
faisceaUj  déterminant  par  leur  intersection  le  point  qui  correspond 
à  l'intersection  de  toutes  les  droites  du  faisceau. 
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T-       1.          !•      1                    1  -          •    .              n  (  n  ~-3]  ... 

une  hsne  u  ordre  n  est  determiuoe  par    conditions  : 

o  "^  2  ' 

par  suite,  les  courbes  de  l'une  des  figures,  qui  correspondent  aux 

,     .        1    ]•      ,  ,  .      .       ,n'n-^?,)  (n  —  i](n-\-4.\ 

droites  de  1  autre,  seront  assuiettics  a i  = ^ 

•'  2  2 

conditions  communes. 

Deux  droites  ont  un  seul  point  commun  a  :  les  deux  courbes 
correspondantes  devront  avoir  en  dehors  des  points  fixes  un  seul 
point  commun,  le  point  fl',  correspondant  au  point  d'intersection 
des  droites.  Soit  Xr  le  nombre  des  points  multiples  d'ordre  /■  com- 
muns aux  deux  courbes  ;  on  devra  avoir 

(i)  j:, -^4^:-^  0^3^  .  .  .  -^  {h—  i)"x„_,  =  II-—  i, 

équation  cjui  exprime  que  deux  courbes  se  coupent  en  un  seul  point, 
en  dehors  des  points  fixes.  Ces  points  fixes  doivent  valoir  le  nom- 
bre de  conditions  indiqué  plus  haut.  On  a  donc 

,,,,.,                     ,    nln  —  i]                 („._  ,)(,i_|_4) 
(2)     jr,  -t-  i .r, -f-  0X3  -.-  ...  H j"„_,  = :^. 

Telles  sont  les  seules  équations  de  condition  du  problème. 

M.  Cremoiia  a  complété  ses  résultats  et  donné  de  nombreux 
exemples  dans  un  second  Mémoire  publié  en  i865  dans  le  même 
Recueil. 

L'auteur,  après  avoir  signalé  l'étude  d'une  transformation  parti- 
culière faite  par  ÎNI.  de  Jonquières  {Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
inatif/iies,  1864),  et  rappelé  les  deux  équations  données  plus  haut, 
se  propose  d'en  déterminer  un  grand  nombre  de  solutions  et  d'étu- 
dier aussi  une  question  intéressante. 

On  sait  que,  à  tout  réseau  formé  avec  trois  courbes 

«U  +  6V  -(-  tW  =  o, 

correspond  une  courbe  remarquable  c]u'on  appelle  la  jacobienne 
du  réseau,  et  tpi'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  déterminant  fonc- 
tionnel de  U,  V.  W. 

^        dx  (Jy    ôz 
Dans  la  question  actuelle,  a.  toutes  les  droites  d'une  des  figures 
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correspondent  dans  l'autre  les  courbes  d'un  réseau,  et  l'auteur  dé- 
montre que  la  jacobienne  de  ce  réseau  se  décompose  en  plusieurs 
courbes  simples  -,  mais  ici  il  y  a  plusieurs  propositions  importantes 
à  signaler. 

D'abord  il  y  a  des  points  dans  cbaque  figure  qu'on  appelle  points 
principaux,  et  qui  ont  des  propriétés  spéciales.  A  ces  points  cor- 
respondent, non  pas  un  point  unique ,  mais  tous  les  points  d'une 
courbe.  Par  exemple,  si  les  courbes  qui  correspondent  aux  droites 
de  la  première  figure  ont  un  point  simple  en  commun ,  à  ce  point 
simple  correspondront  tous  les  points  d'une  droite  dans  la  pre- 
mière figure.  C'est  ainsi  que,  dans  la  transformation  par  rayons  vec- 
teurs réciproques,  au  pôle  correspondent  tous  les  points  de  la  droite 
de  l'infini.  En  général  à  un  point  double  correspondent  tous  les 
points  d'une  conique  ;  à  un  point  triple,  tous  ceux  d'une  cubique, 
etc.  Ces  points  P,  P',.--î  communs  à  toutes  les  courbes  du  réseau, 
s'appellent  points  principaux,  et  les  courbes  qui  leur  correspon- 
dent courbes  principales.  Il  y  a  des  points  principaux,  des  courbes 
principales  dans  chaque  figure  ;  les  courbes  principales  de  l'une  des 
figiu-es  sont  formées  de  tous  les  points  correspondant  à  un  même 
point  principal  de  l'autre. 

Ainsi,  en  résumé,  étant  données  deux  figures  A,  B,  dans  la  pre- 
mière on  aura  un  réseau  de  courbes  (A)  passant  par  x^  points  sim- 
ples, Xi  points  doubles, . . .,  J'r  points  d'ordre  r,  qui  correspondront 
aux  droites  de  B.  Les  Xi-\~  x,-\-  .  .  .-^-x^  points,  base  commune  des 
courbes -(A},  sont  les  points  principaux  de  la  première  figure.  A 
chacun  d'eux  correspondent  dans  la  deuxième  figure  des  courbes 
principales,  Xi  droites,  x,  coniques,  etc.  De  même,  aux  droites  de 
A  correspondent  dans  B  des  courbes  (B)  passant  par  j',  points  sim- 
ples ,  j'a  points  doidîles,  etc.  Les  points  iv  principaux  dans  la 
figure  B  ont  pour  correspondantes  les  courbes  principales  de  la 
figure  (A),  et  ils  donnent  une  nouvelle  solution  (  r,,  t.,  .  .  . .  Vr^  du 
système  des  équations  (i)  et  (a). 

M.  Cremona  démontre  :  i"  que  les  courbes  (A),  (B)  sont  ration- 
nelles ou  unicursales  ;  2°  cpie  la  jacobienne  de  chacun  des  deux  ré- 
seaux se  compose  des  courbes  principales  de  sa  figure.  Ce  dernier 
théorème  avait  été  déj<à  énoncé,  comme  M.  Cremona  le  fait  remar- 
quer, par  M.  Hirst  (voir  Tlie  Reader  .^  1"  octobre  1864.)  Les 
deux   solutions  (x,,  . . . ,  j-^),  (j^,, .  .  . ,  ) v)   sont   appelées   conju- 
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guées.  L'auteur  donne  toutes  les  transformations  d'un  ordre  égal 
ou  inférieur  à  lo.  Il  étudie  plusieurs  propriétés  très-intéressantes 
des  points  principaux  et  des  courbes  principales.  Ces  propriétés  ont 
fait,  depuis  les  travaux  de  M.  Crcniona,  l'objeL  de  bien  des  recher- 
ches élégantes.  G.  D. 
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HEGER  (D"'  R.),  Oberlelirer  ain  Kreuzgyinuasiuui  zu  Dresden.  — 

ElEMEKTE  DER    AKALYTISCHEJf  GeOMETKIE    IN    HOMOGEXEN   CoORDI- 

M.VTEN.   Braunscllweig,  Fr.   Vicwcg   uiid    Sohn,    1872   ('). 

Les  coordonnées  liomogènos  jouent,  comme  on  sait,  un  rôle  im- 
portant dans  les  reclierclies  scientifiques.  Elles  nous  ont  donné  la 
clef  de  bien  des  difficultés;  grâce  à  elles,  le  théorème  de  Bézout  sur 
l'élimination  est  devenu  une  vérité  mathématique,  et  n'a  présenté 
d'autre  difficulté  que  la  recherche  du  degré  de  multiplicité  des  solu- 
tions. Introduites  eu  Géométrie  analytique  par  Mobius,  Plûcker, 
Hesse,  Caylej,  Salmon,  etc.,  elles  ont  été  aussi  employées  par 
MM.  Aronhold.  Clcbsch  et  Gordau,  dans  la  théorie  des  fonctions 
abélienncs  et  des  dilléreutielles  algébriques.  Sans  rendre  inutiles  les 
théories  de  l'homographie  et  de  la  corrélation,  elles  permettent  de 
considérer  à  volonté,  dans  une  seule  équation  interprétée  d'une 
manière  différente,  toute  une  série  de  figures,  homographiques  ou 
corrélatives  de  l'une  d'elles  :  il  suffit  pour  cela  de  changer  le  triaugle, 
les  paramètres  de  référence,  et  de  j)asscr  des  coordonnées  ponctuelles 
aux  coordonnées  tangentielles. 

On  a  déjà  bien  des  Traités  contenant  des  expositions  satisfaisantes 
des  coordonnées  homogènes  :  les  Ouvrages  de  MÎM.  Salmon,  Fiedler, 
Briot,  Priée,  Painvin,  contiennent  le  développement  des  formules 
les  plus  essentielles  de  cette  importante  théorie;  cependant  la  con- 
naissance des  nouvelles  coordonnées  n'est  pas  aussi  répandue  qu'on 
pourrait  le  désirer. 

M.  Heger  a  donc  fait  une  chose  utile  en  réunissant  et  en  exposant 
d'une  manière  simple  les  propriétés  les  plus  essentielles  des  coor- 
données trilinéaires,  tangentielles,  du  faisceau  harmouique,  du  qua- 
drilatère complet,  de  la  collinéatiou  dans  le  plan  et  dans  l'espace. 
Nous  avons  remarqué  bien  des  chapitres  où  l'exposition  est  claire  et 
satisfaisante  ;  l'étude  des  deux  systèmes  de  coordonnées  ponctuelles 


(')  Heger  (D''  R.},  Professeur  au  Gymnase  de  la  Crois,  à  Dresde  :  Éléments  de  Géo- 
métrie analytique  en  coordonnées  homogènes  ;  in-S",  2G6  p.,  avec  figures  dans  le  teste. 
Prix  :  C  l'r.  75. 

hull.  des  Sciences  matiu-m.  et  (i!tro:i.,  t.  !ll.  (Septembre  1872.)  I  7 
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et  tangeiillclles  est  laite  d'une  maiiièro  simultanée  (')  ;  ccpcuJani 
nous  devons  reprocher  à  l'auteur  de  ne  pas  avoir  donné  la  définition 
des  coordonnées  homogènes  avec  le  degré  de  généralité  qu'elle  com- 
porte, de  bannir  les  imaginaires  de  la  Géométrie,  et  de  croire  que. 
par  l'intersection  de  deux  coniques  dont  l'équation  est  à  coeflicients 
réels,  on  ne  peut  pas  toujours  faire  passer  un  couple  de  droites 
réelles. 


REVUE  DES   PUBLICATIONS   PÉRIODIQUES. 

JOURNAL  FUR  niE  rei^e  ind  angewandte  Mathematik;  lierausge- 
gcben  von  C.-VV.  Borchatidt. 

T.  7i,  187. 

Reye  (Th.)  . —  Systèmes  foiichiitienlnux  d'Iminoi^iaiihie  cl  leurs 
produits.  (i3  p.) 

L'Auteur  distingue  quatre  cas  d'homographie  [Collinediitut) 
entre  deux  espaces  S,  et  S,  :  1°  Z,  et  Sj  sont  homologues  [peispec- 
tii'isch);  2"  les  rayons  correspondants  communs  forment  un  sys- 
tème de  rayons  de  i^''  ordre  et  de  i"'" classe;  3°  les  plans  correspon- 
dants forment  un  faisceau  de  plans  passant  par  une  droite,  tandis 
que  les  points  correspondants  communs  forment  une  série  de  points 
situés  dans  une  droite  54°  ils  ont  en  commun,  tout  au  plus,  les  faces, 
les  arêtes  et  les  sommets  d'un  tétraèdre.  Pour  tous  ces  cas,  1  auteur 
démontre  successivement  le  théorème  suivant  : 

Etant  donnés  deux  espaces  Iio/iiograplti/jucs  -,  et  Z,,  /'/  est  pos- 
sible de  construire,  d  une  infinité  de  manières  dif/é/e/ites,  un  troi- 
sième espace  E3  tel  ipie,  si  l'on  prend  trois  plans  tfuelconi/ucs  cor- 
respondants des  trois  espaces,  chacun  de  ces  plans  passe  par  tous 
les  points  communs  aux  deux  autres  plans.  De  plus,  faisant  passer 


(')  Nous  croyons  que  les  premiers  Ouvr-njes  didactiques  dans  lesquels  ce  dévelop- 
pement parallèle  des  propriétés  de  l'étendue  a  été  employé  pour  la  première  fois  sont 
la  Géométrie  supérieure  et  les  Sections  coniques  de  M.  Chasles.  Depuis,  M.  Hesse,  dans 
ses  yorîesungcn  ans  der  analytischea  Géométrie  des  Rctume^,  et  I\I.  Painvin,  dans  ses 
Principes  di!  la  Géo:nétrie  anahti'/ue,  dont  nous  parlerons  bientôt,  ont  sni\i  !a  même 
marche. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  aSç) 

un  plan  arbitiaire  «3  de  Ss  par  l  intersection  de  deux  plans  cor- 
respondants a,  et  «2  de  Zj  et  Sa,  l'affinité  se  trouve  complètement 
définie.  A  tout  couple  de  plans  |3,,  (îj  de  2,,  Sj  i7  ne  correspondra 
plus  qu'un  seul  plan  de  S3.  Lorsqu  on  fait  tourner  «3  autour 
de  la  droite  «1  «j,  /e  /^/a«  [33  tournera  autour  de  (3,  (3,,  et  décrira 
un  faisceau  de  plans  homographique. 

Webeu  (H.  )  (de  Zurich).  —  Sur  les  sommes  multiples  de  Gauss. 

(44  p.) 

Weber  (  H.)  (de  Zurich) .  —  Sur  les  formes  en  nombre  infini  des 
fonctions  5.  (3o  p.) 

Les  sommes  de  la  forme  \  e  "  ,  où  c  et  tz  sont  entiers  et  *  par- 
court un  système  complet  de  résidus  suivant  le  module  tz,  se  pré- 
sentèrent pour  la  première  fois  au  génie  de  Gauss,  lorscju'il  s'occupa 
de  la  division  du  cercle  [Disq.  arithm.,  art.  356),  et  il  les  soumit  à 
des  recherches  subtiles  dans  son  Mémoire  Summativo  serierum 
quarumdam  singulariam,  1808.  Dirichlet  rattacha  plus  tard  la 
théorie  de  ces  sommes  à  celle  des  séries  de  Fourier.  (Dirichlet,  Vor- 
lesungen  iiber  Zahlentlieorie,  lierausgegebenvon  Dedekind.)isi- 
cobi  en  signala  le  premier  (  '  )  l'importance  pour  la  détermination  de 
la  constante  dans  la  théorie  des  formes  en  nombre  infini  de  la 
fonction  elliptique  5-,  détermination  exécutée  avec  un  si  beau  succès 
par  M.  Hermite  [^Journal  de  Lious'ille,  i858). 

Cherchant  à  étendre  les  recherches  à  la  théorie  des  fonctions  ^  de 
plusieurs  variables,  l'auteur  des  deux  jMémoires  cités  fut  porté  à 
généraliser  d'abord  les  sommes  de  Gauss.  Il  considère  des  sommes 
multiples  de  cette  forme 

,.)  2:  "   • 

où 

23  Ci:,,  Si,  s,.-^Ci,s]  -+-  1  Cn  S,S--r  .  .  .+  Cp„  si, 

c,  n  étant  entiers;  .îj,  s,,.  . .,  s^,  parcourant  séparément  un  système 
complet  de  résidus  suivant  le  module  «. 

(,"  )  Journal  de  Crclle,  t.  36,  trad.  Journal  de  Liom'ille,  t.  XIV. 
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En  posant  alors 


f[S,,Sj,....Sj,] 


^  _^  s.  (5,7';''+ 5,yW-r . . .  -+-i>y^'"j     42(«,yi''  -^-«>y-''-J- . . .  +  wJC,') 


Sp(s,yl'^^s,/;^~...  +  s,yW) 


l'évaluation  de  la  somme  multiple  f  i  ,  se  réduit  à  la  déteriiiinatiou 
de 


l'-""- 


somme  que  l'Auteur  désigne  au  besoin  par 

■  yf'>     yt'l     ...     y(''' 


t  y'')     y'''      ...     yf) 
?'     '         '  '     J(n„«„....  H^)  =  9;y;(n,,  «,,...,  n^)=ro;y;(rtj. 

f  yC)     y!')      ...      y» 

L'auteur  réussit  à  montrer  de  quelle  manière  on  parvient  à  dé- 
terminer, dans  chaque  cas  proposé,  la  valeur  de  la  somme  oj  y|  ;'«  . 
Pour  cela,  il  faut  mettre  à  exécution  un  certain  nombre  d'opérations 
qui  ne  dépasse  pas,  pour  chaque  puissance  d'un  nom^bre  premier  /> 
contenu  dans  «1,  «2,. . .,  tz^,  la  valeur  de  ce  nombre  premier  p. 

L'expression  définitive  de  ro  se  compose  de  puissances  entières 
de  i  et  de  1  -;-  j(i  =  y'  —  i  ),  et  de  racines  carrées  de  nombres  en- 
tiers. On  ne  peut  pas  s'étonner  que  l'auteur  ait  été  obligé  de  dis- 
tinguer un  grand  nombre  de  cas  spéciaux  :  on  sait  que  les  sommes 
de  Gauss  demandent  déjà  cette  distinction;  ou  peut  plutôt  s'éton- 
ner que  le  résultat  se  prête  quelquefois  à  une  simplicité  et  une  élé- 
gance inattendues. 

Renvoyant  pour  plus  de  détail  le  lecteur  au  ^Mémoire,  nous  nous 
bornerons  à  citer  les  titres  des  différents  paragraphes,  qui  donne- 
ront une  idée  de  la  méthode  employée  par  l'auteur. 

§  L   Théorèmes  généraux  sur  la  fonction  ^. 

§11.  Réduction  de  la  détermination  de  ç!y','0  ^ti  cas  où  les 
nombres  n  sont  des  puissances  d'un  môme  nombre  premier. 

§111.  Détermination  de  '.^|y  j  (c/,  y,.  .  ..  (7),  ç  étant  un  nombre 
premier  impair. 
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§  IV.  Détermination  de  '^\y\[(|)^  D  (déterminant  des  7)  étant 
divisible  par  y. 

^'  V.  Détermination  de  cj,  jy  j  (/^i,  n,_..  .  .,  /?,,),  h,,  «,,.  •  -,  «^  ♦^'^'i'- 
des  puissances,  à  exposants  différents,  d'un  même  nombre  premier. 

S  VI.  Détermination  de  9}-/ |  >?.«,...,«  ),  n  étant  un  nombre 
impair,  D  premier  avec  n. 

§  VII.  Détermination  de  (35J7J  (c/'',  </'=,.  .  .,  </'''],  D  étant  divisible 
par  <i . 

^  VIII.  Détermination  de  ifjyj  l'a'", •  a'î. .. .,  2'''). 

§  IX.  Procédé  récurrent  pour  déterminer  ojyjja'",  a'»,...,  a'**) 
d'une  manière  générale. 

§  X.  Recherches  sur  une  classe  plus  générale  de  sommes. 

Ce  dernier  paragraphe  du  premier  Mémoire  est  consacré  à  l'étude 
de  sommes  telles  que 


dont  M.  Le  Besgue  a  considéré  un  cas  spécial  dans  son  Mémoire  : 

«  Sur  le  symbole  (  t  )  et  quelques-unes  de  ses  applications  »   Joitr- 

11  al  de  Liomille,  t.  XII V 

L'application    des  sommes   considérées   se    fait  dans    le   second 
Mémoire.  L'auteur  définit  la  fonction  5  par  cette  somme 


S. 


.£i,.v.(vh)(v;.>)"^.(V:.,)(-.*:-.-) 


11  introduit  une  autre  fonction  H  par  l'équation 


./;>•• 


ou 


II((i'„  (t-:.. .  .,  ((>)  =  e-  •■■■    ''■.9-(ii',,  «■, ,ii>;6), 

/(  IV,,   W,,      .  .  ,   IV^  }  —  2;2  Ck\  Wk  H\. 


Il  faut  résoudre  le  problème  de  trouver  une  substitution  linéaire 
pour  les  variables  iv;,,  telle  qu'à  l'aide  d'un  choix  convenable  des 
coefficients  Ck\  la  fonction  II  se  transforme  en  une  fonction  B.  Cette 
transformation  s'elîèctue  alors  comme  pour  la  fonction  elliptique  5 
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et  mène  à  une  équation  H  =  F5,  où  F  est  la  constante  qu'il  faut  dé- 
terminer. En  employant  une  intégrale  définie,  l'Auteur  réduit,  par 
une  intégration  multiple  de  cette  équation,  la  détermination  propo- 
sée aune  autre,  de  sommes  multiples  de  Gauss  ;  enfin  il  montre  l'ap- 
plication de  sa  méthode  au  cas  de  deux  variables.  Les  transformations 
employées  par  lui  se  fondent  sur  certains  systèmes  de  nombres  en- 
tiers, considérés  déjà  par  MM.  Kronecker,  Clebsch  et  Gordan.  Un 
dernier  paragraphe  de  l'intéressant  Mémoire  est  consacré  à  deux 
théorèmes  relatifs  à  ces  systèmes  de  nomljrcs. 

GuNDELFiNGER  (S.).  —  Suf  les  fovines  binaires.  (5  p.) 
Tous  les  covariants  et  invariants  du  système  simultané  de  deux 
formes  y  et  ip  des  degrés  n  et  m  (m^n)  peuvent  être  représentés, 
après  avoir  été  multipliés  par  des  puissances  convenables  de  f,  en 
fonctions  entières  et  rationnelles  de  /n  -+-  /«  formes 

/.  'h>  +— .  '^(j) ,    7...  ■/.• y. i~^)  '    (/. ?).  (/.  9)'.-. (/.  ?)'"• 

Pasch    (M.).  —    Sur  une  propriété  des  courbes   réciprot/ues. 

(6  p.) 

Interprétation  géométrique  d'un  facteur  qui  se  présente  dans  le 
résultat  d'une  certaine  méthode  d'élimination  pour  les  courbes  réci- 
proques. 

Hesse  (O.).  —  Sur  le  problème  des  trois  corps.  (19  p.) 
En  bornant  le  problème  de  deux  corps  à  la  recherche  de  la  dis- 
tance des  deux  corps,  le  célèbre  géomètre  a  réussi  à  trouver  pour 
ce  problème  l'une  des  deux  intégrales  inconnues  jusqu'alors  (Hesse, 
Rawn géométrie,  2.  Aufi.,  Leipzig,  1869).  Partant  de  ces  considé- 
rations, il  pose  dans  le  présent  Mémoire  ce  problème  : 

Déduire,  des  éfjuations  différentielles  du  problème  des  trois 
corps  et  de  leurs  intégrales  connues,  d'autres  éijuations  différen- 
tielles formées  d'une  matiière  symétrique.,  et  dont  chacune  con- 
duise à  une  intégrale  inconnue  jusqu  à  présent. 

L'auteur  résume  ses  recherches  à  la  lin  du  Mémoire  dans  ce 
théorème  : 

Si  l'on  borne  le  problème  général  des  trois  corps  à  la  figure  du 
triangle  dont  les  trois  corps  marquent  les  sommets,  la  solution  de 
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ce  problème  pins  Jestreint  dépend  de  trois  équations  différentielles 
du  3'  ordre. 

Quand  on  sujîpose  connus  les  principes  de  la  Mécanique  qui 
fournissent  des  intégrales,  le  problème  peut  être  ramené  à  la  solu- 
tion de  deux  équations  du  2"  ordre  et  d'une  autre  du  3"^.  CciNIémoire 
donne  une  nouvelle  preuve  de  l'habileté  avec  laquelle  l'auteur  sait 
maintenir  la  symétrie  du  calcul,  symétrie  à  laquelle  renonça  à 
contre-cœur  Lagrange,  son  grand  prédécesseur  dans  ce  problème, 
qui  le  traita  dans  le  Mémoii'e  couronné  en  lyja.  Le  présent  Mé- 
moire a  paru  en  même  temps  à  Munich  dans  les  Mémoires  de 
l' Académie . 

LiPSCHiTZ  (P.).  —  liecherclies  sur  un  problème  du  calcul  des 
variations  oii  est  compris  le  problème  de  la  Mécanique.  (35  p.) 

LiPSCHiTz  (P.).  —  Développement  d'une  relation  entre  les 
formes  quadratiques  de  n  diff'érentielles  et  les  fonctions  ahé- 
liennes.  (22  p.) 

Pour  comprendre  la  portée  de  ces  deux  Mémoires,  il  faut  recou- 
rir à  d'autres  publications  du  même  auteur  faites  aux  tomes  70,  71 
et  72  du  Journal  de  Borchardt,  et  qui  concernent  les  fonctions 
entières  et  homogènes  de  n  diflerentielles,  en  particulier  celles  du 
2"^  degré.  Le  problème  de  transformer  ime  forme  donnée  de  n  difle- 
rentielles à  coefficients  variables  en  une  autre,  ou  plutôt  de  recon- 
naître s'il  est  possible  de  la  transformer  en  une  autre  forme  donnée, 
a  été  suggéré  par  l'étude  approfondie  des  Recherches  générales  de 
Gauss  sur  les  surfaces  courbes,  et  ce  problème  fut  résolu  en  même 
temps  par  Î\LM.  Christofl'el  et  Lipschitz. 

Les  spéculations  sur  la  nature  de  l'espace  prirent  un  nouvel  élan, 
lorsque  jiarut  le  Mémoire  posthume  de  Riemann  :  6'i(/" /ei /o/j-- 
thèses  qui  servent  de  fondement  à  la  Géométrie.  M.  Lipschitz 
part,  dans  les  Mémoires  cités,  des  idées  sur  l'espace  général  de  Gauss 
et  de  Riemann,  en  égalant  l'élément  linéaire  à  la  p"^"^  racine  d'une 
forme  quelconque,  mais  essentiellement  positive,  du  degré  /)  par 
rapport  aux  dilférentielles  des  coordonnées  d'un  point.  Après  avoir 
fixé  les  notions  delà  Mécanique  pour  cet  espace,  l'auteur  considère, 
à  l'aide  du  calcul  des  variations,  uneintégiale  correspondant  à  la 
fonction  caractéristique  de  Hamilton,  et,  au  moyen  d'une  transfor- 
mation des  formes  des  diflerentielles,  il  parvient  à  établir  une  ana- 
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logie  comjjlète  entre  ses  redierclies  et  celles  de  Gaiiss,  de  Hamilton, 
de  Jacobi  et  de  Kroiiecker. 

IN  oublions  pas  de  remarquer  aver  l'auteur  que,  pour  la  Géomé- 
trie, M.  Beltrami  avait  trouvé  des  résultats  semblables  dans  un  Mé- 
moire publié  en  1869.  L'un  des  quatre  théorèmes  qui  résument  les 
études  de  M.  Lipschitz  a  été  précédemment  publié  par  l'auteur 
sans  démonstration  ;  ce  théorème  correspond  exactement  à  un  théo- 
rème de  Gauss  concernant  les  lignes  géodésiques. 

Si,  dans  le  premier  de  ces  Mémoires,  l'auteur  traite  une  question 
où  se  rencontrent  la  Géométrie,  la  Mécanique  et  le  Calcul  des  varia- 
tions, il  soumet  dans  le  second  les  formes  quadratiques  de  n  dillé- 
rentiellcs  à  une  étude  spéciale,  pour  faire  voirie  point  où  se  touchent 
ses  recherches  et  la  théorie  des  transcendantes  abéliennes.  On  sait 
que  Jacobi  a  déjà  donné  une  démonstration  du  théorème  d'Abel 
dans  ses  Leçons  sur  la  Dynamique. 

Heine  (E.).  —  Les  éléments  de  la  théorie  des  foncliotis .  (1  j  p.) 
Celui  qui  a  déjà  professé  la  théorie  des  fonctions  connaîtra  sans 
doute  les  difficultés  qui  s'opposent  au  développement  des  théorèmes 
fondamentaux.  Les  découvertes  modernes  dans  cette  région  du 
champ  des  Mathématiques  demandent,  dès  le  premier  abord,  une 
sobre  exactitude  qu'on  ne  trouve  guère  dans  les  Traités  élémen- 
taires. Dans  son  Cours  sur  la  tiiéorio  des  fonctions,  M.  Weierstrass, 
de  Berlin,  établit  ces  principes  de  la  manière  la  plus  satisfaisante; 
mais  il  n'en  a  rien  publié,  et  d'autres  géomètres,  qui  ne  connaissent 
pas  sa  méthode,  ne  veulent  pas  toujours  accejitcr  cette  base  iné- 
dite de  son  système.  RL  Heine,  ami  de  M.  AVeierstrass,  prend  la 
peine  de  publier  quelques-uns  des  tliéorèmes  élémentaires.  Remar- 
quons que  la  définition  des  nombres  par  des  séries  infinies  sert  à 
éluder  les  difficultés  qui  font  toujours  les  nombres  irrationnels. 
Le  Mémoire  se  divise  en  à;\\\  parties  : 

A.  —  Siw  les  nombres. 

S'L   Les  séries  des  nombres. 

S  n.  Introduction  dénombres  plus  généraux  ou  de  signes  numé- 
raux. 

J;  \\\.   Calcul  avec  les  nombres  généraux. 

S  IV.   Rapport  des  nombres  généraux  et  des  nombres  rationnels. 
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H.  —  Siij-  les  fonctions. 

J  I.   Fonctions  en  général. 

^  II.   Conditions  de  continuité. 

(j  111.   Propriétés  des  fonctions  continuelles. 

Weyr  (Eui.).  —  Délerutinatioii  des  couples  d' éléinents  en 
involution  par  des  systèmes  uniformes  des  degrés  m  et  n.   (4  p.) 

Si  deux  systèmes  élémentaires  et  uniformes  des  degrés  m 
et  n  sont  situés  sur  la  même  hase  (  géométrique  )  ,  ils  ont 
T  [ /M  ( /»  —  I  )  +  «  (  «  —  I  ]  couples  d'éléments  en  involution . 


MÉLANGES. 

SUR  L'ISTÉGRATIOS  D'US  SYSTÈME  D'ÉQI'ATIO^S  PIFFÉREMIEILES  TOTALES 
SIMliLTA^ÉES  DU  PREMIER  ORDRE; 

Par  m.  bouquet. 

J'ai  reconnu  depuis  longtemps  que  la  méthode  dont  nous  nous 
sommes  servis,  M.  Briot  et  moi,  pour  démontrer  l'existence  des  in- 
tégrales synectiques  d'un  système  d'éc[ualions  différentielles  simul- 
tanées ordinaires  du  premier  ordre,  est  encore  applicahle,  avec 
quelques  modifications,  dans  le  cas  d'un  système  d'équations  aux 
dillérenlielles  totales.  L'énoncé  de  cette  jjroposition  a  été  commu- 
niqué à  diverses  personnes,  et  en  particulier  à  M.  Méray;  la  pu- 
hlication  du  Précis  d  .Analyse  me  montre  que  l'auteur  n'a  pas 
conservé  le  souvenir  de  notre  entrelien  sur  ce  sujet.  Voici  la  dé- 
monstration que  j'extrais  d'un  travail  sur  les  fonctions  ahéliennes. 


Considérons  d'ahord  le  cas  le  plus  simple,  celui  d'une  seule  équa- 
tion à  deux  variahles  indépendantes.  Si  u^  désigne  la  fonction  in- 
connue,  Z)   et  Zo  les  deux  variahles  dont  elle  dépend,  l'équation 
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aura  la  forme 

(■)  (hl,^rf,[z„    Z,,    U,)dz,-i-f,{z„    Z„    U.)clz„ 

on,  pour  aLrégcr, 

du,--   P,dz,-^P,(/z,, 

et  elle  équivaut  aux  deux  équations  simultanées 

(g  =:/;(.,...,.,)=  P. 

Pour  que  les  équations  (2)  aient  une  solution  commune,  il  faut 
([ue  les  fonctions  P,  et  P.  vérifient  la  condition 

l3  ^-+--7— P=~  ^^ +rr- P" 

dz2       du,  dz,       du, 

que  l'on  obtient  en  exprimant  que  l'on  doit  avoir 

d-u,    d-u, 

dzidzi       dzidz, 

Deux  cas  se  présentent.  Si  la  condition  (3)  n'est  pas  vérifiée 
identiquement,  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées 
à  Si,  ^2,  «()',  les  solutions  de  l'équation  (i)  seront  comprises  parmi 
les  fonctions  que  détermine  celte  condition;  la  recherche  des  solu- 
tions dépend  alors  uniquement  de  la  résolution  de  l'équation  (3). 
Nous  allons  examiner  le  cas  le  plus  important,  celui  oi'i  la  condi- 
tion (3)  est  une  identité. 

Si  l'on  suppose  les  fonctions  /",  ct^,  synectiques  dans  le  voisinage 
du  système  de  valeurs  Z>i,  èj,  n,,  attribuées  aux  variables  -,,  Sjj  U\i 
l'équation  (i)  admet  pour  solution  une  fonction  «i  des  variables  s,, 
r,,  synectique  par  rapport  à  ces  vaiiables  dans  le  voisinage  des  va- 
leurs i,,  èj,  et  se  réduisant  à  rt,  lorsque  les  variables  c,,  s,  j)ren- 
nent  les  valeurs  rt,,  a^.  Dans  ces  mêmes  limites,  cette  fonction  est 
la  seule  satisfaisant  à  la  double  condition  de  vérifier  l'équation  (i), 
et  de  se  réduire  à  a^  pour  z^  =  i,  et  ::,  =^  h^. 

Afin  de  simplifier  les  notations,  nous  supposerons,  ce  qui  est 
toujours  permis,  en  faisant  un  changement  de  variables,  que  l'on 

aè,=  i,=r(7,=:0. 
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Admettant  que  l'équation  (i)  a  une  solution,  on  peut  exprimer 
les  dérivées  partielles  de  la  fonction  Ui  à  l'aide  de  :;,,  z^,  «,  ;  en  par- 
tant des  relations 


(h,  -"    " 


on  en  déduit 


du, 
dz,~ 

=  p., 

d'-u, 
dz\ 

rfp, 

"  dz. 

dP, 

P,; 

d 

'     dz 

■u, 

7d7,~ 

dP, 

dz,    ' 

dP> 

du', 

P, 

dHi,       dP,      dP,  „ 
dz\        dz,       du, 

d^u,  dP,  dp,  ^ 

dz,dz:  dz,  du, 

ces  deux  valeurs  de  -, — ^  sont  écales,  d'après  l'identité  (3).  Il  n  v 
dz,dz,  o        '       1  '  • 

a  qu'une  seule  manière  d'obtenir  une  des  dérivées  partielles  —rzjr  "u 

/  ,  dans  lesquelles  toutes  les  dérivations  sont  effectuées  par  rap- 
port à  la  même  variable  ;  mais  on  peut  calculer  de  plusieurs  laa- 
nières  différentes  toute  dérivée  partielle  '^  qui  dépend  de  dé- 

rivations par  rapport  à  chacune  des  variables  r,  et  z^_.  II  est  néces- 
saire de  remarquer  que  le  résultat  final  est  toujours  le  même,  quel 
que  soit  l'ordre  dans  lequel  on  suppose  les  dérivations  ell'ectuées, 
puisque  l'on  peut  intervertir  l'ordre  de  deux  opérations  consécu- 
tives exécutées  successivement  par  rapport  à  l'une,  puis  par  rapport 
à  l'autre  des  variables.  Soit,  en  effet, 

F(Z,,    Z„    H,1=:H, 

la  fonction  de  s,,  Zj,  u^  sur  laquelle  on  effectue  les  deux  opérations 
successives;  les  résultats  sont,  après  la  première  opération, 

rfn^<m         </H       r/H  p 

dz,       du,     "     dz,        du,    "' 

et,  après  la  seconde, 

^■H  ^  ^(!iLp  _  J!^  p  +  ^  p  p,+  ^  f ^  _  'ZZ:  P  V 

dz,dz,       dztdu,    '      dZidu,     '       du]     '    '      du,  \dz,    '    du,     '} 
rf-H      .     rf-H    p    ,     c?-H     p    ^   ^^Hpp    ,   d]lidP,   ,    dP,^\_ 
dz,dzi       dz,du,    '       dz,du,     '       du]     '    '       du,  \dz,  ^  du,     '/ 

ces  résultats  sont  égaux  en  vertu  de  l'identité  (3). 
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Lorsque  1  on  aura  exprimé  les  dérivées  partielles  en  fonction  de 
5,,  3,,  z/,,  ou  calculera  leurs  valeurs  pour  le  système  des  valeurs 
s,  :=  r,  =  Ui  =r  o  attribuées  aux  variables,  et  1  on  formera  ensuite  la 
série 

,,ldu,\z,      (du.\z,      (dhi,\   z]       l  dHi,\  ld'u,\zl 

Or  nous  allons  démontrer  que  cette  série  est  convergente  et  que 
a  somme  est  luie  fonction  des  variables  s, ,  z^  vériflant  l'équa- 
tion (i).  Nous  observerons  d'abord  que,  au  lieu  de  déterminer  les 
coefScicnts  de  la  série  (4),  à  l'aide  des  valeurs  des  dérivées  par- 
tielles exprimées  au  moyen  des  variables  z^.  s,,  «,,  on  peut  calculer 
de  proche  en  proche  ces  coefficients  par  les  formules  suivantes  : 


(5) 


du,        -       du, 

dT,  ~-'"  ~âr,  '^J" 

d'il,  _df,        df,  du, 
dz]    ~  dz,  '^  du,  dz,^ 

d'il,         df,       df,   du, 
dz,dz,'~  dz,  "^  du,  dz,' 

d-u,       df       df  du, 
dzi        dz,       du,  dz,  ' 

dHt,       d'-f    ,   ^     d\f,     du, 
(/rf        dz]    '    ~  dz,du,    dz, 

df,ldu, 
'    du]\dz. 

d'U, 

dz]dz,             ' 

df_  (fu. 
du,  dz]  " 


jue  l'on  obtient  par  des  dérivations  répétées,  sans  remplacer  dans 

djt^ 

dz, 


\('&  seconds  membres,  après  cliaque  opération,  les  quantités  —^  et 


Pour  démontrer  la  convergence  de  la  série  (4),  on  a  recours 
n  une  équation  dillerenlielle  auxiliaii-e ,  qui  admet  certainement 
une  solution  développable  en  série  convergente,  ordonnée  sui- 
vant les  puissances  des  variables,  et  l'on  déduit  la  convergence  de 
la  série  (4;  de  la  comparaison  avec  cette  dernière.  Supposons  les 
fonctions  f   et  f   svnectiqucs  tant  que  les  variables  r,.  z,_.  u,  se 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  iG.j 

meuvent  dans  des  cercles  de  rayons  i\,  /j,  p,,  dont  les  centres  sont 
à  l'origine;  appelons  A,  et  A,  les  valeurs  maxima  des  modules  des 
fonctions  y,  et  ^j  pour  les  diverses  positions  des  points  s,,  z,,  «j. 
On  peut  prendre  l'équation  auxiliaire 


dz. 


(I)'  di'r 


qui  équivaut  aux  deux  équations 


f/c/, 


dz2       /'j  /         c, 


--V-  =0,(z,,S„t',), 

'•J 


Nous  supposons  que  ^1  désigne  une  constante  positive,  qui  vériflc 

les  inégalités  —  ^>  Aj,     ^'  ^  A^. 

L'équation  (i)'  admet  une  solution  s'annidant  en  même  temps 
que  les  variables  et  qui  est  définie  par  la  relation 


(6)  .--^  =  -„iog(.-;:;-;^j. 

Cette  fonction  t'i  reste  synectique  par  rapport  aux  variables  z^  et  c^, 
lorsque  celles-ci  se  meuvent  à  l'intérieur  de  deux  cercles  décrits  de 
l'origine  comme  centre  et  dont  les  rayons  ti  et  f ,  vériGent  l'inégalité 

Pour  toutes  les  valeurs  des  variables  qui  remplissent  la  condition 
précédente,  la  fonction  t^,  peut  se  développer  en  série  convergente, 
ordonnée  suivant  les  puissances  de  ces  variables.  On  calcidera  les 
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coefficients  de  cette  série  à  l'aide  des  formules 


(5)' 


analogues  aux  formules  (5).  Remarquons  que,  si  dans  les  dérivées 
partielles  des  fonctions  cfi  et  tfs,  on  remplace  toutes  les  variables  par 
■/-éro^  ces  dérivées  prennent  les  valeurs  suivantes 

flp+'l+i  r^^     \     u,   I  .  2  .  .  .p.  i  .2.  .  .q.l  .2.  .  .S 

(/s';  (tz'l  ch']  j,~~r,  ri'j'r^'  ' 

(Ip-tq+s  Q-:     \      1/ ,    I  .  2  .  .  .  />.  I  .  2  .  .  .  ^ .  I  .  2  .  .  .  i 


f/c, 

i   dz,  ~ 

?" 

di 

d: 

^  =  9., 

\  d''''  _ 

f/cp 

-  -+- 

lh,7lz' 

{     d"-v, 
dz.dz. 

=  ; 

r/9, 
dz, 

f/91  (/(', 
~'^~d^~d7. 

dH; 
dz:  "" 

d<p 
'dz, 

- -4- 

d^2  dv, 
dv,  dz\ 

^  dz'l  dz'l  di'\  I  „~  i\  i-P  r"^  p' 

on  a  d'ailleurs 

\dzPdzl  du]Jo 

/      dP^ 

niod 


I  .2. 

../7. 

1  .2.  .  .(j(.  1 

[  .2. . 

.  .s 

''?  '■'!  p' 

1.2. 

••/'• 

1 . 2 . . .  7 . 1 

1.2., 

.  .s 

dzi;dz'i  duy„'"  ri;r1p\ 

Par  conséquent,  dans  le  calcul  de  proiiic  en  proche  des  valeurs  de 

(  -i— î  1  1      (  -7-^  I  1      (  -i—r  ]•■■■>  au  moven  des  formules   (  5  )',  les 
\dzj„       \dzJo       \d^-J„ 

seconds  membres  seront  toujours  des  sommes   de  termes  positifs  ; 

on  voit  en  outre,  en  comparant  les  valeurs  obtenues  avec  celles  de 

/f/;/,\         fdti,\         f  d-iit 

[d^J. 


-r-^  )  5      {     ,    ,'  1  •  •  •  5  déduites  du  tableau  (  5  ',  que  l'on 

dzjo        \  dz,   /„  V      '   1 


aura 


"^°^'(©<(S;  ™"Kz^).<(ië);  '"«K7^)5(ë 
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Les  coefficients  des  termes  de  la  série  (4',  ayant  leurs  modules 
respectivement  moindres  que  les  coefficients  positifs  des  termes  du 
développement  de  1^1,  la  série  (4)  est  convergente  quand  les  varia- 
bles Zi,  Zj  restent  comprises  dans  des  cercles  dont  les  rayons  véri- 
fient l'inégalité  (  j). 

Si,  dans  la  fonction^'i,  on  remplace  ;<,  par  la  série  (4),  le  ré- 
sultat est  une  fonctioji  des  seules  variables  z,  et  s,,  synectique 
dans  les  cercles  de  rayons  fj  et  f?,  et  que  l'on  peut  par  conséquent 
développer  en  série  convergente  ordonnée,  suivant  les  puissances 
de  ces  variables.  On  reconnaît  sans  peine  que  ce  développement  e.^t 

le  même  (lue  celui  de -^-T  cest-à-dire   que   la    Ibnctiou    (/,    vérifie 

1  équation  -r-^  =  /, .  On  voit  de  la  même  manière  que  la  fonction  «1 

,  .,,  .  ,, ,         .       du,        ^ 

vernie  aussi  I  equatiou  -7^  =  /»■ 

Beniarijne.  —  Les  fonctions  fi  et  J\  restant  syiiectiques  dans 
les  limites  indiquées,   si  la   condition  (3)  n'est  pas    vérifiée,  les 

formules  (5)  donnent  pour  les  symboles  représentés  par    (-7—)  ' 

-r-^]  ■>      i    ,  .,'  I  ■•••  des   valeurs  qui  dépendent  de  l'ordre  suivi 

pour  les  obtenir,  et,  quel  que  soit  Tordre  adopté,  la  série  (4)  est 
imijours  convergente. 

S  H- 

Soit,  en  second  lieu,  léijuation  à  n  variables  indépendantes 
(8)  du,  =  P,ds,  +  V,dz_.  . .  -i-V„dz,„ 

qui  érjuivaut  aux  n  équations  simultanées 

dans  lesquelles  Pj,  P,....,  P„  représentent  des  fonctions  connues 
de  M,  et  des  variables  indépendantes  :î,,  r,,. . .,  r„.  Toute  solution 
(^1  des  équations  (9)  doit  vérifier  plusieurs  conditions  de  la  forme 

,      ,  f/P.        </P,  ^        r/P^       f/P.  „ 

('"^  -dT/'-Tiu^^^'-^^-dir^'- 
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Si  l'une  de  ces  conditions  n'est  pas  une  identité,  les  valeurs  de  (/, 
qui  la  vérifient  pourront  seules  être  des  solutions  de  l'équation 
donnée.  Supposons  toutes  les  conditions  (lo)  satisfaites  identique- 
ment, les  fonctions  P,,  P,,. . .,  Pn  synectiqucs  pour  les  valeurs  des 
variables  z^,  "»,-•  -,  ~„,  "i,  comprises  à  l'intérieur  des  cercles  de 
rayons  /•,,  Tj,.  . .,  /„,  pi,  décrits  de  l'origine  comme  centre,  et  re- 
présentons par  A,,  Aj,. . .,  A„  les  valeurs  niaxima  des  modules  des 
fonctions  Pj,  P,,. . .,  P„  dans  ces  limites. 

.  On  reconnaît,  par  un  raisonnement  semblable  à  celui  du  para- 
graphe précédent,  que  l'équation  (8)  est  vérifiée  par  une  fonction 
«1  des  variables  Sj,  z,,...^  ::„,  s'annulant  avec  ces  variables,  et 
t[ui  reste  synectique  tant  qu'elles  demeurent  comprises  dans  des 
cercles  décrits  de  l'origine  comme  centre  et  dont  les  ravons  <,,/,,,..., 
t.,  vérifient  l'inéffalité 


pourvu  que  1  ou  ait  — ^-Ai,  -    ^^Ai....,    — ^A 


III. 


Considérons  enfin  un  système  de  m  équations  aux  dillérentielles 
totales  simultanées  à  n  variables  indépendantes.  Représentons  les 
variables  par  s,,  rj,.  . .,  s„  et  les  fonctions  inconnues  par  «,,  «.,..., 
»,„.  Nous  supposons  que  les  équations  peuvent  être  résolues  par 
rapport  aux  dillérentielles  totales  (//(,,  du,,...,  du,,,  des  fonctions 
H,,  (/»,.  .  .,  u,n  et  mises  sous  la  forme 

•   du,  --.  P,  dz,  -  ?,dz,  -^  .  .  .  -  P..dz„. 
\  du,  -^Q,d:,  ^O  d-.-  . .  .  ^  Q„dz., 

(■2) 

[  dur„  :=  S,  dz,  -~  s,  dz,  -t-  . .    -^  S„  dz,„ 

PsjPj.. . .,  P„,  Qi,  Qj,.  ..,  Q„,  Si,  Sa,. . .,  S„  désignant  des  fonc- 
tion': des  Il  variables  arbitraires  et  des  m  fonctions  inconnues. 

Toute  solution  du  svstènie  (i;  doit  vérifier  plusieurs  conditions 
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de  la  forme 

\         dz,       du,     '      dtu        ditn"" 

'         ds,        du,     '       dui     '  du,,    " 

pour  ne  pas  dépasser  le  but  que  nous  nous  sommes  proposé,  suppo- 
sons que  toutes  ces  conditions  sont  satisfaites  identiquement. 

Si  les  fonctions  P,  Q,.  ■  -,  S  restent  synectiques  pour  les  valeurs 
de  5i,  s».. .  -,  r„.  H,,  «,,.  .  .,  «„,,  comprises  dans  des  cercles  décrits 
de  l'origine  comme  centre  avec  des  rayons  respectivement  égaux  à 
/■,,  /•,..  . .,  /■„,  c,,  p.,,.  ■  ..  p,„,  les  équations  (12)  seront  vérifiées  par 
un  système  de  fonctions  synectiques  par  rapport  aux  variables  ^,, 
To,. .  .,  r,,,,  tant  que  ces  variables  restent  à  l'intérieur  de  certaines 
circonférences  qui  ont  pour  centre  l'origine,  ces  fonctions  s'annu- 
lant  d'ailleurs  en  même  temps  que  les  variables.  On  démontre 
l'existence  de  cette  solution  en  considérant  les  équations  auxiliaires 
aux  difl'érentielles  totales 


dv,  —  a. 


dz,       dz,  .    dz„ 

r,     ^    i\        ■  ■  ■        r„ 


'  {-'in-^-î 


(12)' 


dv,    =  ULi 


dz,  dZ:  dz„ 

1;  I-,  n 

dz,  dz,  dz„ 
dv„  ^r  a. 


dans  lesquelles  v.,.  y.,..  .  .,  y,„  désignent  des  constantes  positives;  la 
constante  u,,  par  exemple,  est  telle  que  l'on  a  —  >  Ai,  —  ^  Aj,..., 

:— !  ">  \  :  Al,  A ,  A„  étant  les  valeiu's  maxima  des  modules  des 

t'a 

fonctions  P|,  Po,.  .  .,  P„,  quand   les  variables  restent  renfermées 
dans  les  circonférences  de  ravons  /•,,  /'=,.  .  .,  /'„,  Oj,  p,,.  . ,  p,„.  Le 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  aslron.,  t.  III.  (Septembre  1S71.)  ib 
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équations  précédentes  s'intègrent  isolément,  et  si  l'on  représente 

par  -  le  plus  petit  des  nombres  —5  — 1  •  •  -i  —  elles  définissent  des 

fonctions  i',,  ^"2,.  . .,  r,,,  qui  s'annulent  avec  les  variables  Sj,  -j,.  .  ., 
z„  et  restent  fonctions  synectiques  de  ces  variables  dans  les  cercles 
décrits  de  l'origine  comme  centre  et  dont  les  rayons  ?,,  ?,,...,  /„ 
vérifient  la  condition 

,v  '.       t^  f»    ^         -tu;— 

(  i4  i ^-  .  .  .  H <r  i  —  e  '"'■*  ■•'•' . 

r,        Il  r„ 

Les  équations  (12)  admettent  pour  solution  des  fonctions  m,, 
Ma,...,  u,„^  s'annulant  avec  les  variables  s,,  -3....,  r„  et  synec- 
tiques par  rapport  à  ces  variables  dans  les  mêmes  limites. 


SUR  l'EMPLOI  DES  PETITES  Pli\ÉTES  POUR  LA  DETERMINATION 
DE  LA  PARAllAXE  DU  SOLEIL; 

P.\R  M.  Cn.  AADRÉ. 

L'une  des  meilleures  métliodes  qu'aient  les  astronomes  pour  dé- 
terminer la  parallaxe  solaire  consiste  à  mesurer  la  parallaxe  de 
Mars  à  l'époque  de  son  opposition,  par  des  observations  compara- 
tives faites  simultanément  en  des  stations  de  l'un  et  l'autre  liémi- 
splière,  sur  Mars  et  des  étoiles  voisines.  On  trouvera,  au  tome  II  de 
ce  Recueil,  page  89,  la  discussion  complète  des  observations  faites 
en  1862  sur  le  plan  de  M.  Winnecke,  directeur  de  l'observatoire  de 
Carlsrulie.  Cette  méthode,  à  côté  de  ses  avantages,  présente  certains 
inconvénients  ;  les  ojîpositions  où  la  distance  de  Mars  à  la  Terre  est 
relativement  très-faible  sont  assez  rares  et  n'arrivent  guère  que  tous 
les  dix  ou  douze  ans  ;  en  outre,  la  comparaison  de  la  planète  Mars  à 
une  étoile  ne  se  fait  pas  sans  certaines  erreurs  dépendant  surtout  du 
diamètre  apparent  de  la  planète  et  de  la  diOérencc  d'aspect  qu'elle 
présente  avec  une  étoile. 

M.  Galle,  de  Brcslau  ('),  propose  de  remplacer  les  observations  de 


(')  Aitronomisclie  Nachiichten,  n°  1897. 
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Mars  par  un  mode  d'observations  analogues  de  toutes  les  planètes 
télescopiques  situées  entre  Mars  et  Jupiter,  dont  la  distance  à  la 
Terre  est  moindre  que  i,  i  ou  au  plus  égale  à  cette  valeur. 

Au  lieu  du  plan  de  Winnecke,  qui  consistait  à  comparer,  avec  un 
cercle  méridien.  Mars  à  un  certain  nombre  d'étoiles  convena'blement 
choisies,  M.  Galle  revient  à  la  méthode  employée  en  1862  par  le 
capitaine  Gilliss,  au  Chili,  et  conseille  de  mesurer  micrométrique- 
ment,  avec  une  lunette  montée  parallactiquement,  les  difFérences 
de  déclinaison  de  la  planète  avec  des  étoiles  assez  voisines,  et  diffé- 
rentes pour  chaque  nuit  d'observation. 

L'idée  de  M.  Galle  a  cet  immense  avantage  que,  si  elle  permet 
d'obtenir  la  parallaxe  solaire  avec  une  précision  suffisante,  elle  as- 
sure, du  même  coup,  une  étude  continue  et  suivie  de  cette  constante 
si  importante  pour  la  détermination  de  la  masse  de  la  Terre,  et  peut 
conduire  à  une  valeur  très-exacte  par  une  série  d'approximations 
successives.  En  eU'et,  3o  des  121  petites  planètes  que  nous  connais- 
sons peuvent,  à  l'époque  de  leur  opposition,  se  rapprocher  assez  de 
la  Terre  230ur  que  la  distance  soit  inférieure  à  1,1;  de  telle  sorte 
qu'il  suffirait  que  chaque  année  une  seule  d'entre  elles  satisfasse  à 
cette  condition,  poiu-  que  l'étude  continue  dont  nous  jiarlons  puisse 
être  efiéctuée  :  c'est  à  peu  près  la  limite  à  laquelle  on  doit  se  res- 
treindre. En  effet,  dans  certaines  années,  deux  ou  trois  de  ces  pla- 
nètes se  rapprocheront  bien  assez-,  mais  souvent  aussi  le  manque  de 
catalogues,  ou  de  cartes,  complètement  étudiés  pour  la  portion 
édiptique  du  ciel,  s'opposera  à  des  observations  faciles,  par  suite  du 
défaut  d'étoiles  de  comparaison. 

Quoi  qu'il  en  soit,  tel  que  nous  l'avons  indiqué,  ce  résultat  offri- 
rait encore  une  grande  importance.  Il  convient  donc  d'examiner  la 
précision  que  peuvent  donner  de  pareilles  observations. 

Or,  dans  l'opposition  de  1862,  une  variation  d'une  seconde  sur 
l'angle  compris  entre  la  direction  de  Mars  en  culmination  observée 
en  deux  stations,  dont  les  latitudes  sont  à  peu  près  égales  à  celles 
du  Cap  de  Bonne-Espérance  et  de  Poulkowa,  correspondait  à  une 
variation  de  -j^  sur  la  valeur  de  la  parallaxe  solaire. 

En  considérant  donc  les  petites  planètes,  dont  la  distance  à  la 
Terre  est  minimum  et  égale  à  o,  8,  la  même  variation  d'ime  seconde 
donnera  lieu,  dans  la  parallaxe,  à  un  cliangement  de  ■—,  c'est-à-dire 
à  uue  variation  de  o",  i44  dans  la  valeur  adoptée.   Or  le  premier 
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chiffre  décimal  de  la  parallaxe  solaire  est  actuellement  connu,  l'in- 
certitude porte  seulement  sur  le  deuxième;  supposons-la  égale  à 
o,o3  en  plus  ou  en  moins-,  il  en  résultera  nécessairement  que  les 
observations  de  petites  planètes,  qui  doivent  servir  à  la  déterminer, 
devront  être  exactes  à  o",  2  près . 

Les  petites  planètes  n'ayant  point,  dans  les  lunettes,  un  aspect  sen- 
siblement diilérent  de  celui  des  étoiles  de  même  grandeur  apparente, 
l'une  et  l'autre  se  présentant  comme  des  points  lumineux,  on  doit 
admettre  que  l'erreur  moyenne  d'un  pointé  fait  au  fil  mobile  d'un 
micromètre  bien  étudié,  avec  une  lunette  d'un  assez  fort  grossisse- 
ment et  par  un  état  favorable  de  l'atmosplière,  ne  sera  pas  beaucoup 
supérieure  à  cette  quantité,  si  l'observateur  est  exercé  et  conscien- 
cieux. 

C'est  ce  que  montrent  certaines  déterminations  récentes  de  pa- 
rallaxes d'étoiles  fixes,  par  exemple  celles  de  M.  Brùunow  à  l'Obser- 
vatoire de  Dunsink  (')  •  La  moyenne  des  vingt  ou  trente  comparaisons, 
possibles  par  une  belle  soirée,  ne  serait  donc  soumise  sans  doute 
qu'à  une  erreur  de  o",  3  ou  o",  2,  et  la  répétition  de  pareilles  obser- 
vations pendant  toute  la  durée  de  l'opposition  (un  ou  deux  mois) 
ferait  descendre  cette  erreur  moyenne  environ  à  o",o5. 

Jusqu'ici  on  a  observé  les  petites  planètes  un  peu  au  liasard,  au  fur 
et  à  mesure  de  leur  découverte,  sans  but  déterminé  et  sans  plan 
suivi;  la  détermination  delà  parallaxe  solaire  se  présente  aux  astro- 
nomes comme  un  moyen  de  coordonner  toutes  ces  observations,  et 
en  même  temps  d'en  assurer  l'exécution  conscieiicieuse.  La  réalisa- 
tion de  ce  programme  présente  d'ailleurs  des  difficultés  pratiques 
assez  considérables.  Elle  exige  la  coopération  d'un  certain  nombre 
d'observatoires,  situés  autant  que  possible  dans  le  voisinage  du 
même  méridien  et  dans  l'un  et  l'auti'e  hémisphère,  comme,  par 
exemple,  les  observatoires  du  nord  de  l'Europe  et  celui  du  Cap  de 
Bonne-Espérance,  ou  encore  les  observatoires  du  nord  de  l'Amé- 
rique et  ceux  de  Santiago  et  de  Cordova.  Son  application  nécessite 
aussi  une  modification  au  plan  suivi  jusqu'ici  par  les  directeurs  du 
Jahrbucli  de  Berlin,  dans  le  calcul  des  éphémérides  des  petites  pla- 
nètes. Il  faudrait  s'attacher  de  préférence,  parmi  les  anciennes  pla- 


('■)  Astronomical  Obseii'dtiuiis  and  liesearches  made  at  Dunsink,   tite  Ohservatorr  of 
Tr-nUj-  Collège;  Dublin. 
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nètes,  à  celles  dont  la  distance  à  la  Terre  peut  devenir  moindre  que 
la  distance  de  notre  planète  au  Soleil ,  et  étudier  rapidement  les 
planètes  nouvellement  découvertes ,  afin  de  comprendre  ensuite 
dans  le  calcul  régulier  celles  qui  satisferaient  à  la  condition  précé- 
dente. Parmi  les  planètes  connues,  trente  rentrent  dans  le  pro- 
gramme que  nous  indiquons  ;  nous  en  donnons  ici  le  tableau  : 


DISTANCE 

NOMBRE 

à 

de  petites 

la  Terre. 

planètes. 

0,8 

0,9 

8 

1,0 

10 

1 ,1 

5 

\       Melpomène  (is),   Phocea  (251,    Clio(84,   Victoria '.J^, 
'  Ariane  (S),  Iris  (?),  Sapho  (so). 

I  Eurydice  (j?),  Flore  ^,  Polymnie  .(S),  Isis  («), 

'       Virginia  (m),    Atalante  (S  ,    Hébé  (ë),    Euterpe  .'^i. 

1  Echo  (g?),  .\sia  (ct),  Eurynome  Qs),  Junon  ÇZj, 

Clotho  (97),   Miriam  Q),  Melete  @,  Feronia  @, 
'  Daphné  @,  Thalie  @. 

Uranie  (m),  Diana  (ts),  Calj-pso  @, 
Pallas  (?),  Vesta  (T). 


Enfin  il  faudrait  en  outre  que  les  différents  observatoires  con- 
sentissent à  se  partager  la  besogne  longue  et  ditBcile  de  cataloguer 
et  d'encarter  les  étodes  de  la  région  écliptique  du  Ciel;  au  bout 
de  quelques  années,  le  beau  travail  commencé  par  Cliacornac  serait 
complet,  et  l'on  ne  négligerait  dès  lors  aucune  petite  planète,  par 
suite  du  manque  d'étoiles  de  comparaison  dans  la  région  où  elle  se 
trouve  h  l'époque  favorable. 

Quant  à  la  méthode  même  indiquée  par  ^I.  Galle,  nous  ne  parta- 
geons pas  entièrement  ses  préférences.  Dans  beaucoup  de  cas,  on  pour- 
rait lui  adjoindre  utilement  la  comparaison  des  ascensions  droites  de 
la  ])lanète  avec  des  étoiles  assez  voisines  pour  qu'en  diminuant  un  peu 
le  grossissement,  ce  qui  n'aurait  pas,  à  notre  avis,  grand  inconvé- 
nient, on  pût  faire  ces  comparaisons  au  fil  vertical  mobile  de  l'équa- 
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lorial.  Enlin  nous  ne  voyons  aucune  raison  pour  ne  pas  combiner 
avec  les  deux  ^précédentes  la  méthode  des  observations  méridiennes 
emjjloyée  par  Winnecke  en  1862;  beaucoup  de  nuits  perdues  avec 
l'une  ou  l'autre  des  méthodes  précédentes  seraient  ainsi  utilisées. 

Quoi  qu'il  en  soit,  il  serait  peut-être  bon  que  les  astronomes  qui 
seront  chargés  d'aller  observer  le  passage  de  Vénus  dans  l'hémi- 
sphère sud  pussent  disposer  leurs  instruments  en  vue  de  l'applica- 
tion possible  de  cette  méthode,  afin  que,  si  un  accident  pareil  à 
celui  qui  rendit  vain  le  dévouement  de  Legentil  en  1769  leur  arri- 
vait, leur  voyage  soit  néanmoins  utile  au  but  qu'ils  s'étaient  pro- 
posé. 


NOTE   SIR  LES  PODAIRES  OBLIQIES; 
Par  m.  E.  PELLET, 

ÉLÈVE     DE    l'école    SORMALE. 

i.  Appelons  podaire  oblique  d'une  courbe,  par  rappoit  à  un 
point  O,  le  lieu  des  pieds,  sur  les  tangentes  à  cette  courbe,  des  droites 
partant  du  point  O  et  faisant  avec  les  tangentes  un  angle  donné  «, 
toujours  dans  le  même  sens.  Pour  avoir  toutes  les  podaires,  il  suffit 
de  faire  varier  «  depuis  o  jusqu'à  tt.  La  podaire  ordinaire  correspond 
à  a  =  90°  ;  ou  peut  l'appeler  podaire  droite. 

Soit 

X  cosO  -{- ys\nO  — /(  5)  =  o 

l'équation  d'une   tangente  à  une  coiube.  La  podaire  droite   aura 
pour  équation 

P  =/(«). 

en  prenant  l'axe  des  .r  pour  axe  polaire. 

p,,  w,,  coordonnées  polaires  d'un  point  de  la  podaire  oblique 
correspondant  à  l'angle  «,  sont  reliées  aux  coordonnées  p,  o)  du  point 
correspondant  de  la  podaire  droite  par  les  relations 

p,  Sin a  =  p,     co,  =  w  H y.; 
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par  suite,  l'équalion  de  celte  podaire  est 

psina  =/(  w  — 

Par  une  rotation  autour  du  point  O,  d'un  angle  -  —  a  on  l'amènera 
à  être  homotliélique  à  la  podaire  droite. 

2.  L' enveloppe  des  podaires  d'une  courbe  est  la  courbe  elle- 
même. 

On  aura  cette  enveloppe  en  éliminant  a  entre  les  deux  équa- 
tions 

psiniz  =/  (&J  —  -  4-  a  1  »      p  ces  a     :/'  y,) h  al  > 

f'{B)  étant  la  dérivée  de/(9);  ou  bien  entre 

ip.=/.(„-î +  »)+/■■ 


i  la„s  (ï 


/(. 


D'autre  part,  l'équation  de  la  courbe  en  coordonnées  rectangu- 
laires s'obtiendra  en  éliminant  Q  entre  les  deux  équations 

X  ces 6  +  jsinô  —  f{6)  —  o,     —  .rsinS  -i-  jcosO  —  f'{S)  —  o, 

et,  en  coordonnées  polaires,  en  éliminant  0  entre  les  deux  équations 

L'élimination  de  a  entre  les  deux  équations  (i)  conduit  évidem- 
ment à  la  même  relation  entre  p  et  w  que  l'élimination  de  ô  entre 
les  deux  équations  (2). 

3.  Soit  TM  une  tangente  à  la  courbe,  T  étant  le  point  de  contact 
cl  M  le  pied  de  l'oblique.  La  tangente  en_M  à  la  podaire  est  évidem- 


28o  BULLETIN  DES  SCIENCES 

ment  la  tangente  au  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  O,  M,  T. 


Soit  T'M'  une  tangente  infiniment  voisine,  faisant  avec  la  première 
un  angle  rfô.  Construisons  la  podaire  correspondant  à  l'angle  a.-\-da. 
et  soient  N,  Pv'les  points  où  elle  coupe  TM  et  M'T'.  Proposons- 
nous  d'évaluer  l'aire  du  parallélogramme  NMM'N'. 
Elle  est  égale  à 

NM.MM'sinNMM'. 

Or  le  triangle  MON  donne 

-...        cdcc 

^M  —  - — , 

sina 
en  posant  c  --^  OM.  Le  triangle  MTM'  donne 

MM'=    .    .,, ■■■■,> 
sinNMM' 

en  posant  t  =z  TM. 

Par  suite,  l'aire  du  parallélogramme  que  nous  désignons  par  di 

est  égale  à 

(3)  d(T  =  4^dSda:. 

sina 

4.  Supposons  que  la  courbe  donnée  soit  fermée  et  convexe,  et  le 
point  O  pris  dans  son  intérieur,  0  variera  de  o  à  2  tt  ;  par  chaque 
point  du  plan  il  passera  deux  podaires  et  l'on  pourra  mener  deux 
tangentes  à  la  courbe. 

D'après  la  valeur  précédente  de  da^  on  aura 

rd(7  /sina       sina,\ 
.     "ë"  \~t'  ~       't~  )  "     '■"  ' 

1  intégrale  s'étendant  à  tous  les  éléments  des  plans  extérieurs  à  la 
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courbe,  et  f ,  f,  étant  les  longueurs  des  tangentes  menées  par  un  point 
de  l'élément  f/a  à  la  courbe,  et  a,  a,  les  angles  que  les  directions  de 
ces  tangentes  font  avec  la  ligne  qui  joint  l'élément  d<7  au  [)oint  9. 

5.   Ou  peut  déduire  de  l'expression  (3)  de  dn  une  autre  intégrale 
plus  curieuse.  On  en  tire 

rfffsin^a  .        ,     , 
c  s,\noiaor.aB. 

Or  csina  est  la  distance  du  point  O  à  la  tangente  TiM,  que  nous 
avons  désigné  par  /  (&)  ;  et  l'on  a  par  un  théorème  connu 


f"'fiG]de  =  L, 


L  étant  la  longueur  totale  de  la  couibe  fermée.  Donc 

l'intégrale  s'étendant,  comme  précédemment,  <à  tous  les  éléments  du 
plan  extérieur  de  la  courbe.  Cette  dernière  est  indépendante  de  la 
position  du  point  O  pris  dans  l'intérieur  de  la  courbe. 


SUR  Wm  METHODE  KOUVELIE  POUR  L'ETUDE  DES  COURBES  TRKEES 
SUR  LES  SURFACES  AIGÉBRIOUES  ('  ; 

Par  m.  g.  D.4RB0U.\. 

Les  deux  Mémoires  de  .AL.  Crcmona  constilnaient  un  grand  pro- 
grès dans  l'étude  des  transformations  rationnelles  réciproques,  cl 
ils  ont  révélé,  par  rapport  à  ces  transformations,  une  foule  de 
projiositions  dont  la  notion  n'était  pas  acquise  à  la  science, 
avec  la  généralité  qu'elles  comportent.  C'est  dans  les  travaux  de 
M.  Creraona  qu'on  voit  apparaître  d'abord,  et  d'une  manière  géné- 
rale, des  courbes  de  tous  les  degrés  dont  les  points  répondent  à  un 
point  unique  de  l'autre  figure.  La  jacobienne  du  réseau  des  courbes 
d'ordre  7^,  correspondant  aux  droites  de  l'autre  ligure,  se  décom- 
pose en  courbes  plus  simples,  comme  l'avait  remarqué  M.  Hirst,  etc. 

Une  proposition  nouvelle  et  capitale  a  été  établie,  dans  ces  der- 

(')  \oit  Bulletin,  t.  III,  p.  aSi. 
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niers  temps,  sur  les  translornia lions  de  M.  Creniona.  On  a  reconnu 
qu' elles  peiweni  toutes  se  ramener  à  une  suite  de  transformatioiis 
(juadraliques.  En  d'autres  termes,  on  peut  toutes  les  réaliser  en 
empIo}"ant  suecessivement  et  d'une  manière  convenable  l'iiomo- 
grapliie  et  la  transformation  j)ar  rayons  vecteurs  réciproques.  C'est 
là  assurément  un  fait  important  ;  mais  nous  ne  savons  à  qui  en  at- 
tribuer la  découverte.  M.  JNùtlicr  l'a  publié  le  5  janvier  1870,  dans 
une  Note  des  Gottinger  Nnchrlcliten,  et  il  a  plus  tard  donné  sa 
démonstration  dans  un  Mémoire  important  inséré  au  tome  III  des 
Matlienialische  Annalen.  D'autre  part,  M.  Caylev,  dans  un  INIé- 
moire  sur  lequel  nous  aurons  à  revenir,  et  qui  a  été  publié,  en  mai, 
dans  les  Proceediiigs  de  la  Société  Mathématique  de  Londres, 
annonce  que  ce  théorème  a  été  rencontré  par  M.  CHlford.  Du  reste, 
le  Mémoire  de  M.  Cayley  avait  été  présenté  à  la  Société  dans  la 
séance  du  11  mars  1869,  et  nous  voyons  que,  dans  cette  séance, 
M.  CliÛ'ord  a  fait  une  Communication  sur  les  transformations  qua- 
dratiques. Enfin  M.  Rosanes,  dans  un  Mémoire  publié  dans  le 
tome  LXXIIl  du  Journal  de  Borchardt,  indique  la  même  proposi- 
tion comme  nouvelle,  et  il  est  clair  que  les  trois  géomètres  dont  nous 
venons  de  citer  les  noms  ont  fait  et  publié  leurs  recherches  d'une 
manière  absolument  indépendante.  Nous  ne  devons  pas  d'ailleurs 
regretter  cette  coïncidence,  car  elle  nous  a  valu  deux  démonstrations 
élégantes ,  celle  de  M.  Nôther  et  celle  de  INI.  Rosanes.  Nous  ne 
connaissons  pas  celle  du  géomètre  anglais,  M.  Clilford,  et  même,  si 
nous  en  croyons  des  renseignements  qui  nous  ont  été  donnés, 
M.  Clidbrd  n'avait  été  conduit  (pic  par  l'induction  à  la  proposition 
([ue  nous  venons  de  signaler. 

Un  fait  des  plus  intéressants  avait  été  laissé  de  côté  dans  les  arti- 
cles jjrécédents.  Pour  le  faire  mieux  comprendre,  et  pour  compléter 
ces  articles,  nous  allons  faire  connaître  les  tables  de  MM.  Cremona 
et  Cayley,  donnant  les  transformations  jusqu'au  10^  ordre  ('). 

n  désigne  l'ordre  de  la  transformation,  qui  est  aussi   celui  de 

la  transjorination  réciproque  ; 
«,  est  le  nombre  de  points  multiples  d'ordre  /. 

Les  nombres  mis  au  bas  du  tableau  indiquent  les  numéros  d'ordre 
servant  à  désigner  les  transformations. 

(')  Nous  extrayons  ces  Inliles  du   Mémoire  déjà  cilé  de  M.  C.ijley. 
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H  y  a  dans  ce  tableau  des  transformations  réunies  par  couples,  au 
moyen  d'accolades  :  ce  sont  les  transformations  conjuguées  ou  réci- 
proques. Dans  les  autres,  le  nombre  de  points  multiples  de  même 
espèce  est  le  même  pour  la  transformation  directe  et  la  transforma- 
tion réciproque. 

Mais  on  remarque  que,  quand  les  transformations  directes  et  in- 
verses ne  présentent  pas  les  mêmes  nombres  de  points  multiples  de 
chaque  espèce,  cependant  les  deux  séries  de  nombres  sont  les  mêmes, 
quoique  leur  ordre  ne  soit  pas  le  même. 

Ainsi,  pour  les  deux  transformations  conjuguées  du  6'  ordre,  on 
a45  ï3  pour  les  deux  transformations.  Mais,  pour  l'une,  4  est  le 
nombre  des  points  simples  fondamentaux;  pour  l'autre,  c'est  le 
nombre  des  points  doubles. 

Ce  fait  curieux  avait  été  signalé  par  INI.  Cremona;  M.  Clebscli  en 
a  donné  une  belle  transformation  dans  un  court  article  inséré  au 
tome  IV  des  Mathematische  Annalen  (Zur  Théorie  der  Cremo- 
na  schen  Transforinnliouen,  p.  49o)- 

[A   suiwre.) 


SOTICE  SIR  LA  VIE  DE  JEAN-UGISTE  CRQERT. 

J.-A.  Grunert  naquit  le  y  février  1797  à  Halle-sur-la-Saale,  où 
son  père  exerçait  la  profession  d'imprimeur.  11  suivit  les  classes  du 
Paedagogium  de  l'Orphelinat  de  cette  ville,  et  y  étudia  les  Mathé- 
matiques, principalement  sous  la  direction  de  Mollvveide.  Se  desti- 
nant à  l'architecture,  il  se  fit  inscrire,  en  i8i5,  à  l'Université  de 
Halle,  où  professait  alors  le  célèbre  Jean-Frédéric  PfalT.  Bientôt, 
cependant,  attiré  par  la  réputation  de  Gauss,  il  partit  pour  Gœt- 
lingue,  ayant  déjà  renoncé  à  la  carrière  d'architecte,  pour  se  consa- 
crer définitivement  à  l'étude  des  Mathématiques.  Le  20  octobre  1820, 
il  obtint,  devant  la  Facidté  de  Philosophie  de  l'Université  de  sa  ville 
natale,  le  grade  de  docteur,  après  un  examen  soutenu  cum  laude, 
et  dans  lequel,  ainsi  que  sa  dissertation  :  De  resolutione  functionum 
fractarum  in  fractiones  simplices  partiales,  le  diplôme  porte  que 
doctrince  soliditalein  et  copiant  abunde  probaverat.  Cette  disser- 
tation a  été  publiée  plus  lard  (1822  ,  avec  d'autres  Mémoires,  à 
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Altona,  sous  le  titre  :  Matheniatische  ^dbhandlungen.  Erste 
Samtnlung. 

Peu  de  temps  après  sa  réception,  pendant  uu  voyage  qu'il  faisait 
pour  sa  santé  (Pâques  1821),  Grunert  fut  déterminé  par  le  Consis- 
torial  iind  Schulrath  Matthias,  de  Magdebourg,  à  accepter  une 
cliaire  de  Mathématiques  et  de  Physique  au  gymnase  de  Torgau,  où 
il  fut  installé  le  3o  avril  1821.  Là  il  dut  renouveler  de  fond  en 
comble  tout  l'enseignement.  En  même  temps,  il  occuj)ait  k  Torgau 
la  place  de  professeur  à  l'Ecole  militaire  delà  6°  division  et  celle  de 
membre  de  la  Commission  militaire  d'examen.  En  1827,  il  devint 
professeur  titulaire. 

A  Pâques  1828,  il  fut  envoyé  comme  professeur  de  Mathémati- 
ques au  gymnase  de  Brandebourg-sur-la  Havel.  C'est  là  qu'il  termina 
le  Dictionnaire  de  Kliigel,  déjà  continué  par  son  ancien  maître 
MoUvveide.  C'est  vers  la  même  époque  qu'il  rédigea  ses  «  Traités  à 
l'usage  des  classes  moyennes  et  supérieures  des  gymnases  »,  Traités 
dont  quelques-uns  ont  eu  jusqu'à  présent  sept  éditions. 

Ses  travaux  avaient  attiré  sur  lui  l'attention  à  Berlin,  celle  du 
Schulrath  Schulz  ;  si  bien  qu'à  l'automne  de  i833  il  fut  nommé 
professeur  ordinaire  à  l'Université  de  Greifsvvald,  où  il  a  enseigné 
pendant  près  de  trente-neuf  années.  11  succédait  à  Jean-Charles 
P'ischer  (mort  en  mai  i833).  Le  4  novembre  i833,  il  entra  au  Sénat 
de  l'Université.  Quand  il  arriva  à  Greifswald,  aucun  des  fonction- 
naires ne  savait  rien  de  sa  nomination,  dont  lui-même  apporta  la 
première  nouvelle. 

Lorsque,  en  i838,  fut  fondée  l'Académie  d'Agriculture  d'EIdena, 
il  y  fut  chargé  de  tout  l'enseignement  des  Mathématiques  pures  et 
appliquées.  Ce  n'est  que  dans  les  dernières  années  de  sa  vie  qu'il 
renonça  à  cette  fonction,  devenue  trop  laborieuse  pour  lui. 

Jusqu'au  milieu  de  l'année  1860,  il  fut  le  seul  représentant  des 
Mathématiques  à  l'Université  de  Greifswald,  bien  que  depuis  long- 
temps il  ne  cessât  de  solliciter  la  nomination  d'un  second  profes- 
seur. En  i838,  on  était  entré  en  négociations  avec  lui  pour  lui  faire 
accepter  la  chaire  d'Astronomie  à  l'Université  de  Bonn 5  mais  ces  né- 
gociations n'aboutirent  pas. 

En  i8a8  eut  lieu  le  vingt-cinquième  anniversaire  de  l'entrée  de 
Grunert  comme  professeur  au  Sénat  de  Greifswald.  Le  3  novembre, 
veille  de  ce  jour,  les  étudiants,  ses  élèves  en  tète,  exécutèrent  en 
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sou  lionneur  une  marche  soleunelle  aux  flambeaux,  et  lui  présen- 
tèrent une  adresse  de  félicitations,  avec  une  couronne  de  laurier  en 
argent . 

Le  juliilé  cinquantenaire  de  son  doctorat,  le  4  octobre  1870,  fut, 
à  cause  des  événements,  fêté  seulement  dans  un  cercle  très-étroit. 
Naturellement,  l'Université  de  Halle  avait  renouvelé  son  diplôme; 
le  roi  lui  conféra  en  même  temps  l'ordre  de  l'Aigle  rouge  avec 
la  rosette.  Par  contre,  le  jubilé  de  son  entrée  en  fonctions ,  le 
3o  avril  1871,  fut  célébré  avec  éclat.  La  veille  au  soir,  il  y  eut  une 
marche  aux  tlaml^eaux.  Le  jour  même,  vinrent  de  nombreuses  dé- 
putations,  de  la  ville  et  du  dehors.  Ses  élèves  lui  offrirent  un  su- 
perbe album  de  photographie  avec  leurs  portraits. 

Cependant  il  ne  lui  restait  guère  plus  qu'une  année  pour  exercer 
son  infatigable  activité.  Le  7  juin  1872,  après  une  courte  maladie, 
il  est  mort  dans  les  bras  de  la  seide  fille  qui  lui  restât. 

Grunert  s'était  marié  deux  fois;  il  a  vu  ses  deux  épouses  descendre 
avant  lui  au  tombeau.  Son  fils  unique  avait  succombé  aux  suites  des 
fatigues  de  la  campague  de  Bohème  en  1866;  déjà  auparavant  il 
avait  perdu  sa  fille  la  plus  jeune.  11  ne  lui  restait  plus,  dans  les  der- 
nières années  de  sa  vie,  que  sa  fille  ainée,  objet  chéri  de  son  affec- 
tion. 

Pour  ses  élèves,  Grunert  était  plutôt  un  ami,  un  guide  paternel 
qu'un  maître  sévère.  Son  enseignement  était  clair  et  précis;  il  avait 
mis  à  profit,  pour  le  perfectionnement  de  sa  méthode,  le  temps 
qu'il  avait  passé  k  professer  dans  les  gymnases.  Sa  riche  bibliothèque 
était  toujours  ouverte  à  ses  élèves,  et  compensait  les  lacunes  consi- 
dérables de  la  bilîliothèque  de  l'Université. 

Grunert  était  d'une  taille  élevée,  avec  un  léger  embonpoint.  Dès 
sa  jeunesse,  sa  tète  avait  grisonné,  et  l'auteur  de  cette  jNotice  ne  l'a 
jamais  connu  qu'avec  des  cheveux  blancs.  Son  visage,  sillonné  de 
rides,  témoignait  à  la  fois  de  sa  bienveillance  pour  tous  et  de  sa  pro- 
fonde intelligence.  11  était  d'une  rare  activité,  comme  le  prouvent 
ses  nombreux  écrits,  dont  le  chiffre  total  doit  dépasser  cinq  cents. 
Sa  distraction  était  le  petit  jardin  derrière  sa  maison.  Quand  on  ne 
le  trouvait  pas  dans  son  hospitalière  chambre  de  travail,  c'est  au 
milieu  de  ses  chères  fleurs  qu'on  était  sûr  de  le  rencontrer. 

Maxijiiliek  Curtze. 

Thorn,  le  19  juillet  1872. 
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Grunert  élail  iiiombrc  des  Académies  des  Sciences  de  \  iciine,  de 
Municli,  de  Stockholm,  d'Upsala,  de  Prague,  de  Pcst,  de  Cracovie, 
d'Erfurt,  de  la  Société  des  Sciences  de  Gôrlitz,  de  la  Société  des 
Sciences  jjliysiques  et  naturelles  de  Bordeaux,  de  la  Société  Pliysio- 
graphique  de  Lund,  de  la  Société  dunkerquoise  pour  l'encourage- 
ment des  Sciences,  de  la  Société  Mathématique  de  Hambourg,  de  la 
Société  Coperniciennc  des  Sciences  et  Arts  de  Thoin,  de  la  Société 
de  .Alathématiques  d'Llm,  de  la  Société  Astronomique  de  Leipzig, 
des  Sociétés  des  Aaturalistes  de  Dan/>ig,  de  Halle,  de  Marbourg,  de 
Leipzig. 

En  1866",  il  obtint  le  titre  de  Conseiller  intime  de  régence.  11 
était  décoré  de  l'Aigle  rouge  de  Prusse  de  3°  classe  avec  la  rosette  5 
Chevalier  de  l'ordre  impérial  de  François- Josepli,  de  l'ordre  royal 
de  l'Étoile  polaire  de  Suède,  de  l'ordre  royal  italien  de  Saint-Mau- 
rice et  Lazare;  OHicier  de  l'ordre  de  la  Couronne  d'Italie  et  de 
l'ordre  grand-ducal  badois  du  Lion  de  Ziihringen . 
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REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

DECIMA  RIYISTA  DI  GIORNALI,  presentata  al  R.  Istituto  Ye- 
neto,  Gennajo  1870-Maggio  1871,  dal  prof.  Giusto  Bellavitis, 
membro  eûettivo  dul  R.  Istituto  Veneto  di  Scienze,  Leltere  ed 
Arti  (Estratto  dai  vol.  XV-XVI,  série  III,  degli  Atti  dell'  Istituto 
stesso)  ('). 

A  une  époque  où  ni  la  France,  ni  rAllemagne  n'avaient  de  pu- 
blications consacrées  au  compte  rendu  et  à  l'analyse  des  dili'érents 
travaux,  !M.  le  professeur  G.  Bellavitis,  bien  connu  des  géomètres, 
avait  songé  à  combler  cette  lacune  en  publiant  régulièrement,  comme 
annexe  aux  Actes  de  l'Institut  Vénitien,  des  comptes  rendus  plus 
ou  moins  développés  des  analyses  des  autres  journaux.  La  dixième 
Hei'ue,  que  nous  avons  sous  les  yeux,  et  qui  d'ailleurs  parait 
plus  étendue  que  les  précédentes,  comprend  227  pages  in-S",  con- 
sacrées surtout  à  l'analyse  des  travaux  d'Algèbre  et  de  Géométrie, 
païus  dans  les  dillérents  pays.  Grâce  aux  travaux  et  aux  puljliea- 
tions  de  M.  Hoùel,  le  calcul  des  équipollences  est  enfin  connu  et 
apprécié  en  France;  aussi  M.  de  Bellavitis  note-t-il  avec  une  .satis- 
faction bien  légitime  les  différents  articles  dans  lesquels  des  profes- 
seurs distingués  appliquent  les  principes  de  ce  calcul  à  la  solution 
des  questions  d'Algèbre  ou  de  Géométrie.  Pour  donner  une  idée  des 
articles  analysés,  nous  citerons  les  suivants  : 

Catalan.  —  Note  sur  la  partition  des  nombres.  {4  p.) 

Laisant,  Lionnet,  Brocard,  Fermât,  Françoise  (I.),  Transon,  Fouret,  La- 
guerre,  Genocchi,  Ermansea,  Picart,  Baebr,  Weyr.  (Questions  des  Noufelles 
Annales.) 

HousEL.  —  Deux  figures  homographiques  peuvent-elles  être  placées  de  ma- 
nière à  devenir  homologiques  ?  (  Nouvelles  Annales.) 

Marsano  (G.-B.).  —  Sur  la  loi  des  dérivées  générales  des  fonctions  de  fonc- 
tions et  sur  la  théorie  de  la  partition  des  nombres. 

Bellavitis.  —  Analyse  des  probabilités. 


(')  Dixième  Revue  des  Journaux,  présentée  à  l'Institut  royal  Vénitien  (janvier  1S70- 
inai  1871),  par  M.  le  professeur  G.  Bellavitis,  Membre  titulaire  de  l'Institut  royal 
Vénitien  des  Sciences,  Lettres  et  Arts.  (Extrait  des  t.  XV  et  XVI,  3"  série  des  Acte 
de  cet  Institut.) 

Bull,  des  Sciences  machém.  et  astron.,  t.  III.  (Octobre  1873.)  IQ 
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Cassani  (P.)-  —  Sur  la  conique  des  neuf  points  et  des  neuf  droites.  (Ghrnnte 
di  Miitcmiitiche,  18G9.) 

FoHTi  (A.).  —  Tables  de  logarithmes. 

Vantin.  —  Des  méthodes  abrégées  pour  extraire  les  racines.  (  Pmgrtimme  rie 
l'Ecole  technique  de  P^icence.) 

Marsano.  —  Note  sur  une  question  de  position  des  nombres. 

Griffiths  (W.-H.-B.),  Lemoine.  —  Sur  les  cercles  et  points  remarquables  du 
triangle.  (Article  suivi  d'une  nomenclature  complète  relative  aux  cercles  des 
neuf  points  et  aux  questions  qui  s'y  rattachent. 

Belthami.—  Recherches  sur  la  Géométrie  des  formes  cubiques.  [Mémoires  de 
l'Institut  de  Bologne.) 
Gerono.  —  Propriétés  d'un  déterminant. 
Elus.  —  Formules  d'Algèbre.  [Quart.  Journal.) 
'Vallès  (F.).  —  Des  formes  imaginaires  en  Algèbre. 
ZuHRiA.  —  Sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 
Betti.  —  Sur  les  espaces  à  un  nombre  quelconque  de  dimensions. 

Nous  avons  reçu  aussi  deux  livraisons  de  la  undecima  Rivista; 
nous  en  rendrons  compte  C|uand  le  Volume  sera  terminé. 

G.  D. 

ZEITSCHRIFT  riJR  Mathematik  umd  Physik,  herausgegcbcn  von 
D"'  O.  ScHLÔMiLCH,  D""  E.  Kahl,  und  D''  M.  Cahtor  ('). 

T.  XVI;  1871. 

Hegeu  (R.).  —  Formules  fondamentales  de  la  Géométrie  de 
l'espace  en  coordonnées  homogènes  (Addition  à  un  Mémoire  pré- 
cédent, t.  XV  du  même  Journal).  (4i  p.) 

Friedlein  (G.).  —  Le  Calcul  de  f^ictorius.  (87  p.) 
Cette  étude  historique  est  le  complément  de  travaux  publiés  par 
l'auteur  au  tome  IX  du  même  Journal. 

Weyh  (Em.).  — Sur  les  courbes  algébriques  dont  les  points 
sont  en  relation  uniforme  avec  une  variable.  (3  p.) 

L'auteur  considère  les  courbes  pour  lesquelles  les  coordonnées 
de  chaque  point  s'expriment  en  fonction  rationnelle  d'un  paramètre 

(•)  \oir  Eul/eliri,  t.  I,  p.  5>). 
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X,  et  il  fait  remarquer  qu'entre  les  trois  valeurs  de  1  correspon- 
dant à  trois  points  en  ligne  droite  il  doit  y  avoir  une  équation 

C'est  de  cette  équation  que  l'auteur  déduit  plusieurs  propositions 
connues  sur  les  tangentes  doubles,  les  points  d'inflexion  de  ces 
courbes. 

Schubert  (H.).  —  Propriétés  élémentaires  relatives  au  triangle. 

(6  p.) 

11  s'agit  du  cercle  des  9  points  et  de  questions  C]ui  s'y  rattachent. 

Fni'jLicH  (O.).  —  Sur  la  théorie  de  la  température  terrestre. 

(23  p.) 

L'auteur  reprend  et  développe  les  méthodes  que  Poisson  et 
Tralles  ont  données  pour  déterminer  cette  température.  Le  travail 
se  termine  par  la  comparaison  de  ces  deux  méthodes. 

Wiener  (Chr.).  —  Sur  la  rectification  mécanique,  aussi  exacte 
que  possible,  d'un  arc  déterminé,  comme  application  des  principes 
du  calcul  des  probabilités.  (12  p.) 

KiJTTERiTzscH  (Th.).  —  Solution  du  prohlème  général  de  l'é- 
lectrostatique. (21  p.) 

L'auteur  a  développé  ses  recherches  dans  un  Ouvrage  dont  nous 
rendrons  compte. 

ThomAe  (J.).  —  Intégration  de  l'équation  aux  différences 

(n  -l-x. -(-  i)  («  -H  X  -1-  i)  A^cp(«)  -(-  (a  -i-  6n)  A(p  («)  -H  f9(M)^  o. 
(i2p.) 

FRiscH.itJF  (J.).  — ■  Tliéorie  des  Jaisceaux  de  rayons  dans  l'es- 
pace. (4  p.) 

Affolter  (G.).  ■ —  Problème  de  Géométrie.  (2  p.) 
Etant  données  quatre  sphères,  en  construire  une  cinquième  qui 
coupe  les  quatre  premières,  chacune  sous  un  angle  donné. 

Jordan  (W.).  —  Sur  l' intercalation  d'un  point  trigonométrique 
dans  un  réseau  donné  de  triangles,  d'après  la  méthode  des  moin- 
dres carrés.  (4  p) 

>9- 
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Stolz  (O,).  —  Di'veloppenienl  analytique  des  formules  fond  a- 
ijientales  de  la  Trigonométrie  sphériijue  avec  une  entière  géné- 
ralité. (i2  p.) 

On  sait  que  les  formules  de  la  Trigonométrie,  telles  qu'on  les 
donne  habituellement,  ne  s'appliquent  qu'aux  triangles  dont  les 
côtés  sont  inférieurs  à  2  droits.  D'un  autre  côté,  on  adopte  en  Géo- 
métrie analytique  des  conventions  relatives  aux  signes,  et  qui  ne 
l'orment  pas  toujours,  avec  les  précédentes,  un  ensemble  satisfaisant. 

L'auteur  établit,  sans  aucune  restriction,  toutes  les  formules,  en 
les  déduisant  de  la  Géométrie  analytique.  On  pourra  consulter  à  ce 
sujet  la  Theoria  motus  de  Gauss  et  im  Ouvrage  plus  récent  de 
-Mobius  [Leipziger  Berichte,  1860;  p.  02  et  suiv.). 

BicHMA.NN  (P).  —  Sur  la  théorie  des  formes  quadratiques. 
(•op.)       _         _ 

Exposition  simple  et  élémentaire  des  propriétés  importantes  des 
l'ormes  quadratiques  binaires.  L'auteur  renvoie  fréquemment  aux 
excellentes  Leçons  de  Dirichlet,  dont  nous  avons  rendu  compte. 

ÎNIosT  (R-). —  Sur  V application  du  Calcul  différentiel  à  indices 
quelconques  à  l'intégration  des  équations  difféi'entielles.  (26  p.) 

L'auteur  commence  par  démontrer  et  développer  les  principales 
propositions  établies  par  M.  Liouville,  et  en  dernier  lieu  par 
.M.  Griinwald  (t.  Xll  du  Journal).  Il  fait  ensuite  l'application  de 
ces  propositions  à  la  série  liypcrgéométrique  de  Gauss,  et  à  une 
('•quation  plus  générale  d'ordre  m  qu'il  a  déjà  traitée  dans  le  tome  XV 
(lu  Journal. 

ScHE^•DEL  (L.).  —  Sur  la  théorie  des  séries.  (17  p.) 

Il  s'agit  de  propositions  présentant  des  analogies  avec  les  séries 
lie  Taylor  et  de  IMaclaurin,  et  se  rajjportant  à  une  fonction  continue 
(juelconque. 

Matthiesseîv  (L.).  —  Sur  l'intégrale  de  l'équation 

d'Y   ,  d'Y  _ 
dx-       dy- 
(np.) 

MoHE.  —  Sur  réchauffement  des  gaz  par  la  compression  et 
leur  refroidissement  j>ar  la  dilatation.  (11  p.) 

.Steinschiseideh  (^I.)-  —   Copernic,    d'après   le  jugement   de 
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David  Gans,   astronome  juif,  (jui  a  été  en  relation  avec  Tycho 
Brahé.  (i  p.) 

Fkiedleik. —  ylddition  au  Mémoire  sur  le  Calcul  de  f  ictorius. 

Grelle  (Fr.).  —  Note  sur  i intégration  de  la  dijjérentielle 

a  -i-  bx  -i-  .  . .  -h  px"  dx 

A  -t-  B^  +  . . .  -H  P^"-  y/st-i-p^CH-yx'' 

(3  p.) 

Enneper  (A.).  —  Condition  pour  que  trois  cercles  se  coupent 
en  un  point.  (2  p.) 

ScHLOMiLCH  (O.y.  —  Sur  la  fraction  continue  qui  représente 
tangz.  (2  p.) 

ScHLÔMiLCH  (O.}.  —  Sur  un  développement  en  Jraction  con- 
tinue des  fonctions  euléiiennes  incomplètes.  (2  p.) 

RosAjVes  (J.\  —  Remarques  sur  une  équation  différentielle  de 
Jacobi.  (6  p.) 

HoLZMiJLLER  (G.).  —  Sur  la  représentation  logarithmique  et 
les  systèmes  de  courbes  orthogonales  qui  s' en  déduisent.  (i2  p.) 

SMatthiessen  (L.).  — Sur  les  lois  du  mouvement  et  de  l'apla- 
tissement des  ellipsoïdes  homogènes  en  équilibre  et  sur  les  chan- 
gements  qui  résultent    d'une   expansion  ou  d'une  condensation . 

(34  p.) 

A^esely  (J-)-  —  Solution  analytique  et  géométrique  de  quel- 
ques problèmes  de  Photométrie,  et  description  d' un  nouveau  pho- 
tomètre, (ly  p.) 

Enneper  (A.).  —  Remarq ues  sur  quelques  théorèmes  de  Géo- 
métrie. (12  p.) 

Il  s'agit  de  la  construction  de  tangentes  à  des  courbes  décrites  par 
le  mouvemeut  d'une  Ggure  de  grandeur  invariable. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  involutions  du  degré  supérieur .  [\  p.] 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  courbes  rationnelles.  [1  p.) 

Steinschneider  (M.).  —  Sur  le  Spéculum  astronomicum  d' .11- 
bert  le  Grand  et  sur  les  écrits  qui  s'y  rapportent.  (4o  p.) 


294  BULLETIN  DES  SCIENCES 

JoKDAN  (W.).  —  Sur  le  degré  d' exactitude  des  opérations  géo- 
désiques  simples.  (3i  p.) 

Thomae(J.).  — Intégration   d'une  équation  aux   différences. 

Suite  du  Mémoire  indiqué  plus  haut. 

Weyr  (Em.). —  Sur  les  nornudes  aux  courbes  du  second  ordre. 
6  p.) 

Zetzsche.  —  Reclierclie  des  axes  parallèles  pour  lesquels  un 
pendule  possède  la  même  durée  d'oscillation.  (3p.) 

HouNSTEiN.  —  Sur  la  relation  entre  le  magnétisme  terrestre  et 
la  rotation  du  Soleil,  (i  p.) 

BuRMESTEU  (L.) .  —  Principes  de  la  perspccti^'e  parallèle  oblique. 
('2p.) 

Hamburger  (ÏM)-  —  Sur  le  dèi'eloppement  des  fonctions  algé- 
briques en  série.  (3o  p.) 

Les  reclicrclies  de  l'auteur  se  rapportent  aux  importants  travaux 
de  M.  Puiseux  sur  les  fonctions  algébriques. 

MoHR.  —  Sur  les  rapports  de  la  force  rcfractis'e  et  de  la  nature 
chimique  des  corps.  (19  p.) 

MoHR.  —  Sur  Vincombustibilitè  des  fils  d\iraignée  placés  au 
foyer  d^une  lentille,  (a  p.) 

Veltmakn  (W.).  —  Contiibution  à  la  théorie  des  détermi- 
nants. (10  p.) 

Becrer  (J.-C).  —  Sur  un  théorème  fondamental  de  la  théorie 
des  déterminants,  (j  p.) 

Critiques  adressées  avec  beaucoup  de  justesse  à  la  plupart  des 
auteurs  sur  la  démonstration  de  ce  théorème  :  la  valeur  d'un  déter- 
minant ne  change  pas  quand  on  échange  les  lignes  et  les  colonnes. 

Becker  (J.-C).  — Petites  remarques  de  Géométrie,  (jp) 

MoHR.  —  Détermination  de  la  chaleur  spécifique  sous  volume 

constant.,  et  expression  de  —  déduite  de  la  théorie  mécanique  de 

la  chaleur,  (i  p.) 
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Le  Zeitschrifl  contient,  en  dehors  des  articles  originaux  qui  pré- 
cèdent, une  partie  très-intéressante,  analogue  au  Bulletin  que  Ter- 
qucm  a  publié  pendant  quelques  années  dans  les  Noiwelles  An- 
nales. Ce  Bidletin  contient  uneliNte  de  livres  nouveaux  de  Pliysique 
et  de  Mathématiques,  semblable  à  celle  que  nous  donnons  à  la  fin 
de  nos  numéros.  Deux  fois  jjar  an,  les  rédacteurs  publient  une  liste 
des  Mémoires  parus  dans  les  années  précédentes,  rangés  par  ordre 
de  matières,  et  sans  compte  rendu.  Enfin  la  partie  principale  est 
consacrée  aux  ouvrages  de  Mathématiques  et  de  Physique  parus  dans 
l'année.  Citons  les  ouvrages  suivants  : 

Der  Inqiiisitionsprocess  des  Galileo  Galilei,  E.  Woulwill.  —  Il  Processo 
Galileo,  Giierardi. 

Die  Géométrie  und  die  Geometer  vor  Euklides,  Bretschneider. 

Die  Sterblichkeit  in  Sachsen,  F.  Knapp. 

Vorschule  und  Anfangsgriinde  der  descriptiven  Géométrie,  Scherling. 

Lehrbuch  der  neueren  Géométrie,  Staudigl. 

Die  Hauptaufgaben  der  descriptiven  Géométrie  in  stereoskopisclien  Figuren 
dargestellt,  Schlotke. 

Ueber  ein  einfaches  Coordinatensystem  der  Gcraden,  W.  Unverzagt. 

Die  Grundziige  der  graphisclien  Rechnens  und  der  graphischen  Statik,  G. 
V.  Ott. 

Théorie  der  Bewegung  und  der  Krafte,  Schell. 

Untersuchungen  iiber  die  Dioptrik  der  Linsensysteme,  Zinken-Sommer. 

Die  Atome  und  ilire  Bewegungen,  G.  Hansemann. 

Matliematische  Géographie,  Hoffmann. 

Die  Spectralanalyse  in  ihrer  Anwendung  auf  die  StolTe  der  Erde  und  die 
Natur  der  Himmelskijrper,  Schei.len. 


COMPTES  RENDUS  hebdomadaires    des  séances  de  l'Académie 
des  Sciences. 

T.  LXXIV,  1872.  (Janvier- Juin.) 
N°  15.  Séance  du  8  aYiil  1872. 

SiLBEKMANN  (J.).  —  Suite  au  Mémoire  sur  les  lois  des  marées 
atmosphériques  et  les  conséz/uences  t/u'o/i  peut  en  tirer  au  point  de 
vue  du  système. 
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Jordan  (C).  —  Recheiclies  sur  les  substitutions. 

CoMBESCtJRE  (Ed.).  —  Sur  uji  sjstènie  particulier  d' équations 
aux  différences  partielles. 

\  oici  la  proposition  énoncée  et  démontrée  par  M.  Combescure  : 
«  Si  :;,,  -5,.  . .,  r„  sont  des  fonctions  inconnues  des  variables  in- 
dépendantes Xi,  .Tj,. . .,  j"„,  et  que  X,,  X,,. . .,  X„,  Z,,  Z,,.. .,  Z„ 
soient  des  fonctions  données  quelconques  de  toutes  ces  quantités: 
si  l'on  a  le  système 


Oxt       '  '  dx.       '    '       '  "  dx„ 
Ox,       '  '  dx,  "  dx„ 


I    X,   —  +  X,^-..,  +  X„'-^=:Z„ 

\        àx,  dx,  "  dx „         °" 

on  intégrera  complètement  les  équations  aux  dillérences  ordinaires 

dXi dx, dx„ dzt dz, dz„ 

Soient 

a,=f„     0,=/:,...,     ap=zfj„     où     pz=m-hn  —  j, 

les  intégrales,  résolues  par  rapport  aux  constantes  que  cette  inté- 
gration introduit.  Le  système  intégral  des  équations  (i)  est  repré- 
senté par 


où  «fi,  s» o,„  désignent  des  fonctions  arbitraires.   » 

X°  16.  Séance  da  13  avril  1872. 

BoussiNESQ  (J.).  —  De  l'influence  des  forces  centrifuges  sur 
l'écoulement  permanent  dans  les  canaux  prismatiques  de  grande 
Icu-geur. 

Saim-\  E?iA3>T  (»e).  —  Plasticodynanùque.  Sur  l'intensité  des 
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forces  capables  de  déformer,  avec  continidté,  des  blocs  ductiles, 
cjliridri(/ues,  pleins  ou  éi'idés,  et  placés  dans  dii'CJ'ses  circon- 
stances. 

LoEWY. —  Note  sur  la  découverte  de  deux  nouvelles  planètes 
@et@.  ^  ^ 

Ces  planètes,  à  peu  près  de  la  onzième  grandeur,  ont  été  décou- 
vertes, la  planète  @  par  M.  Paul  Henry,  le  g  avril,  à  Paris  ;  la  pla- 
nète @  par  ]M.  Borrelly,  le  10  avril,  à  Marseille. 

CoMBEScuRE  (Ed.).  —  Sur  un  procédé  d'intégration,   par  ap- 
proximations successives,  d'une  certaine  éijuation  de  la  Plastico- 
.  dynamique. 

Il  s'agit  de  l'équation 

N°  17.  Séance  du  22  avril  1872. 

Faye.  —  Sur  les  études  photographiques  du  Soleil  récemment 
entreprises  à  V  Observatoire  de  V Infant  Don  Luiz. 

Saint-Venant  (de).  —  Sur  un  complément  à  donner  à  une  des 
équations  présentées  par  M.  Levy  pour  les  mouvements  plastiques 
qui  sont  symétriques  autour  d  un  même  axe. 

Il  s'agit  dans  cette  Note  de  la  troisième  des  six  équations  posées 
pour  la  Dynamique  des  solides  plastiques,  dans  le  cas  où  tout  reste 
sym.étrique  autour  d'un  axe  fixe  ('). 

Cette  équation  de  condition  ne  convient  que  lorsque  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  pressions  normales  sont  dirigées  l'une 
et  l'autre  dans  le  plan  méridien  du  point  considéré,  ce  qui  n'a  pas 
toujours  lieu  5  elle  doit  être  remplacée  par  une  équation  de  condi- 
tion pouvant  convenir  aux  trois  cas  possibles,  dont  un  seul  a  été 
considéré  par  M.  Levy. 

Secchi  (le  P.).  —  Sur  quelques  particularités  de  la  constitution 
du  Soleil. 

Joudan  (C).  —  Sur  les  formes  réduites  des  congruences  du 
1'  degré. 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  XVl,  2^  série,  p.  3oS, 
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M.  Jordau  se  propose  de  résoudre  la  question  suivante  ; 

«  Déterminer  le  nombre  des   solutions  de  la    congruence    du 

2"^  degré  à  m  inconnues 

1  ttn XrX,^o[ mod.  M ), 

où  M  est  un  entier  quelconque.    » 

VoLPicELLi  (P.).  —  Solution  complète  du  problème  relatif  au 
cawalier  des  échecs. 

Tarry.  —  Réclamation  de  priorité  pour  la  théorie  de  l'origine 
solaire  des  aurores  magnétiques. 

N°  18.  Séance  du  29  avril  1872. 

ChAsles.  —  Théorèmes  relatifs  aux  obliques  menées  par  les 
points  d'une  courbe  sous  des  angles  de  même  grandeur . 

M.  Chasles  présente  d'abord  un  aperçu  historique,  qu'il  est  utile 
de  faire  connaître  : 

«  On  mène  en  chaque  point  d'une  courbe  U„,  d'ordre  /«,  une 
oblique  sous  un  angle  de  grandeur  donnée,  compté  à  partir  de  la 
tangente,  dans  un  sens  de  rotation  déterminé.  Ces  obliques,  qui 
offrent  une  généralisation  des  normales,  ont  été  considérées  en  pre- 
mier lieu,  il  y  a  plus  d'un  siècle  et  demi,  par  Réaumur  (').  Leur 
courbe  enveloppe  a  été  appelée  alors  par  Fontenelle  développée 
imparfaite  (*).  Réaumur  démontre  que  le  point  où  l'oblique  d'un 
point  a  de  U,„  touche  la  courbe  enveloppe  est  situé  sur  le  cercle 
dont  le  diamètre  est  le  rayo"n  de  courbure  au  point  a  ;  il  donne,  en 
outre,  l'expression  analytique  de  la  distance  du  point  de  contact 
au  point  a.  Au  commencement  de  ce  siècle,  Lancret  a  nommé  ces 
courbes  déi'eloppoïdes,  et  en  a  étendu  la  conception  aux  courbes  à 
double  courbure  (')  ;  il  suppose  que  par  tous  les  points  d'une  courbe, 
plane  ou  à  double  courbure,  on  mène  des  droites  qui  se  rencontrent 
deux  à  deux  consécutivement,  en  coupant  la  courbe  sous  un  angle 
constant  5  ces  droites  sont  les  tangentes  de  la  déi^eloppoïde,  ligne 
plane  ou  à  double  courbiu-e,  suivant  que  la  proposée  est  elle-même 


(')   Mémnires  de  V .-Icridéiuie  des  Sciences,  amu'o  1709,   p.    1^9,  l85. 

(')  Histoire  de  l'Académie  pour  1709,  p.  6/(. 

(")  Mémoires  des  Savants  étrangers^  l.  i,   181 1,  p.  i. 
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plane  ou  à  double  courbure.  C'est  principalement  aux  courbes  à 
double  courbure  qu'est  consacré  ce  travail,  qui  faisait  suite  à  un 
Mémoire  beaucoup  plus  important  Sur  la  théorie  générale  des 
courbes  à  double  courbure  (').  Je  crois  que,  depuis  cette  époque, 
on  ne  trouve  à  citer,  concernant  la  développoïde  plane,  qu  un 
travail  assez  récent  de  M.  Dew^ulf  (^).  Dans  ce  travail,  M.  Dewulf, 
se  proposant  d'abord  de  démontrer  analyliquement  deux  tliéorèmes 
de  Steiner  concernant  les  normales  ('),  étend  ces  théorèmes  aux 
obliques.  Il  démontre  que  les  obliques  abaissées  d'un  point  sur  une 
coiu-be  d'ordre  m  ont  leurs  pieds  sur  une  autre  courbe  d'ordre  /w, 
d'où  il  conclut  qu'il  y  am*  obliques.  M.  Dewulf  appelle  celte  courbe 
d'ordre  m  première  polaire  inclinée.  Il  en  démontre  quelques  pro- 
priétés. 

»  On  voit  que  l'on  s'est  fort  peu  occupé  des  obliques  de  Réau- 
mur,  susceptibles  cependant  de  donner  lieu  à  une  théorie  fort  éten- 
due, comprenant  particulièrement,  sous  un  énoncé  général,  tout  ce 
qu'on  a  trouvé  successivement  concernant  les  normales.  » 

M.  Chasles,  en  abordant  cette  théorie,  évite  la  complication  que 
la  double  condition  d'un  angle  de  grandeur  donnée  et  du  sens  de 
rotation  dans  lecjuel  il  doit  être  compté  apporte  en  Analyse,  en  in- 
troduisant la  considération  du  rapport  anharmonique,  d'après  le 
théorème  suivant  :  • 

Les  deux  côtés  d'un  angle  (A,  A'},  tournant  autour  de  son  som- 
met, rencontrent  la  droite  de  l'injini  en  deux  points  variables  a, 
a',  qui  sont  dans  un  rapport  anharmonicjue  constant  1  avec  les 
deux  points  circulaires  e,  f:,  rapport  égal  à  — i,  dans  le  cas  de 
l'angle  droit  (*). 

Cette  conception  peut  se  généraliser  facilement  et  s  étendre  à 
l'espace  [^).  La  théorie  des  obliques,  grâce  à  la  notion  du  rapport 
anharmonique  et  au  principe  de  correspondance,  ne  présente  aucune 
dilïiculté  de  plus  que  celle  des  normales;  il  y  a  cependant  un  point 


(')  Mémoires  des  Savants  étrangers,  t.  I,  1806,  p.  /5>6. 

(')  Nouvelles  Annales,  t.  XVIII,  iSSg,  p.  323. 

('^)  Journal  de  Mathématiques  de  Liouville,  t.  XX,   i8j5,  p.  36. 

V*)  Géométrie  supérieure,  l852,  p.  120. 

(^)  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  18G6,  t.  V,  2^  série,  p.  SSy. 
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délicat,  et  parfois  difficile  :  c'est  la  reclicrclie  et  la  détermination  du 

nombre  des  solutions  singulières. 

M.  Cliasles  énonce  un  très-grand  nombre  de  tbéorèmcs  concer- 
nant cette  théorie  des  obliques  et  en  démontre  c[uekjues-uns,  comme 
exemples  du  procédé  général  de  démonstration. 

Citons  le  premier  de  ces  théorèmes  : 

Si  c/iiu/iie  taiii^ente  d'une  courbe  U,„/  coupe  une  courbe  U,„  en  m 
points,  les  obliques  de  ces  points  se  coupent  deux  à  deux  sur  une 
courbe  de  l'ordre 

—  \_im[ni  -+-  n  —  i)  —  3n  —  d']; 

n  et  II'  sont  les  classes  respectives  des  courbes  U„,,  U,„f-,  d'  est  le 
nombre  des  points  de  rebroussement  de  la  courbe  U,„. 

Lucas  (F.).  —  Jliéorènies  généraux  sur  l équilibre  et  le  niout^'e- 
nient  des  systèmes  matériels. 

Hératjd  (G.).  —  Marées  de  la  Basse-Cocbincliine ;  détermina- 
lion  des  ondes  diurnes  et  semi-diurnes . 

N°  19.  Séance  du  C  mai  1872. 

BouRGET  (J.).  —  Du  coefficient  économique  dans  la  Thermo- 
dynamique des  gaz  permanents. 

Le  Mémoire  de  M.  Bourget  a  pour  but  de  démontrer  qu'en  s'ap- 
puyaut  uniquement  sur  les  lois  expérimentales  connues  de  Mariette, 
Gay-Lussac,  Duloug,  Regnault,  etc.,  on  peut  établir  rigoureuse- 
ment le  principe  du  rendement  théorique  maximum  des  machines 
à  air;  de  sorte  qu'on  peut  rendre  la  Thermod^aïamiquc  des  gaz 
indépendante  de  tout  principe  de  métaphysique. 

DuRRANDE  (H.). —  Propriétés  générales  du  déplacement  d'une 
Jîgure  de  forme  variable. 

M.  Durrande  suppose  qu'une  Cgure  se  déplace  et  se  déforme,  de 
manière  que  les  projections  des  vitesses  des  divers  points  soient  des 
fonctions  linéaires  de  leurs  coordonnées;  il  obtient  ainsi  plusieurs 
théorèmes  intéressants  qui  présentent  une  grande  analogie  avec  plu- 
sieurs des  propositions  connues  dans  le  cas  du  déplacement  d'une 
figure  invariaJjIe. 
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EsTOCQuois  (Th.  d').  —  Note  sur  le  moiwement  de  l'eau  dans 
les  déversoirs. 

DojSATi.  — Sur  les  aurores  boréales. 

Réilexions  sur  les  Notes  précédentes  de  MM.  Diamilla-Muller  et 
Tarrj^ 

N°  20.  Séance  du  13  mai  1872. 

ChAsles.  —  Théorèmes  relatifs  à  la  théorie  des  obliques  d'uTie 
courbe. 

Suite  de  la  Communication  du  29  avril. 

N"  21.  Séance  du  20  mai  1872. 

Le  Verrier.  —  Mémoire  sur  les  théories  des  quatre  planètes 
supérieures  :  Jupiter,  Saturne,  Uranus  et  Neptune. 

M.  Le  Verrier  indique  en  ces  termes  l'objet  de  son  important 
travail  : 

«...  Les  travaux  que  j'ai  eu  l'honneur  de  présenter  à  l'Acadé- 
mie, à  diverses  époques,  ont  montré  que  les  mouvements  de  la 
Terre  et  de  Vénus  sont  représentés  par  la  théorie  avec  toute  l'exac- 
titude que  comportent  les  observations.  Mercure  et  JMars  présen- 
tèrent, au  contraire,  des  incertitudes.  Les  difficultés  en  présence 
desquelles  on  se  trouvait  à  l'égard  de  ces  deux  dernières  planètes 
se  trouvèrent  toutefois  circonscrites  par  un  examen  attentif.  On  ar- 
riva à  reconnaître  que,  pour  tout  mettre  d'accord,  théorie  et  obser- 
vations, il  devait  suffire  d'augmenter  le  mouvement  séculaire  du 
périhélie  de  Mercure  et  le  mouvement  séculaire  du  jîérihélie  de 
Mars;  ce  qui  impliquait  qu'il  existât,  d'une  part,  dans  les  environs 
de  Mercure,  et,  de  l'autre,  dans  les  environs  de  Mars,  des  quantités 
notables  de  matières  dont  on  n'avait  point  encore  connaissance.  Ces 
déductions  se  sont  trouvées  vériflées  à  l'égard  de  Mars;  on  a  constaté 
que  la  matière  devait  être  ajoutée  à  la  Terre  elle-même,  la  niasse  de 
notre  planète  ayant  été  estimée  trop  petite  de  ^  environ.  La  véri- 
fication n'est  point  encore  complète  à  l'égard  de  Mercure. . ..  Mais 
la  théorie  de  Mercure  a  été  établie  avec  assez  de  soin,  et  les  passages 
de  la  planète  devant  le  Soleil  fournissent  des  observations  trop  pré- 
cises pour  qu'on  puisse  douter  de  l'exactitude  des  résultats. 

»  Des  recherches  analogues  sur  le  système  des  quatre  grosses  pla- 
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nètes  les  plus  éloignées  du  Soleil  offriraient  un  intérêt  ;  elles  nous 
fourniraient  des  données  sur  la  matière  encore  inconnue  qui  pour- 
rait se  trouver  dans  ces  parages.  II  ne  serait  point  impossible  qu'on 
arrivât  ainsi  à  constater  l'existence  de  quelque  planète  située  au 
delà  de  Neptune,  et  à  circonscrire  l'espace  où  les  reclierclies  de- 
vraient être  tentées.  En  tous  cas,  on  aurait  préparé  les  matériaux 
nécessaires  pour  hâter  les  découvertes  à  venir. 

»  La  première  partie  du  travail  qu'il  s'agit  d'effectuer  consiste 
dans  la  détermination  des  mouvements  que  chacune  des  quatre  pla- 
nètes éprouve  par  l'action  des  trois  autres.  C'est  cette  première 
partie  que  je  présente  aujourd'hui  à  l'Académie. . . . 

»  Deux  routes  peuvent  être  suivies  pour  arriver  à  la  détermina- 
tion des  inégalités  de  i"'  et  de  2"  ordre  par  rapport  aux  masses. 

»  Les  méthodes  dites  à! interpolation. . . ,  ou  le  développement 
des  fonctions  perturbatrices,  ainsi  que  celui  des  inégalités  des  élé- 
ments sous  une  forme  algébrique  où  on  laisse  à  l'état  d'indétermi- 
nation tout  ce  qui  varie  avec  le  temps C'est  cette  seconde  marche 

qu'il  m'a  paru  nécessaire  de  suivre  pour  rendre  à  l'Astronomie  un 
service  plus  sérieux. . .. 

»  Les  deux  fascicules  que  je  présente  à  l'Académie  comprennent 
les  théories  des  perturbations  de  Jupiter  par  Uranus  et  par  Nep- 
tune. Le  suivant  comprend  les  perturbations  de  Jupiter  par  Uranus 
et  par  Neptune.  Viennent  ensuite  trois  fascicules  comprenant  les 
perturbations  d'Uranus  par  Jupiter,  par  Saturne  et  par  Neptune. 
Les  derniers  fascicules  comprennent  en6n  les  perturbations  de  Nep- 
tune produites  par  Jupiter,  par  Saturne  et  Uranus. 

Secchi  (le  P.).  —  Résumé  des  observations  des  protubérance^ 
solaires  du  i"  janvier  au  29  avril. 

GuÉROULT  (G.).  —  Des  relations  qui  existent  entre  les  nombres 
de  vibrations  de  sons  musicaux  et  leurs  intervalles.  Règle  à  cal- 
cul acoustique. 

N°  22.  Séance  da  27  mai  1872. 

Respighi.  —  Réponse  à  une  Note  précédente  du  P.  Secchi  sur 
quelques  particularités  de  la  constitution  du  Soleil. 

Berton  (V.). —  Sur  la  détermination  des  limites  entre  lesquelles 
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se  trouve  un  nombre  premier  d' une  forme  donnée.  Solution  élé- 
m.enlaire  dans  un  cas  particulier . 

Ce  Mémoire  a  pour  objet  la  démonstration  du  théorème  suivant  ; 

Soit  un  module  2p  =  u'h^. .  .^  et  soient  /',,  /•2,  /'s,...,  r,^  les 
[a  —  i)(^  —  !)•••  —  o-'^"'  ^°~'  •  ■  •  nombres  inférieurs  à  ce  module  et 
premiers  avec  lui  (/'i  r=^  i ,  r^^  =:  ip  —  i). 

Si  la  dijférence  i  —  ( 1 [-...H )  =i  —  s  est  positive , 

I  z.  2n(i  H-  e)  ,      ,  /-         •        ï 

eJitre  les  nombres  x  et i-^ — -  x  (t  étant  une  fonction  des 

{ip  —  i)(i  —  s)      ^  •> 

données  de  la  question  et  indéfiniment  décroissante  lorsque  x  aug- 
mente).! '^  existe  au  moins  ig  nombres  premiers,  chacun  d'eux 
étant  de  l'une  des  formes  différentes 

•ipy  +  r,,     ipf  -4-  /•„     2py  +  Ta, .  .  . ,  2/>j  -h  r,g. 

Cayley  (A.).  —  Sur  une  surface  quadratique  aplatie. 
Il  s'agit  dans  cette  Note  de  l'intersection  d'une  sphère  par  une 
surface  quadratique  quelconque. 

Jordan  (C).  —  Sur  les  oscillations  infiniment  petites  des 
systèmes  matériels . 

M.  Somof,  étudiant  le  système  des  équations  qui  déterminent  les 
oscillations  très-petites  d'un  système  de  points  matériels  ('),  montre 
que  l'équation  caractéristique  de  ce  système  n'a  que  des  racines 
réelles,  mais  qu'elle  peut  avoir  des  racines  égales,  et  que,  néan- 
moins, si  elle  n'a  pas  de  racine  nulle,  le  temps  ne  figurera  jamais 
dans  l'intégrale  hors  des  sinus  et  des  cosinus.  M.  Jordan  se  propose 
d'établir  très-simplement  ce  résultat  intéressant  ;  le  principe  de  sa 
démonstration  revient  à  faire  disparaître  les  rectangles  des  variables 
à  la  fois  dans  deux  formes  quadratiques. 

RiBAiicouR.  —  Note  sur  les  développées  des  surfaces. 

D'après  M.  Mannhcim,  la  développée  d'une  surface  (A)  est  la 
surface  lieu  des  centres  de  courbure  principaux  de  la  surface  (A). 
M.  Ribaucour  démontre  par  l'analyse  plusieurs  théorèmes  établis 
géométriquement  par  M.  Maunheim  (')•,  toutes  ses  démonstrations 


(*)  Mémoires  de  l'Académie  de  Saint-Pétersbourg, 
(')  Comptes  rendus,  février  1872. 
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ont  pour  point  de  départ  la  formide  fondamentale  suivante  : 


(i)  -ic 

On  a  posé 


,    âR,        ,    OR,         .  , 

au  -T h  clv  — ; h  «  £  du 

ou  à'.' 

6 ( R,  -  R.  jf/i'  +  dv  -Jf-  i-du-^-l 
fdu  ■  gdv"^ 


ds'=  Pdu'-hg'dv',     =^  =  R„    f=R:, 
"a  b 


d.s  étant  l'élément  linéaire  de  (A)  rapporté  aux  lignes  de  courbure, 
Ri  et  Rs  désignant  les  rayons  de  courbure  principaux  de  (A)  au 
point  A  ;  on  prend  pour  axes  de  coordonnées  AX  tangente  à  la 
ligne  (i'},  et  AY  normale  à  (A)  en  A. 

Soient  B  et  C  les  points  où  la  normale  en  A  à  [A)  touche  les 
deux  nappes  (B)  et  (C)  de  la  développée;  ^  est  la  distance  au  point 
B  d'un  j)oint  M  de  la  normale  en  B;  9  est  l'angle  que  le  plan  tan- 
gent eu  ]M  à  la  normalie  déterminée  par  les  deux  points  B  et  B' 
(correspondant  respectivement  à  z/,  v>  et  u  -\-  du,  ^'^-  dw)  fait  avec 
le  plan  W\ . 

L'équation  (i)  est  relative  à  la  nappe  (B)  de  la  développée;  il  y 
en  a  luie  seconde  analogue  relative  à  la  nappe  (C). 

N"  23.  Séance  du  ô  juin   1872. 

YiLLARCEAu  (Y.). —  Sur  les  régulateurs  isochrones,  dérU'és  du 
.  système  de  TF  att. 

La  dénomination  de  régulateurs  isochrones  désigne  actuellement 
les  régulateurs  capables  de  maintenir,  dans  les  mécanismes,  une 
vitesse  sensiblement  constante,  malgré  l'existence  de  variations 
très-considérables  dans  le  travail  moteur  ou  dans  le  travail  résis- 
tant ;  les  régulateurs  isochrones  présentent  deux  classes  distinctes  :  à 
la  première  ajipartiennent  ceux  qui  font  varier  le  travail  résistant. 

M.  Yillarceau  établit  d'abord  une  théorie  générale,  en  étudiant 
les  conditions  relatives  aux  régidatcurs  isochrones  et  communes  aux 
deux  classes;  il  discute  ensuite  les  propriétés  spéciales  appartenant 
aux  régulateurs  de  chaque  classe.  M.  Yillarceau  a  fait  construire  un 
régulateur  de  la  deuxième  classe,  en  se  conformant  en  tous  les  points 
aux  indications  de  la  théorie  :  l'expérience  a  parfaitement  réussi  et 
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M.  Bréguet  dit,  en  parlant  de  la  construction  du  nouveau  régida- 
teur  :  «  C'est  la  première  fois  qu'il  m'est  arrivé,  dans  ma  longue 
carrière,  de  voir  un  projet  entièrement  basé  sur  la  théorie  réussir  du 
premier  coup.  »  [Séance  du  lo  juin,  p.  i483.} 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  surfaces  divisibles  en  carrés  par  leurs 
lignes  de  courbure. 

Voici  le  théorème  énoncé  et  démontré  par  ]M.  Cayley  : 
Soient  0  une  fonction  arbitraire  de  h,  A  ;  et  x,  j',  z  des  fonctions 
de  //,  A",  telles  cjue 

dKv         dQ  dx       dQ  dx  _ 
dkàk  ^~d/ï  dh~'dkdTi~°' 

d'y   _d&dr_()Qdr 
dliàk       dh  dk       dk  dh^°' 


d'z         dG)  dz 
^  dhdk      dh  dk 

dP>  dz 
~  dk  dh  ~'  °' 

dx  dx       dr  dy 
dh  dh- '^  dh  dk- 

dz    dz 
""  dh   dk  ~  °' 

\ 

Si  l'on  élimine  h  et  A  entre  les  trois  premières  équations  (i],  on  a, 
entre  x,  j',  c,  l'équation  V  ==  o  d'une  surface.  Les  équations 
h  =  const.,  A  ==  const.,  déterminent  les  deux  systèmes  de  ligues  de 
courbure  de  cette  siu-face,  et,  de  plus,  cette  siu-face  est  divisible  en 
carrés  par  ses  lignes  de  courbure. 

JoRDAS  (C).  —  Sur  les  lignes  de  faite  et  de  thalweg. 

Pambour  (de). —  Sur  le  frottement  additionnel,  du  à  la  charge 
des  machines. 

Bergsjia.  —  Observations  de  la  déclinaison  magnétique,  faites 
à  Batavia  et  à  Buitenzorg,  pendant  l'éclipsé  de  Soleil  du  12  dé- 
cembre 1 87 1 . 

Grad  (Ch.). —  Sur  la  déclinaison  magnétique  en  Algérie. 

]N'°'i-i.  Séance  da  10jninl872. 

^  iLLARCEAu  (Y.).  —  Sur  le  régulateur  à  ailettes  construit  par 
M.  Bréguet. 

INIarie  (M.;.  —  Détermination  du  point  critique  oii  est  limitée  la 
région  de  convergence  de  la  série  de  Tay  lor. 

Bull,  des  Sciences  mathém.  et  astrou.,  1. 111.  (Oclobre  iS;2.)  20 
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RiBAucouR  (A.;. —  Sur  la  théorie  des  lignes  de  courbure. 
M.  Ribaucour  se  propose  de  déterminer  a  priori  tous  les  cas  où 

l'intégration  de  l'écpiation  des  lignes  de  courbure  peut  être  eflectuée 

d'une  manière  explicite. 

y°  25.  Séance  du  10  juin  1872. 

Secchi  (le  P.).  —  Réponse  aux  observations  présentées  par 
M.  Respighi  sur  quelques  particularités  de  la  constitution  du 
Soleil. 

Roger  (E.).  —  Tliéorie  des  phénomènes  capillaires.  (3*  Mé- 
moire.) 

CoMBEscuRE  (E^.).  —  Sur  uTi  point  de  la  théorie  des  surfaces. 

M.  Combescure  établit  que,  si  x,  j-,  z  sont  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  d'une  siu-face,  regardées  comme  des  fonctions  de 
deux  paramètres  arbitraires  «  et  |5,  il  y  a  une  relation  entre  les 
deux  quantités 

.j dx-^    dy'    ^    dz-  ^ dx''       dy^       dz^ 

d^  '^  âx^ '^  àl''     "^  "  à^  ~^  df' '^  df'' 

lorsque  a  =  const.  et  |3  =  const.  sont  respectivement  les  lignes  de 
courbure  de  la  surface  considérée  ;  et,  à  cette  occasion,  il  a  fait  re- 
marquer que  la  fonction  0,  qui  entre  dans  les  équations  de  M.  Cay- 
ley  (séance  du  3  juin),  n'est  pas  tout  à  fait  arbitraire. 

Genocchi  (A.).  —  Sur  l' intensité  de  la  chaleur  du  Soleil daru 
les  régions  polaires. 

En  présentant  à  l'Académie  un  résumé  des  recherches  qu'il  a 
faites  sur  cette  question  et  qui  ont  été  développées  dans  les  Bulle- 
tins de  l'Institut  Lombard,  8  février  1872,  M.  Genocchi  réfute  plu- 
sieurs assertions  émises  par  Plana  ('). 


(')  On  sait  que  plusieurs  personnes   avaient  cru  Toir  dans  les  formules  de  Plana 
une  démonstration  par  le  calcul  de  l'existence  d'une  mer  libre  au  pûle. 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  So; 

MÉLANGES. 

SIR  US  THÉORÈME  RELATIF  A  lA  COSTIMITÉ  DES  FONCTIONS; 

Par  m.  g.  DAHBOUX. 

Parmi  toutes  les  démonstrations  connues  du  théorème  fonda- 
mental de  la  théorie  des  équations,  une  des  plus  simples  et  des  plus 
fréquemment  reproduites  est  certainement  celle  que  Cauchy  a  don- 
née dans  le  Cours  d' Analyse  algébrique  (').  L'illustre  géomètre, 
voulant  démontrer  que  toute  équation  algébrique  y  (s)  :^  o  a  une 
racine  réelle  ou  imaginaire,  établit  d'une  manière  irréprochable  que 
le  module  R  de  la  fonction  _/'(s)  ne  peut  avoir  d'autre  minimum 
que  zéro.  Sa  démonstration  a  été  beaucoup  simplifiée  et  reproduite 
avec  d'heureux  éclaircissements,  que  nous  recommandons  à  l'atten- 
tion des  professeurs,  daus  la  nouvelle  édition,  déjà  presque  épuisée, 
àvi  Cours  d' Algèbre  supérieure  de  M.  Serret  (").  Cependant  la 
démonstration  de  Cauchy  et  toutes  celles  qu'on  peut  lui  substituer, 
et  qui  sont  fondées  sur  la  théorie  des  contours,  pèchent  en  un  point 
essentiel,  que  M.  O.  Bonnet  a  signalé  le  premier.  Elles  admettent 
toutes,  eu  eflet,  que  si  une  fonction  continue  reste  comprise  entre 
deux  limites  fixes,  et  ne  décroît  pas,  par  conséquent,  au-dessous 
d'une  certaine  quantité,  elle  atteint  nécessairement  la  valeur  qui 
marque  la  limite  inférieure  de  toutes  celles  qu'elle  peut  avoir. 

Ainsi  la  démonstration  de  Cauchy  prouve  bien  que,  si  le  module 
a  un  minimum,  ce  minimum  ne  peut  être  que  zéro;  mais  l'existence 
même  de  valeurs  faisant  acquérir  au  module  cette  valeur  minimum 
n'est  pas  démontrée  et  demeure  sujette  à  contestation.  On  peut 
d'ailleurs  former  des  fonctions  prenant,  par  exemple,  toutes  les  va- 
leurs supérieures  à  un  nombre  «,  sans  acquérii-  jamais  une  valeur 
égale  à  ce  nombre.  Il  est  vrai  que  ces  fonctions  ne  sont  pas  conti- 
nues; mais,  du  moment  qu'un  principe  n'est  pas  vrai  pour  toutes 
les  fonctions,  et  que,  d'ailleurs,  il  n'est  pas  contenu  clairement  dans 

(')  Cours  d'Analyse  de  l'École  royale  Polytechnique,  par  M.  Augustin-Louis  Cabcuï, 
Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  Professeur  d'Analyse  à  l'École  Polytechnique,  etc. 
l''  Partie  :  Analyse  algébrique.  Imprimerie  Royale,    1821. 

(')  Cours  d'Algèbre  supérieure,  par  i.-K.  Serket,  Membre  de  l'Institut,  3"  édition. 
Paris,  Gauthier-Villars,  1866. 
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la  définition  des  fonctions  continues,  il  devient  indispensable  d'en 
donner  la  démonstration. 

Je  me  suis  donc  proposé  d'établir  rigoureusement  la  proposition 
qui  suit  : 

Si  une  fonction  continue  de  deux  variables  prend,  pour  tous 
les  points  situés  à  l'intérieur  d' un  contour  fermé,  des  valeurs  t/ui 
demeurent  comprises  entre  deux  nombres  H  et  K,  elle  obtient  né- 
cessairement, pour  un  système  au  moins  de  valeurs  des  deux  va- 
riables indépendantes,  la  valeur  cjui  marque  la  limite  minimum 
ou  maximum  de  toutes  les  l'aleurs  r/u'elle  peut  prendre. 

Jai  vu,  dans  le  Journal  de  Buichardi,  que  M.  Wcicrstrass 
avait  démontré  ce  théorème  pour  une  fonction  d'une  seule  variable. 
J'ignore  si  cet  éniinent  géomètre  expose  aussi  dans  ses  leçons  le 
théorème  relatif  aux  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  varia- 
bles. En  tous  cas,  la  démonstration  suivante,  cjue  j'ai  communi- 
quée à  quelques  personnes,  a  déjà  été  introduite  par  M.  O.  Bonnet 
dans  son  enseignement  si  rigoureux  et  si  apprécié  ('). 
Etant  donnée  une  fonction 

z=f[x,y), 

on  peut  représenter  de  la  manière  suivante  la  variation  de  celte 
fonction.  Les  variables  x,  j  étant  les  coordonnées  rectangulaires 
d'un  point  du  plan,  nous  supposerons  que  la  fonction  z  soit  nette- 
ment déterminée  pour  tout  point  M  situé  à  l'intérieur  d'un  certain 
contour  (C},  c'est-à-dire,  qu'à  tout  système  (jTo,  T"o)  de  valeurs  des 
variables  indépendantes  .x-,  j',  représenté  par  le  point  M,  corres- 
ponde une  valeur,  et  une  seule,  de  la  fonction  z  =J'[x.,j').  Nous 
supposerons,  d'ailleurs,  que  la  fonction  ne  devient  infinie  pour 
aucun  des  points  situés  à  l'intérieur  du  contour  (C). 

Ces  conventions  étant  établie-;,  et  suivant  l'exemple  donné  par 
M.  Bomiet  pour  les  fonctions  d'une  seule  variable,  nous  définirons 
la  continuité  point  par  point,  pour  ainsi  dire,  de  la  manière  sui- 
vante : 

Une  fonction  z  =  /^(.r,  )  )  est  dite  continue  pour  un  système 
[•"'(SI  1  0  '   ^^'^  valeurs  des  variables,  représenté  par  un  point  M, 

(')  M.  O.  Bonnet  veut  bien  m'indiquer  qu'il  a  aussi  considéré  et  traité  depuis  long- 
temps le  oas  des  fonctions  d'une  seule  variable. 
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quand  on  peut  assigner  autour  du  point  M  une  courbe,  (juehjue 
petite  quelle  soit,  telle  que,  pour  tous  les  points  ]M'(.r,  j  )  compris 
à  l'intérieur  de  cette  courbe,  on  ait  la  différence 

plus  petite  en  valeur  absolue  que  o,  5  étant  pris  aussi  petit  qu  on 
le  veut  (  '  ) . 

Une  fonction  est  continue  à  l' intérieur  d' un  contour  C  quand 
elle  demeure  finie  et  continue  pour  chacun  des  points  situés  à  l'in- 
térieur de  ce  contour. 

11  résulte  de  ces  définitions  que  l'on  peut  étendre  aux  fonctions 
continues  de  deux  variables  quelques  propositions  fondamentales 
déjà  connues,  et  démontrées  pour  les  fonctions  à  une  seule  variable 
indépendante. 

Par  exemple,  Cauchy,  dans  une  Note  de  X yinaljse  algébrique, 
p.  460,  extrêmement  remarquable,  surtout  si  l'on  se  reporte  à  l'é- 
poque où  elle  a  été  écrite,  a  prouvé  en  toute  rigueur  qu'une  fonction 
continue  d'une  seule  variable  ne  peut  varier  de  A  à  B  quand  x 
varie  de  a  à  i,  sans  passer  au  moins  une  lois  par  toutes  les  valeurs 
intermédiaires. 

De  même,  si  une  fonction  de  deux  variables,  continue  da/is  le 


Fig.  1. 


contour  (C)  {fig-  i),  prend  pour  deux  points  M,  M'  des  valeun 


(')  Nous  ferons  remarquer  que  cette  définition  n'est  pas  la  seule  qu'on  puisse  prendre. 
On  pourrait  dire,  par  exemple,  que  la  fonction  est  continue  pour  {■!;,  r,,),  quand 
fi^i,-i-/',J'i,-i-^)  a  pour  limite /(.r„,  ^„),  h  et  A  tendant  vers  zéro  d'une  manière 
quelconque.  Cette  définition  est  comprise  dans  celle  que  nous  avons  choisie,  mais 
elle  ne  lui  est  pas  absolument  équivalente.  11  y  aurait  aussi  peut-être  avantage  à  in- 
diquer dans  la  définition  du  texte  la  nature  de  la  petite  courbe  tracée  autour  de  M,  h 
prendre  un  cercle  ou  un  rectangle. 
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a,  S,  elle  prendra  à  l' intérieur  du  même  contour  toutes  les  va- 
leurs intermédiaires  entre  ot  et  Ç>. 

J'ajoute  même  qu'elle  prendra  ces  valeurs  intermédiaires  entre 
a  et  |3  sur  toute  courbe  joignant  les  points  M,  M'.  On  peut,  en  effet, 
sur  toute  courbe,  considérer  la  fonction  comme  une  fonction  con- 
tinue d'une  seule  variable,  soit  l'abscisse,  soit  l'ordonnée,  soit  l'arc  : 
c'est  ce  qu'on  nous  accordera  sans  peine.  Remarquons,  d'ailleurs, 
que,  pour  la  démonstration  qui  suit,  il  nous  suffit  de  savoir  qu'il  y  a 
un  chemin,  quel  qu'il  soit,  allant  de  M  en  M',  et  tel  que,  sur  ce 
cliemin,  la  fonction  prenne  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre 
«  et  j3.  Or  ce  cliemin,  nous  pouvons  toujours  le  composer  avec  une 
ligne  brisée  formée  de  droites  parallèles  aux  axes,  et  sur  chacune 
desquelles  la  fonction  ne  dépend  que  d'une  seule  variable.  La  pro- 
position énoncée  plus  haut  est  donc  un  simple  corollaire  du  théo- 
rème de  Cauchy  (  '  ) . 

Ces  jirincijîcs  étant  admis,  soit  une  fonction  de  deux  variables, 
continue  pour  tous  les  points  à  l'intérieur  d'un  contour,  et  suppo- 
sons ([u'on  ait  démontré  que  toutes  les  valeurs  possibles  de  la  fonc- 
tion sont  plus  grandes  que  li  et  plus  petites  que  k. 

Fie.  ^■ 


Portons  sur  une  droite  des  longueurs  OH,  OK  égales  à  h  et  à  k 
[fig-  2).  Les  points  H,  R  déterminent  les  extrémités  d'un  segment, 
et  si,  à  partir  du  point  O,  on  porte  une  abscisse  égale  à  l'une  des  va- 
leurs de  la  fonction,  l'extrémité  de  cette  abscisse  tombera  nécessai- 
rement, soit  au  point  H,  soit  en  K,  i=oit  entre  H  et  K.  D'après  cela, 
il  y  aura  deux  points  A  et  B  pouvant  coïncider  avec  H  ou  avec  K, 
et  marquant,  l'un  A,  la  plus  petite  valeur  au-dessous  de  la(juelle  ne 
se  trouve  jamais  la  fonction  dans  le  contour,  l'autre  B,  la  plus  grande 
valeur  au-dessus  de  laquelle  elle  ne  se  trouve  jamais.  D'ailleurs, 
toutes   les  valeurs  de  la  fonction,  intermédiaires  entre  OA  et  OB, 


(')  On  peut  (i'ailleurs  le  démontrer  pour  toute  courbe  MmM'  m'iVI"m"M"'m"'M,  en 
décomposant  cette  courbe  en  parties,  telles  que  MmM'^,  ]V1'^  m' M',  pour  lesquelles  la 
fonction  est  déterminée  sans  ambiguïté  pour  chaque  valeur  de  .c. 
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seront  atteintes  au  moins  une  fois  (').  Il  n'y  a  de  doute  que  pour 
les  valeurs  extrêmes  OA,  OB. 

Cela  posé,  si  la  fonction  pour  uji  système  (arj,  j^,  )  de  valeurs  de 
X  et  de  )'  prend  la  valeur  OA,  elle  atteint  la  plus  petite  des  valeurs 
qu'elle  puisse  prendi'e,  et  la  proposition  est  démontrée.  Il  faut  donc 
admettre  qu'on  ignore  si  la  fonction  prend  les  valeiu-s  OA,  OB  ;  mais 
on  peut  affirmer,  dès  à  présent,  qu'elle  atteint  toutes  les  valeurs  in- 
termédiaires. Il  reste  à  démontrer  que  les  valeurs  extrêmes,  OA  par 
exemple,  sont  cllectivement  atteintes  par  la  fonction  pour  un  sys- 
tème, au  moins,  de  valeurs  de  x  et  àc  y. 

A  cet  eflet,  nous  ferons  remarquer  que,  si  l'on  divise  d'une  ma- 
nière quelconque  l'aire  contenue  dans  le  contour  (C)  en  deux  por- 
tions (Cl),  (C,)  par  un  trait  de  séparation,  à  chacune  des  deux 
nouvelles  aires  (C,),  (C.)  correspondra  sur  l'axe  OAB  {Jig.  4)  une 

Fig.  /,. 
A,  E,         B. 


droite  analogue  à  AB,  et  marquant  les  limites  des  valeurs  de  la 
fonction  pour  chacune  des  aires  ^C,),  (C,  ).  Soient  A,B,,  A,  B,  ces 
deux  droites;  elles  peuvent  empiéter  l'une  sur  l'autre,  mais  il  est 
clair  qu'à  elles  deux  elles  occupent  nécessairement  tout  l'intervalle 
primitif  AB.  Il  y  aura  donc  au  moins  une  des  deux  droites  ayant  sou 
extrémité  en  A. 


(')  Si  ce  point  n'était  pas  accordé,    voici  comment  on  pourrait  en  établir  la  dé- 
monstration : 

Fig.  3. 
O  A  A,      B, 


U  A„     A„.,  B„_,    B„       B        K 

Qu'on  divise  l'intervalle  HK  en  un  certain  nombre  m  de  parties  égales  :  il  y  a  ainsi, 
avec  H  et  K,  m-i-i  points  de  division  correspondant  aui  valeurs  possibles  de  la  fonc- 
tion. Supposons  que,  parmi  ces  m-f-i  valeurs,  la  plus  petite  atteinte  soit  OAj,  la  plus 
grande  OB, .  En  vertu  de  la  continuité,  la  fonction  prendra  toutes  les  valeurs  inter- 
médiaires entre  0.4,  et  OB,.  Divisons  de  même  chacun  des  intervalles  en  m  parties, 
on  en  formera  ainsi  de  plus  petites  donnant  de  nouvelles  valeurs  possibles  de  la 
fonction.  La  plus  petite  atteinte  ne  pourra  être  qu'inférieure  ou  égale  à  OA,,  la  plus 
grande  supérieure  ou  égale  à  OB,.  On  voit  donc  que  l'intervalle  des  valeurs  atteintes 
s'étend  progressivement  des  deus  côtés,  et  qti'il  tend  vers  un  intervalle-limite  AB  ; 
alors  toutes  les  valeurs  intermédiaires  entre  0.\,  OB  sont  atteintes  :  il  y  a  doute  seu- 
lement pour  0.\.  et  OB. 
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En  d'autres  termes,  il  y  aura  une  des  deux  aires  partielles  pour 
laquelle  la  limite  inférieure  sera  la  même  que  pour  la  jjremière. 

La  même  conclusion  subsiste  évidemment,  si  l'on  divise  l'aire  pri- 
mitive en  un  nombre  quelconque  d'aires  partielles. 

Par  exemjjle,  pour  fixer  les  idées,  divisons  l'aire  primitive  (C) 
[Jig-  5)  l^ar  des  droites  parallèles  aux  deux  axes.  Ou  formera  ainsi 

Fiff.  5. 


soit  des  rectangles,  soit  des  triangles  ou  des  quadrilatères  ayant  un 
côté  curviligne.  Dans  l'un  au  moins  de  ces  contours,  la  limite  infé- 
rieure OA  sera  la  même  que  dans  le  contour  total.  Supposons,  par 
exemple,  que  ce  fait  se  présente  pour  le  rectangle  abcd  [  '  ). 

En  décomposant  ce  rectangle  en  d'autres  plus  petits,  et  en  raison- 
nant comme  précédemment,  on  formera  un  nouveau  rectangle  com- 
pris à  l'intérieur  du  premier,  et  ainsi  de  suite  :  on  formera  ainsi 
une  suite  de  contours  tous  compris  les  uns  dans  les  autres,  devenant 
aussi  petits  qu'on  le  voudra,  et  pour  lesquels  la  lunite  inférieure 
est  toujours  la  même. 

Ainsi,  quelque  petits  que  soient  ces  contours,  la  série  des  valeurs 
de  la  fonction  à  l'intérieur  de  chacun  d'eux  a  pour  limite  inférieure 
toujours  la  même  limite  inférieure  primitive  OA. 

Cela  posé,  comme  les  rectangles  intérieurs  les  uns  aux  autres  dé- 
croissent dans  leurs  deux  dimensions,  ils  tendent  vers  un  point 
unique  P,  qu'ils  comprennent  dans  leur  intéiieur,  et  dont  les  coor- 
données peuvent  être   définies  séparément  comme  limites  définies 


I 


(')  Le  cas  où  l'on  serait  obligé  de  choisir  indéfiniment  un  triangle  ou  quadrilatère 
curviligne  ne  fait  pas  dillicullé;  d'ailleurs,  dans  la  plupart  dos  cas,  on  est  maître  de 
lu  forme  à  donner    au  contour  (C),  et  on  peut  lui  donner  celle  d'un  rcctan^^le. 
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de  grandeurs  croissautes  ou  décroissantes.  Admettons  donc  ce  fait 
d'un  point-limite  P  à  l'intérieur  de  tous  les  contours  successifs  de 
plus  en  plus  petits,  intérieurs  chacun  à  tous  ceux  qui  le  précèdent. 
Nous  allons  démontrer  que  la  valeur  de  la  fonction,  pour  ce  point  P, 
est  précisément  la  limite  inférieure  OA. 

En  cll'et,  soit  /'(P)  la  valeur  de  la  fonction  au  point  P.  On  peut 
tracer,  puisque  la  fonction  est  continue,  autour  du  j)oint  P  une 
aire  telle,  que  les  valeurs  de  la  fonction  y  (x,  j')  pour  les  points  à 
l'intérieur  de  l'aire  dillèrent  dey\P)  aussi  peu  qu'on  le  veut.  On 
aura,  par  exemple, 

f{x,y) — /(P)<;ô     en  valeur  absolue, 

pour  tous  les  points  à  l'intérieur  de  cette  aire.  Mais  cette  aire  fixe 
comprend  un  nombre  illimité  des  contours  intérieurs  rectangles 
considérés  plus  haut,  dont  la  limite  est  le  point  P.  Elle  comprend 
donc  des  points  pour  lesquels  y (jr,^)  —  OA  sera  plus  petit  que 
toute  quantité  donnée  s.  On  aura  donc 

OA — /(PXo-f-j     en  valeur  absolue, 

c'est-à-dire 

/(P)=OA.  c.   0.   F.   D. 

Le  théorème  que  nous  avions  en  vue  est  donc  démontré. 

D'après  cela,  si  l'on  considère  le  module  d'une  fonction  algébrique 
imaginaire  entière,  puisque  c'est  une  fonction  continue  de  deux 
variables  et  que,  d'après  Cauchy,  il  prend  des  valeurs  aussi  petites 
qu'on  le  veut,  il  atteint  nécessairement  la  valeur  zéro,  au  moins,  pour 
un  système  de  valeurs  de  x  et  àaj.  Je  dois  ajouter  que,  pour  ce  cas 
spécial,  M.  O.  Bonnet  avait  déjà  trouvé  une  démonstration  directe, 
mais  dont  je  n'avais  pas  connaissance. 

Enfin  il  est  important  d'ajouter  que  le  principe  précédent  per- 
met de  lever  les  objections  toutes  semiîlables  qu'on  pourrait  adresser 
aux  démonstrations  fondées  sur  la  théorie  des  contours  élémentaires, 
et  par  lesquelles  on  établit  directement  que  toute  équation  de  de- 
gré m  a  m  racines. 
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FIXÉRAIILES  DE  M.  Dl'BAMEl. 
DISCOCTS  DE  M.  JAMIN,  AU  NOM  DE  L'ACADÉMIE  DES  SCIENCES. 

Messieu-rs, 

Je  viens,  au  nom  de  !a  Section  de  Physique,  déposer  sur  la  tombe 
de  M.  Duhamel  les  adieux  et  les  regrets  de  l'Académie  des  Sciences, 
regrets  dont  vous  comprendrez  la  profondem-  quand  j'aurai  raconté 
quelques  circonstances  de  la  vie  et  des  travaux  de  notre  illustre 
confrère. 

Jean-Marie-Constant  Duhamel  naquit  à  Saint-Malo,  vers  la  fin 
de  l'année  1797.  Après  de  brillantes  études  au  lycée  de  Rennes,  où 
il  eut  pour  condisciples  M.  Dubois,  de  Nantes,  qui  resta  son  ami, 
et  notre  confrère  Î\I.  Roulin,  il  fut  reçu  deux  fois  à  l'Ecole  Poly- 
technique :  en  i8i3,  à  16  ans,  dans  un  rang  qu'il  ne  voulut  pas 
accepter,  et  l'année  suivante  à  la  deuxième  place.  Son  avenir  pa- 
raissait alors  fixé;  mais  les  événements  politiques  amenèrent  en 
1816  un  licenciement  général  où  il  fut  compris  avec  des  condis- 
ciples destinés  comme  lui  à  illustrer  leurs  noms  par  la  science  : 
Savary,  Lamé,  Chasles,  Morin,  Piobert,  Saint-^  enant,  etc.  Con- 
traint de  recommencer,  le  jeune  Duhamel  revint  à  Rennes  et  suivit 
les  cours  de  l'Ecole  de  droit;  mais  il  en  fut  bientôt  exclu  pour  des 
manifestations  politiques.  Une  heureuse  inspiration  le  ramena  à 
Paris,  où  il  vint  chercher  fortune  dans  l'enseignement.  D  com- 
mença modestement  par  un  emploi  de  répétiteur  à  l'Institution 
Alassin.  On  comprend  qu'il  n'y  demeura  pas  longtemjîs  ;  il  prit  ses 
grades,  puis  il  fonda  une  Institution,  puis  il  devint  directeur  des 
études  à  Sainte-Barbe. 

Cependant,  au  milieu  de  ces  occupations  multipliées  et  à  travers 
lesquelles  il  cherchait  sa  voie,  Duhamel  trouva  le  temps  d'écrire 
ses  premiers  Mémoires  et  d'établir  les  bases  de  sa  réputation  scien- 
tifique. Poinsot  l'avait  déjà  distingué;  il  retrouvait  en  Duhamel  les 
qualités  qu'il  possédait  lui-même,  l'élégance,  la  simplicité,  la  cor- 
rection. Ampère  lui  confiait  ses  idées  sur  l'Electrodynamique,  et 
quelquefois  le  chargeait  d'en  essayer  la  rédaction,  qu'ensuite  ils 
discutaient  ensemble.  Fourier  l'attirait  vers  la  théorie  mathématique 
de  la  chaleur,  telle  qu'on  l'eutendail  alors  ;  et  c'est  dans  cette  direc- 
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tion  que  Duhamel  exécuta  ses  premiers  travaux.  Il  y  déLuta  par 
un  coup  de  maître,  en  étudiant  la  conductibilité  dans  les  cristaux, 
ce  qui  le  conduisit  à  des  lois  qui  ont  été,  longtemps  après,  vérifiées 
dans  leur  ensemble  par  les  belles  expériences  de  Sénarmont. 

Mais  c'est  principalement  vers  l'Acoustique  que  Duhamel  dirigea 
l'eflort  de  son  analyse.  Cette  science  était  alors  professée  avec  un 
éclat  incomparable  par  Savart,  qui  était  un  expérimentateur  adroit; 
mais  son  éducation  mathématique  avait  été  négligée,  et  cette  lacune 
irrémédiable  l'empêchait  souvent  de  saisir  le  lien  théorique  des 
phénomènes  qu'il  excellait  à  découvrir.  Duhamel,  qui  avait  les 
qualités  inverses,  partait  du  calcul  pour  arriver  à  l'expérience. 
C'est  ainsi  qu'il  trouva  les  lois  des  tuyaux  d'orgues  coniques,  et 
qu'il  expliqua  les  vibrations  des  cordes  métalliques,  en  tenant 
compte  de  leur  rigidité. 

La  plus  célèbre,  la  plus  justement  célèbre  de  ses  tliéories,  est 
celle  de  l'archet.  Il  la  déduisit  des  lois  connues  du  frottement; 
il  expliqua  tous  les  faits  antérieurement  découverts,  et  il  prévit, 
ce  que  l'on  ne  connaissait  pas,  que  la  corde  doit  cesser  de  vibrer 
par  une  action  continue  et  suffisamment  prolongée  de  l'archet  et 
qu'elle  peut  rendre  des  sons  plus  graves  que  sa  note  fordamentale. 
L'expérience  montra  ensuite  que  l'Analyse  avait  raison. 

La  propriété  que  possèdent  les  corps  sonores  de  rendre  à  la  fois 
plusieurs  sons  avait  été  inexactement  expliquée  par  Bernoulli. 
Duhamel  étudia  la  question,  et  donna,  en  1 84o,  la  solution  que  Helm- 
holtz  a  généralisée  beaucoup  plus  tard  eu  se  l'attribuant.  Il  dé- 
montra que  les  diverses  parties  du  corps  exécutent  des  vibrations 
mixtes,  lesquelles  peuvent  être  considérées  comme  une  superposition 
de  plusieurs  vibrations  simples,  que  l'oreille  démêle  et  perçoit  sépa- 
rément. Il  ne  suiEsait  point  de  l'avoir  dit,  il  fallait  encore  le 
prouver,  et  Duhamel  y  parvint  en  fixant  sur  le  corps  sonore  un 
style  délié  qui  partage  ses  vibrations  et  qui  les  écrit  sur  une  surface 
noircie  qu'on  promène  en  avant  de  lui.  C'est  ainsi  que  Duhamel 
inventa  le  procédé  graphique,  qui  était  destiné  à  une  si  haute  for- 
tune, et  qu'on  emploie  aujourd'liui  pour  transcrire  tous  les  mouve- 
ments, même  ceux  du  cœur. 

Rien  ne  prouvait  mieux  que  ces  beaux  travaux  le  rôle  capital 
que  l'instrument  mathématique  doit  jouer  dans  les  sciences  expé- 
rimentales. Ils  ouvrirent  à  Duhamel  les   portes  de  l'Académie  des 
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Sciences,  dans  la  Section  de  Physique;  ils  lui  valurent  aussi  les 
chaires  d'Aualyse  aux  Ecoles  Polytechnique  et  Normale  et  à  laSor- 
bonne.  Elève  de  Duhamel  à  l'une  de  ces  écoles,  il  me  sera  permis, 
non  de  juger  mon  maitre,  mais  de  parler  de  l'influence  heureuse 
qu'il  exerça  sur  l'enseignement  et  des  traces  profondes  que  sa 
parole  a  laissées  dans  nos  esprits.  Poisson  admettait  que  les  fonc- 
tions algébriques  croissent  par  infiniment  petits,  et  toutes  les  dé- 
monstrations dérivaient  de  cette  conception  qui  n'était  point  claire. 
On  en  était  réduit  au  conseil  de  d'Alerabert  :  «  Avancez  et  la  foi 
vous  viendra,  »  ce  qui  veut  dire  cpi'on  j)eut  habituer  l'esprit  sans  le 
convaincre.  Quand  Duhamel  succéda  à  Poisson,  il  substitua  aux 
infiniment  petits  l'idée  de  la  continuité  et  la  méthode  des  linntes,  et 
ce  fut  comme  un  soulagement,  tant  la  clarté  devint  soudaine  et  vive. 

Pour  savoir  comment  Duhamel  avait  atteint  cette  lucide  rigueur 
qui  fut  le  trait  distinctif  de  sou  talent,  il  faut  lire  le  récit  qu'il  a  fait 
lui-même  de  ses  méditations  :  «Je  devais  commencer  par  lever 
pour  moi-même  toutes  les  difficultés  si  cela  m'était  possible,  et  en- 
suite rendre  l'exposition  assez  cla're  et  assez  rigoureuse  pour  Cjue 
ces  difficultés  ne  se  présentassent  pas  à  l'esprit  de  mes  élèves.  La 
carrière  de  l'enseignement  que  j'adoptai  m'en  faisait  même  une 
obligation,  car  je  n'aurais  jamais  pu  aflîrmer  des  choses  qui  m'au- 
raient laissé  quelques  doutes,  et  il  ne  m'aurait  pas  suffi  d'avoir  la 
conviction  de  leur  exactitude  :J1  fallait  que  les  élèves  l'eussent  aussi. 

»...  Telle  a  été  mon  étude  dans  toute  ma  vie  de  professeur  ;  telle 
elle  sera  quelqiu,'s  années  encore,  je  l'espère.  » 

Ces  années.  Dieu  les  lui  a  accordées.  Il  en  a  profité  pour  ré- 
pandre son  enseignement  dans  des  livres  devenus  classiques.  La 
clarté,  la  méthode,  la  conscience  qui  éclataient  dans  ses  leçons, 
Duhamel  les  transporta  dans  ses  Ouvrages  en  les  accentuant  davan- 
tage. Le  style  en  est  minutieusement  travaillé  et  le  raisonnement  y 
est  d'une  concision  qui  surprend  à  chaque  pas.  Comme  l'a  dit  en 
un  beau  langage  son  élève  le  plus  aimé  et  le  plus  illustre,  notre  con- 
frère M.  Bertrand  :  «  Disciple  immédiat  de  Fourier  et  animé  de  son 
esprit,  modèle  en  tout  de  netteté  et  d'élégance,  Duhamel  ne  semble 
vouloir  toucher  à  une  question  que  pour  en  dire  le  dernier  mot.  » 

Tel  fut.  Messieurs,  notre  confrère  Duhamel.  Rien  ne  lui  a 
manqué,  ni  les  épreuves  de  la  jeunesse,  ni  l'édification  laborieuse 
de  sa  fortune,  ni  les  succès  de  l'esprit,  ni  le  bonheur  domestique. 
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ni  l'estime  de  ses  rivaux,  ni  le  respect  de  ses  élèves.  Par  surcroit,  la 
Providence  lui  donna  le  temps  de  jouir  des  biens  qu'il  avait  acquis, 
du  bien  qu'il  avait  fait.  Quand  l'âge  vint,  il  se  résigna,  de  son  plein 
gré,  à  descendre  des  cliaires  qu'il  occupait  ;  il  le  fit  avec  le  profond 
regret  de  résigner  un  devoir  qu'il  aimait,  qu'il  avait  remjili  pendant 
quarante  années  avec  tant  de  conscience  et  avec  un  si  vif  éclat. 
Il  atteignit ,  dans  le  repos ,  une  vieillesse  heureuse  et  sereine  : 
dans  le  repos,  mais  non  dans  l'oisiveté;  car  il  composa  pendant  les 
dernières  années  de  sa  vie  un  Ouvrage  qu'il  avait  longtemps  projeté, 
souvent  commencé  et  interrompu,  et  auquel  son  penchant  et 
ses  fonctions  l'avaient  toujours  ramené,  Ouvrage  intitulé  :  Sur 
les  méthodes  dans  les  sciences  de  misonnement.  C'est  dans  ce 
livre  considérable  qu'il  a  consigné  le  fruit  de  son  expérience  et  de 
ses  méditations.  Il  en  projetait  un  autre  que  lui  seul  pouvait 
faire  :  il  voulait  retrouver  la  chaîne  aujourd'hui  perdue  qui  dans 
l'école  de  Platon  reliait  la  Logique  à  la  Géométrie.  Il  n'eu  eut 
pas  le  temps.  Le  22  avril  il  assistait,  plein  de  santé,  plein  de 
gaieté,  à  la  séance  de  l'Académie;  huit  jours  après,  on  nous 
annonçait  sa  mort  inattendue. 


FUPiERAlLLES  DE  M.  DELADMÏ. 
PAROLES  DE  M.  FATC,  PRÉSIDENT  DE  L'ACADÉfflE. 

HoNOKÉs  Co^'FRÈ^lES,  Messieurs, 

Quelle  mort  cruelle  que  celle  de  notre  confrère  !  Frappé  dans 
toute  sa  force,  au  beau  milieu  d'une  existence  couronnée  des  plus 
brillants  succès,  entouré  de  l'estime  générale,  admiré  pour  les  plus 
beaux,  les  plus  énergiques  labeurs  que  puisse  concevoir  et  mener  à 
bonne  fin  la  science  de  notre  époque;  regretté  de  tous,  car  tous 
rendaient  hommage  depuis  longteaips  à  ses  fortes  qualités  :  tel  est 
l'homme  qui  vient  de  nous  être  enlevé  subitement,  à  la  fleur  de  son 
génie,  par  une  mort  obscure  et  sans  but,  après  avoir  vaillamment 
supporté  le  siège  de  Paris  et  les  terreurs  de  la  guerre  civile.  Il  y 
aurait,  dans  cette  brusque  exécution  des  décrets  mystérieux  d'une 
apparente  fatalité,  de  quoi  confondre  nos  esprits,  si  nous  ne  savions 
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qu'il  faut  être  prêt  à  toute  heure.  N'oublions  pas,  Messieurs,  que 
nous  sommes,  grands  et  petits,  dans  une  main  suprême  qui  nous 
départit  la  vie  et  l'intelligence  en  vue  du  bien  et  du  progrès,  et  qui 
soudainement  peut  clore  à  son  gré  la  page  où  nous  inscrivons  les 
actes  de  notre  vie;  heureux  si,  comme  Delaunay,  nous  avons  bien 
usé  du  temps  qui  nous  est  laissé;  si,  comme  lui,  nous  avons  aug- 
menté la  science  et  fait  avancer  l'esprit  humain  vers  la  vérité  divine  1 
Car  jamais  existence  n'a  été  K'eux  employée  que  celle  de  notre 
confrère.  Sa  vie,  hélas  !  trop  courte,  a  été  consacrée  aux  plus  rudes 
travaux  dont  l'honneur  puisse  rejaillir  sur  notre  pays.  Des  gens  qui 
ne  songent  qu'aux  infortunes  d'un  jour  parlent  de  la  puissance 
scientifique  qui  aurait  déserté  cette  terre  pour  aller  féconder  des 
races  nouvelles  :  qu'ils  nous  montrent  donc  ailleurs  un  esprit  plus 
solide,  qui  se  soit  attaqué  à  de  plus  grands  problèmes  et  les  ait 
aussi  vigoureusement  traités  et  résolus  !  La  Théorie  de  la  Lime,  de 
Delaunay,  est  l'œuvre  d'une  virilité  scientifique  élevée  à  la  plus 
haute  puissance  de  ce  siècle.  L'Académie,  héritière  de  cette  oeuvre, 
que  Delaunay  a  entreprise  pour  elle  et  publiée  sous  son  patronage, 
de  ce  travail  énorme  que  les  plus  compétents  jugeaient  impossible 
avant  kii  et  où  nous  admirons  à  la  fois  la  simplicité  dans  la  mé- 
thode et  la  puissance  dans  l'application,  l'Académie,  dis-je,  ne  la 
laissera  pas  inachevée. 

Je  voulais  d'abord  vous  retracer  les  appréciations  qui  ont  accueilli 
à  l'étranger  celte  oeuvre  colossale;  mais  à  quoi  bon  chercher  à 
tromper  votre  douleur?  Devant  ce  coup  inattendu,  devant  ce  dé- 
sastre public,  je  ne  me  sens  pas  la  force  de  le  faire.  Les  savants 
interprètes  du  Bureau  des  Longitudes,  de  l'Observatoire  et  du  Corps 
des  iNIines  vous  jJarleront  mieux  que  moi  de  cette  vie  si  bien  rem- 
plie. D'ailleurs,  cher  Confrère,  l'Institut  ne  se  tient  pas  quitte  pour 
si  peu  envers  vous  :  dans  une  séance  solennelle,  consacrée  à  votre 
mémoire,  l'Académie  des  Sciences  vous  rendra  un  complet  et 
solennel  hommage.  La  France  sait  déjà,  mais  elle  connaîtra  mieux 
alors  l'œuvre  grandiose  que  vous  avezJ  'levée  en  l'honneur  de  la 
Science  et  de  votre  pays.  En'ce  moment,  tout  entier  à  mon  profond 
regret,  je  ne  puis  que  partager  la  douleiu'  de  vos  camarades  et  de 
vos  élèves  ;  je  m'arrête  devant  ces  larmes  que  je  vois  aux  yeux  de 
vos  maitres  et  de  vos  anciens.  Adieu  donc,  cher  confrère!  nous  gar- 
derons tous  le  souvenir  de  votre  gr^     ^  esprit,  si  noblement  uni  à 
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tant  de  loyauté  et  d'amour  du  bien.  Adieu,  et  puissions-nous  mar- 
cher jusqu'au  bout  sur  vos  traces  ! 


DISCOURS  DE  M.  PUISEUX,  AU  NOM  DU  BUREAU  DES  LONGITUDES. 

Messieves, 

Je  viens,  au  nom  du  Bureau  des  Longitudes,  exprimer  la  pro- 
fonde douleur  que  nous  cause,  à  mes  collègues  et  à  moi,  la  mort  du 
savant  éminenl  auquel  nous  rendons  en  ce  jour  les  derniers  devoirs. 
M.  Delaunaj,  dans  toute  la  force  de  l'âge,  dans  toute  la  vigueur  de 
son  talent,  semblait  destiné  à  vivre  de  longues  années  encore;  il 
avait  entrepris  une  de  ces  tâches  qui  exigent  la  vie  d'un  homme 
presque  entière  ;  mais  nul  de  nous  ne  doutait  qu'il  ne  parvint  à 
l'accomplir  jusqu'au  bout.  La  Providence  en  a  disposé  autrement, 
et  la  Science,  le  pays,  se  voient  enlever  soudainement,  par  un  de 
ces  coups  mystérieux  qui  confondent  notre  raison,  l'homme  dont 
ils  pouvaient  attendre  encore  tant  d'utiles  et  de  glorieux  travaux. 

Par  les  rares  qualités  de  son  esprit,  M.  Delaunay  était  en  état 
d'aborder  avec  un  égal  succès  les  diverses  branches  des  sciences 
exactes;  ses  premiers  Mémoires  montrent  assez  qu'il  aurait  pu  se 
placer  à  un  rang  élevé  parmi  les  géomètres;  mais  l'Astronomie 
devint  de  bonne  heure  l'objet  principal  de  ses  études.  Il  publiait 
dès  1844  in  travail  important  sur  un  point  délicat  de  la  théorie  des 
marées,  et  à  la  même  époque  il  commençait  à  se  préoccuper  de  la 
question  bien  autrement  vaste  du  mouvement  de  la  Lune. 

On  sait  comljien  la  connaissance  exacte  de  ce  mouvement  importe 
à  l'Astronomie  et  à  la  ÎNavigation  ;  mais  on  sait  aussi  quelles  diffi- 
cultés présente  la  détermination  des  innombrables  inégalités  de  la 
Lune.  Exprimer  le  mouvement  de  cet  astre  par  des  formules  analy- 
tiques dans  lesquelles  aucun  terme  sensible  ne  soit  négligé,  en  dé- 
duire des  tables  d'où  l'empirisme  soit  banni,  tel  est  le  but  que 
s'est  proposé  notre  regretté  collègue,  et  ceux-là  seuls  qui  ont  exa- 
miné la  question  de  près  peuvent  se  rendre  compte  de  l'immensité 
d  une  paredle  tâche.  La  nécessité  de  pousser  l'approximation  plus 
loin  que  ne  l'avaient  fait  l'auteur  de  la  ^lécanique  céleste  et 
r habile  géomètre  Plana  augmentait  le  travail  dans  une  proportion 
effrayante;  d'ailleurs  les  méthodes  suivies  jusque-l.\  conduisaient  à 
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des  calculs  tellement  compliqués,  qu'il  eût  été  à  peu  près  impossible 
d'éviter  et  de  rcconuaitrc  les  erreurs. 

Il  fallait  donc  imaginer  une  marche  nouvelle  qui  permit  de  dé- 
composer le  travail  en  une  série  d'opérations  successives,  exécutées 
par  lui  procédé  uniforme  et  dont  chacune  se  prêtât  à  une  vérifica- 
tion rigoureuse.  Cette  condition,  sans  laquelle  le  problème  deve- 
nait inextricable,  M.  Delaunay  parvint  à  la  remplir;  le  Mémoire 
dans  lequel  il  expose  sa  méthode,  et  qui  fut  présenté  à  l'Académie 
en  1846,  montre  avec  quelle  sagacité  il  savait  tirer  parti  des  res- 
sources de  l'Analyse. 

Depuis  cette  époque,  M.  Delatmay  ne  s'est  jamais  laissé  dé- 
tourner de  l'important  travail  auquel  il  s'était  dévoué.  Eu  1860, 
après  plus  de  quatorze  ans  d'un  labeur  assidu,  il  publiait  le  tome  1" 
de  sa  Théorie  de  la  Lune  :  pendant  cet  intervalle,  il  avait,  dans  des 
Mémoires  du  plus  haut  intérêt,  traité  diverses  questions  se  rappor- 
tant au  même  sujet,  notamment  le  problème  si  controversé  de 
l'accélération  séculaire.  Sept  ans  plus  tard  paraissait  un  second  vo- 
lume, formant  avec  le  précédent  la  j)artie  de  beaucoup  la  plus  diffi- 
cile du  travail  entrepris  par  l'auteur.  Le  troisième  volume,  dont  les 
matériaux  étaient  pour  la  2>lupai't  préparés  depuis  longtemps,  de- 
vait compléter  prochainement  ce  grand  Ouvrage. 

Non  content  d'avoir  établi  les  expressions  analytiques  des  coor- 
données de  la  Lune,  M.  Delaunay  avait  entrepris  de  les  réduire  en 
tables.  Les  calculs  numériques,  commencés  depuis  plusieurs  années, 
s'exécutaient  sous  sa  direction;  le  Bureau  des  Longitudes  avait  pris 
ce  travail  sous  son  patronage  et  obtenu  de  l'Etat  les  fonds  néces- 
saires ;  peu  d'années  encore  eussent  suffi  pour  le  terminer.  Les 
nouveaux  devoirs  qu'avaient  imposés  à  M.  Delaunay  les  fonctions 
de  Directeur  de  l'Observatoire  ne  l'empêchaient  pas  de  poursuivre 
son  œuvre  de  prédilection;  vous  le  voyez.  Messieurs,  il  touchait 
presque  au  terme,  lorsque  la  mort  est  venue  trancher  le  fil  de  cette 
vie  dévouée  à  la  Science. 

Quoique  l'auteur  ne  soit  plus  là  pour  y  mettre  la  dernière  main, 
il  ne  sera  sans  doute  pas  impossible  de  terminer  ce  monument 
scientifique.  Espérons,  Messieurs,  pour  la  gloire  de  l'Astronomie 
française,  que  ce  service  sera  rendu  à  la  Science,  que  ce  suprême 
hommage  ne  manquera  pas  à  notre  illustre  confrère. 
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—  Die  mathematischen  Schrifteiv  des  NICOLE  ORESME.  — 
Tliorn,  18700. 

Ce  iravail  de  M.  Curlzc,  sur  le  célèbre  géomètre  normand,  a  été 
composé  à  l'occasion  de  la  session  des  examens  publics  de  sortie 
du  gymnase  de  Tliorn,  les  29  et  3o  septembre  1870.  On  sait  qu'en 
Allemagne  il  est  d'usage  qu'à  chaque  solennité  scolaire  un  des  pro- 
fesseurs du  gymnase  publie  un  travail  scientilîque,  qui  remplace 
avantageusement  les  pièces  d'éloquence  imposées  en  pareil  cas  aux 
professeurs  français. 

M.  Curtzc  avait  déjà  publié,  en  1868,  à  l'occasion  du  3oo*  anni- 
versaire de  la  fondaliou  du  gymnase  de  Thorn,  un  Ouvrage  inédit 
d'Orcsme,  d'après  un  manuscrit  conservé  dans  la  bibliothèque  de 
cet  établissement  (^).  Depuis  il  s'est  occupé  activement  de  l'étude 
des  Ouvrages,  la  plupart  inédits  et  peu  connus,  de  ce  savant,  qui 
parait  digne  d'occuper  le  premier  rang  parmi  les  représentants  des 
Matliématiques  au  moyen  âge.  Grâce  au  concours  empressé  de 
M.  le  prince  Boncompagni  et  à  l'obligeance  des  conservateurs  des 
grandes  bibliothèques  de  rAIlemagne,  M.  Curtze  a  pu  réunir  des 
documents  qui  montrent  sous  un  jour  tout  nouveau  le  génie  mathé- 
matique de  cet  homme,  si  supérieur  à  son  siècle.  Il  a  rectifié  en 
même  temps  un  grand  nombre  d'inexactitudes,  commises  par  les 
auteurs  qui  ont  écrit  avant  lui  sur  Orcsme,  entre  autres  par  son  plus 
récent  biographe,  M.  Fr.  Meunier  ('). 

Nicole  (')  Oresme  naquit  en  Normandie,  aux  environs  de  Caen 


(')  Max.  Curtze,  professeur  au  gymnase  de  Thorn  :  ipt  OEurres  mnt/iémaUyues  de 
Nicole  Oresme.  Thorn,  1870.  Broch.  in-/)"  (7.0  p.). 

(-)  Der  Algorismus  Proport ioniim  des  Necolai's  Oresme.  Ziim  ersten  Maie  iiach 
der  Handschrifc  R.  ^i".  2  der  Koiii^l.  GfmnasiaWihllutlieh  zu  Tliorn,  herausgegeben  von 
E.-L.-W.-M.  Curtze.  Mit  einer  lithographierten  Facsiniile  der  Handschrift.  Berlin, 
Calvary  u.  Comp.,  18G8.  In-8»  (32  p.). 

(')  Essai  sur  la  -vie  et  les  Ouvrages  de  Nicolas  Oresme,  par  Francis  Meunier.  Paris, 
.8,-7. 

(')  Ou  Nicolas.  Dans  les  éditions  imprimées,  aussi  bien  que  dans  les  manuscrits, 
il  porte  aussi  le  prénom  de  Jean.  L'orthographe  de  son  nom  de  famille  varie  égale- 
Bull.  des  Sciences  mathém.  et  astron.,  t.  III.  (Novembre  1872.)  21 
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ou  dans  celle  ville  même.  Une  tradition  locale,  qui  ne  repose  sur 
aucune  preuve  positive,  lui  donne  pour  berceau  le  village  d'Alle- 
magne, au  sud  de  Caen,  sur  la  rive  droite  de  l'Orne.  La  date  exacte 
de  sa  naissance  n'est  pas  connue;  on  sait  seulement  qu'il  faut  la 
placer  dans  les  vingt-cinq  premières  années  du  xiv*  siècle.  Oresme 
entra,  en  i348,  comme  boursier  au  Collège  de  jNavarre,  où  il  de- 
vint ensuite  professeur  de  théologie,  puis  grand  maître,  et  qu'il 
quitta  en  i36i  pour  aller  occuper  la  place  de  doyen  de  l'église  de 
Rouen.  Le  roi  Charles  V,  qui  l'avait  pris  en  amitié  à  cause  de  ses 
écrits,  le  nomma,  en  1377,  évèque  de  Lisieux,  et  c'est  dans  cette 
dernière  ville  qu'il  mourut,  en  i382.  Là  se  borne  à  peu  près  tout 
ce  qu'on  a  pu  savoir  sur  la  vie  de  ce  personnage. 

Voici  maintenant,  d'après  M.  Curtze,  la  liste  de  ses  Ouvrages 
scientifiques,  tant  imprimes  qu'inédits  : 

L    Trnctatus  proporlionum. 

Imprimé  à  Venise  en  i5o5,  dans  un  Recueil  de  Traités  de  divers 
auteurs.  La  Bibliothèque  Nationale  de  Paris  en  possède  un  exem- 
plaire (in  fol.,  R.  221).  On  en  connaît  plusieurs  copies  manuscrites, 
mais  toutes  incomplètes. 

n.    Tractatus  de  incomniensurabilitate  niotuum  cœlestium. 
Manuscrit  (Codex  \aticanus,  4082).  Inconnu  de  tous  les  bio- 
graphes d'Oresme. 

III.   ^Igoristnus  proportionum. 

Publié  pour  la  première  lois  par  M.  Curtze,  en  1868  (voii-  plus 
haut).  Cet  Ouvrage  existe  en  manuscrit  à  la  Bibliothèque  Nationale 
{Fonds  latin,  n°  7187,  f°  74-79)- 

Cet  écrit  d'Oresme  est  remarquable  comme  étant  le  premier 
Traité  où  il  ait  été  fait  usage  des  exposants  fractionnaires,  dont  on 
avait  jusqu'ici  attribué  l'invention  à  \  iète  et  à  Simon  Stevin. 
M.  Curtze  en  a  donné  l'analyse  dans  le  Supplément  au  tome  XIII 
du  Journal  de  Schlonnlch  (').   Oresme  désigne  la  zz"'"^  puissance 


ment  à  l'infini;  on  le  trouve  écrit  sous  les  diverses  formes  :  Orem,  Orcnus,  Oresimns, 
Horen,  d'Oresmieus,  etc. 

(')  L'eber  die  Handschrift  R.  li".  2,  Problematum  Kuclidis  explicatio,  rfer  Kônigl. 
Gymnasialblbliotheh  zu  Thorn.  {Zeitsckrift  fur  Math.  u.  Phjrsik,  i3.  Jahrg.  1868. 
Suppl.,  S.  /|5-io^.) 


MATHÉMATIQUES  ET  ASTRONOMIQUES.  323 

de  a  par  la  notation  n.aP,  de  sorte  que,  dans  son  système  de  nota- 
tion, 

i.iP,     S.qP,     --iP,     ^-ty 

représentent  respectivement 

11  établit  successivement  les  diverses  règles  du  calcul  des  exposants 
fractionnaires,  exprimées,  en  notations  modernes,  25ar  les  formules 

a"" .  a"  =  «"■+",     —  =  «""-",     «    =  (  a'"  f , 
a" 

etc.,  etc. 

IV.    Tractatus  de  latitiidinihus  fonnaruin. 

Cet  Ouvrage  a  été  plusieurs  fois  imprimé  (Padouc,  1482  et  i486-, 
Venise,  i5oo;  Vienne,  i5id).  Le  contenu  en  est  du  plus  liaut 
intérêt.  Oresme  entend  par  forma  tout  phénomène  mesurable, 
comme  le  mouvement,  la  température,  etc.,  et  la  représentation 
géométrique  de  l'intensité  de  ce  phénomène,  dans  des  circonstances 
données,  est  ce  qu'il  appelle  latitudo.  A  la  variable  dont  ce  phéno- 
mène dépend  correspond  la  longitudo,  qui  joue,  dans  la  construc- 
tion géométrique  de  la  représentation  du  phénomène,  le  rôle 
d'abscisse,  tandis  que  la  latitudo  joue  celui  d'ordonnée.  C'est  ainsi 
cru'Oresme  peut  tracer  par  points  la  courbe  du  phénomène,  comme 
Descartes  devait  le  faire  trois  siècles  plus  tard;  seulement,  la  con- 
ception des  quantités  négatives  lui  faisant  défaut,  il  ne  peut  tracer 
sa  courbe  que  dans  le  premier  quadrant.  Il  exclut  aussi  les  cas  où  à 
une  même  abscisse  correspondraient  deux  ordonnées  diflerentes. 
Citons  encore  quelques-unes  de  ses  remarques.  Dans  une  figure, 
telle  qu'un  segment  de  cercle,  où  la  latitudo  croît  dejiuis  le  com- 
laencement  jusqu'au  milieu,  et  décroit  ensuite  jusqu'à  l'extrémité, 
la  vitesse  de  l'accroissement  et  du  décroissemcnt  est  un  minimum 
dans  le  voisinage  du  point  le  plus  élevé,  et  un  maximum  vers  les 
extrémités.   L'accroissement  et  le  décroissement  ont  lieu  sans  saut 
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brusque  et  d'une  manière  continue.  La  relation  entre  deux  formes 
est  la  même  que  la  relation  entre  les  figures  qui  les  représentent. 
Le  même  sujet  est  traité,  vraisemblablement  d'une  manière  plus 
développée,  dans  le  travail  suivant  d'Oresme  : 

\  .    Jractaliis  de  unifurinitate  et  difformitate  iiilensionuui. 

Le  mot  iiitensio  (intensité)  est  pris  ici  dans  le  même  sens  que 
tatitudo.  On  possède  de  ce  Traité  plusieurs  manuscrits,  dont  trois 
appartiennent  à  la  Bibliothèque  jNationale  de  Paris  ('). 

11  est  regrettable  que  personne  en  France  n'ait  encore  songé  à 
])ublier  ce  précieux  monument  de  la  science  française  auxiv'^  siècle. 

\  L   Traité  de  la  sphère. 

Imprimé  deux  fois  à  Paris,  au  commencement  du  xvi'^  siècle.  Un 
(exemplaire  de  la  première  édition  (s.  a.  )  se  trouve  à  la  Bibliothèque 
-Mazarine  (u°  idjSj),  un  exemplaire  delà  seconde  (i5o8)  à  la  Biblio- 
thèque Sainte-Geneviève  (v.  iu-4''.  212).  Il  en  existe,  de  plus,  un 
exemplaire  manuscrit  à  la  Bibliothèque  Nationale  [Fonds  français, 
n"  565,  oliin  Ancien  fonds  français,  i\°  7065).  Cet  Ouvrage  est  le 
plus  ancien  Livre  de  science  qui  ait  été  composé  dans  notre  langue, 
et  l'on  peut  dire  que,  en  écrivant  ce  Livre,  Oi-esme  a  véritablement 
créé  le  langage  scientifique  français.  Le  Livre  se  divise  en  cinquante 
Chapitres,  dont  les  premiers  traitent  :  «  De  la  figure  du  monde  et 
de  ces  jjarties  principales,  de  la  nature  du  ciel,  des  parties  du  ciel, 
de  la  figure  des  espères  (sphères)  du  ciel,  de  l'essel  et  des  pôles  du 
monde  et  de  l'cquinocial,  du  mouvement  des  planètes,  du  zodiaque 
et  de  ces  pôles,  de  la  division  du  zodiaque,  dont  vint  ceste  divi- 
sion, etc.  » 

VU.    Utriini  res  futurœ  per  astrologiani  possint  prœsciri. 

Inédit.  On  n'en  connaît  qu'un  seul  manuscrit,  appartenant  à  la 
Bibliothèque  Nationale  [Fonds  latin,  n°  10126,  olini  Fonds  Saini- 
Fictor,  n°  439)-  A  la  suite  de  ce  Traité,  on  trouve,  dans  le  même 
volume,  trois  autres  écrits  d'Oresme,  également  inédits,  et  dont  les 
titres  sont  : 

Mil.   Raiiones  et  causœ pluriain  inirubiliiunin  natura. 


')   1"  Foiuls  latin,  n"  i.'|57y;  2°  Foiich  latin,    n"  i4jSo;  olim  Fundi  Saint-\icCor, 
lûû;  3'^  Fonds  lutin,  n"  7371, 
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IX.  Plura  quodlibeta  et  dU'erse  questiones  (sic). 

X.  Soliitiones  predictoriun  probleumatiim  (sic). 

La  BLbliotlièque  jN'ationale  possède  encore  les  manuscrits,  uni- 
ques et  inédits,  des  trois  Ouvrages  suivants  de  notre  auteur  : 

XI.  Tractatus  contra  astrononios  judiciarios. 

[Fonds  latin,  n"  i458o,  olim  Fonds  Saint- Kictor^  n"  loo.) 

XII.  Liber  de  divinacionibus . 

[Fonds  français,  n°  199JI,  olim  Fonds  Saint-Germain,  fran- 
çais, n"  1907.)  Cet  Ouvrage,  malgré  son  titre  latin,  est  écrit  en 
français.  L'auteur  y  censure,  comme  répugnant  à  la  saine  raison, 
toutes  les  tentatives  depénétrer  l'avenir  par  «  astrologie,  geomance, 
liydromance,  pyromance,  csperimens,  superstitions,  auspices, 
encontres,  cliant,  volement  des  oiseaulx,  membres  des  bestes 
mortes,  art  magian,  nigromance,  interprétation  de  songes  et  autres 
vanitez.  »  Ces  praticpies  sont  dangereuses  surtout  pour  ceux  cjui  sont 
chargés  de  la  conduite  des  Etats.  Oresme  paye  un  tribut  aux  pré- 
jugés de  son  temps,  en  admettant  la  possibilité  de  prédire  la  vérité 
par  la  sorcellerie,  qu'il  condamne  comme  un  péché  abominable. 

XIII.  Traduction  du  Livre  d'Aristote  De  Cœlo  et  Mando. 
[Fonds  français,  n°  565,  olim  ^Jncien  fonds  français,  n°  -of)5, 

{°  23*- 171'').  Voici  les  premières  lignes  du  manuscrit  :  «  Au  nom 
de  Dieu,  ci  commence  le  livre  d'Aristote  appelé  du  Ciel  et  du 
blonde,  lequel,  du  commandement  de  tres-souverain  et  très-excel- 
lent prince  Charles  quint  de  cest  nom,  par  la  grâce  de  Dieu  roy  de 
France ,  désirant  et  amant  toutes  nobles  sciences ,  je  Nichole 
Oresme,  doyen  de  l'église  de  Rouen,  propose  translater  et  exposer 
en  françois.  »  A  la  suite  du  dernier  Chapitre  du  Livre  d'Aristote, 
Oresme  a  ajouté  trois  Chapitres  de  sa  propre  composition.  Il  ter- 
mine son  Ouvrage  par  ces  mots  :  «Et  ainsi,  a  l'aide  de  Dieu,  je  ay 
accompli  le  livre  du  Ciel  et  du  Monde  a  commendemcnt  de  très- 
excellent  prince  Charles  quint  de  cest  nom,  par  la  grâce  de  Dieu 
roy  de  France,  le  quel  en  ce  faisant  m'a  fait  evesque  de  Lisieux, 
et  pour  animer,  exciter  et  esmouvoir  les  cuers  des  jœunes  hommes 
qui  ont  subtilz  et  noblez  engins  et  désir  de  science,  afin  que  il  estu- 
dient  a  dire  encontre  et  a  moy  reprendre  par  amour  et  affection  de 
vérité,  je  ose  dire  et  me  faiz  fort  que  il  n'est  homme  mortel  qui 
onques  veist  plus  bel  ne  meilleur  livre  de  philosophie  naturelle  que 
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est  cestui,  ne  en  ebrcu,  ne  en  latin,  ne  en  françoiz.  »  Ces  citations 
font  voir  que  l'Ouvrage  a  dû  être  composé  pendant  les  années  iSyô- 
1877,  Oresme  ayant  été  élevé  en  noveuilire  1377  à  l'évèclié  de 
Lisieux  ('). 

On  connait  encore  un  Ouvrage  d'Orcsme  contre  les  ordres  men- 
diants : 

Tractatus  magistri  Njcholai  de  Oreni  contra  mendicautes. 

Le  manuscrit  se  trouve  à  la  Biljliothèque  de  l'Université  de  Kicl, 
n°  CXXVII. 

M.  Curtzc  termine  son  intéressant  travail  par  ces  lignes,  dont 
nous  nous  faisons  un  devoir  de  donner  ici  la  traduction  complète  : 

«  Récapitulons  maintenant  les  services  rendus  par  Oresme  à  la 
Science.  Nicole  Oresme,  adversaire  déclaré  de  l'Astrologie  et  de  la 
Divination,  a  composé  contre  elles  une  suite  de  remarquables  écrits. 
Par  sa  traduction  du  Livre  De  Cœlo  et  iMuTido,  et  par  son  Traité 
original  De  la  Sphère,  il  a  coordonné  dans  une  composition  ency- 
clopédique tout  ce  que  l'on  connaissait  de  son  temps  concernant 
les  mouvements  célestes  et  les  autres  phénomènes  physiques  sur  la 
Terre.  Ces  travaux  ont  créé  la  langue  scientifique  des  Français.  Les 
écrits  d'Orcsme  sur  les  .Mathématiques  pures  ont  fait  faire  à  la 
science  des  progrès  considérables.  Son  ^Hgorisimis  proporlionum 
renferme  des  calculs  qui  ont  dû  être  réinventés  trois  siècles  plus 
tard-,  son  Tractatus  de  latitudinihus  fortnaruin  contient  l'idée 
fondamentale  de  la  Géométrie  analytique  de  Descartes.  Ce  dernier 
Traité  n'a  pas  passé  aussi  inaperçu  cjue  les  autres  :  il  en  a  été  fait 
des  éditions  et  des  manuscrits  jusque  vers  le  milieu  du  xvi"  siècle, 
et  il  n'est  pas  invraisemblable  qu'il  se  soit  ainsi  trouvé  à  la  portée 
de  Descartes. 

»  Nous  nous  croyons  donc  en  droit  d'affirmer  qu'Orcsme  doit 
être  considéré  comme  un  des  plus  éminents  représentants  des 
études  mathématiques  au  xiv'  siècle,  et  que  les  services  rendus  par 
lui  à  la  vraie  science  le  placent  bien  aM-àcs&us  A\i  Doctor  profandiis 
Thomas  Bradvvardine,  à  qui  Î\L  Chasles  a  assigné  un  rang  si  élevé 
dans  son  aperçu  historù/iie.  » 

(')  Depuis  l'imiiression  de  s.i  brochure,  SI.  C.urlze  .-i  fait  encore  la  découverte  de 
quelques  manuscrits  d'Oresme,  ainsi  que  d'une  édition  parisienne  du  Tractatus  de 
proporlionibiis  proporliomiw,  dont  il  existe  deux  exemplaires  à  la  Biblic-thèque  Maza- 
rine.  Les  manuscrits  dont  il  est  question  se  trouvent  à  la  Bibliothèque  de  Bàle. 
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Puisse  maintenant  la  France  ne  pas  laisser  aux  seuls  étrangers  le 
soin  de  célébrer  ses  gloires  scientifiques  d'autrefois  et  d'éditer  leurs 
œuvres!  J-  H. 


REVUE  DES   PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

MATHEMATISCHE  ANNALEN,  herausgegebcn  von  A.  Clebsch 
und  C.  Neumann  ('). 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Recherche  des  singularités  (/ni  ont  rap- 
port à  une  droite  multiple  d'une  surface.  (20  p.  ;  fr.) 

Zeuthen  (H.-G.).  —  Etudes  géo/nétrit/ues  de  quelques-unes 
des  propriétés  de  deux  surfaces  dont  les  points  se  correspondent 
un  à  un.  (ao  p. 5  fr.) 

Zeuthem  (H.-G.).  —  Note  sur  la  théorie  des  surfaces  réci- 
proques. (5  p.  5  fr.) 

Les  recherclies  auxquelles  M.  Zeuthen  s'est  livré  dans  le  second 
de  ces  Mémoires  abordent  par  le  côté  géométrique  la  question  de 
la  transformation  rationnelle  des  surfaces  algébriques,  traitée  dans 
ces  derniers  temps  par  divers  géomètres  (^),  de  préférence  par  la 
voie  analytique.  Ces  recherches  conduisent  à  des  résultats  intéres- 
sants par  leur  démonstration  géométrique,  et,  de  plus,  en  partie 
nouveaux  et  de  grande  importance  pour  celte  théorie  de  la  transfor- 
mation. 

Par  les  démonstrations  géométriques,  auxquelles  sont  aussi  con- 
sacrés le  premier  et  le  troisième  des  Mémoires  indiqués  ci-des.sus, 
et  qui  servent  d'introduction  au  second,  les  recherches  de  IMM.  Sal- 
mon  (^)  et  Cayley  ('')  sur  les  singularités  des  sui-jaces  se  trouvent 
poussées  plus  loin.  L'Introduction  à  la  première  Note  donne  une 
extension  des  vingt-cinq  équations  de  Salmonet  Cayley  (analogues 
aux  relations  de  Pliicker  pour  les  courbes),  par  l'admission  de  points 
coniques  particuliers  et  des  plans   tangents  singuliers  correspon- 

(')  Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  I2.'|. 

(')  f'oir  les  articles  Sur  la  représentation  des  surfaces  dans  les  trois  premiers  vo- 
lumes du  Bulletin. 

(')  Geometrjr  of  three  dimensions,  i^  édition,  p.  t\bo. 

(')  On  Reciprocal  Surfaces.  [Philosoph.  Transact.  1869,  p.  iSg.) 
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dants.  La  difBcullé  de  ces  considérations  consiste  eu  ce  que  les 
points  ou  les  plans  singuliers  d'une  surface,  déOuis  au  point  de 
vue  de  la  Géométrie  ponctuelle,  présenteront,  en  général,  des  pro- 
priétés tangentielles  particulières,  et  réciproquement  ;  ou  encore 
en  ce  que  la  transformation  qui  change  une  surface  dans  sa  réci- 
proque a  des  propriétés  spéciales ,  qui  jusqu'ici  n'ont  guère  pu 
être  prises  en  considération  dans  la  théorie  générale  des  transfor- 
mations. Ainsi  la  théorie  actuelle,  pour  quelques-uns  des  points 
singuliers,  a  dû  rester  incomplète,  et  c'est  ce  que  signale  particuliè- 
rement la  troisième  ÎNote. 

Le  premier  Mémoire  étudie  en  outre  les  singularités  qui  se  rap- 
portent à  une  droite  multiple  (M)  d'une  surface,  en  s'aidant  d'une 
courbe  qui  représente  la  relation  entre  les  points  et  les  plans  tan- 
gents de  la  surface  sur  .M.  On  obtient  ainsi  les  nombres  de  Plûcker 
pourla  section  résidue  d'un  plan  passant  par  M,  et  pour  le  cône  cir- 
conscrit résidu  mené  d'un  point  de  M.  Enfin  l'auteur  fait  une 
application  aux  propriétés  des  droites  d'une  surface  du  4°  ordre 
ayant  deux  droites  dovdîles  qui  se  coupent. 

Le  deuxième  Mémoire,  dans  son  Introduction,  qui  se  rattache  en 
partie  à  un  Mémoire  de  M.  ÎVother  ('),  donne  une  discussion  éten- 
due des  relations  entre  deux  surfaces  (Fj,  Fjjdont  les  points  se 
correspondent  un  à  un,  et  des  courbes  qui  sur  chacune  de  ces  sur- 
faces correspondent  aux  points  fondamentaux  de  l'autre.  On  sup- 
pose ici,  en  particulier,  qu'il  n'existe  pas  de  directions  fondamen- 
tales aux  points  fondamentaux,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  pas  deux 
points  fondamentaux  consécutifs  en  cet  endroit.  La  partie  principale 
du  iNIéinoire  est  consacrée  à  la  démonstration  de  quatre  lelations 
entre  les  nombres  caractéristiques  des  deux  surfaces  et  les  nombres 
introduits  par  la  transformation. 

Les  deux  premières  de  ces  relations  (!„)  et  (I^,)  sont  les  mêmes 
que  l'on  peut  déduire  par  l'étude  des  courbes  d'une  surface  qui  cor- 
respondent aux  points  fondamentaux  et  aux  courbes  fondamentales 
de  l'autre  surface  (^).  M.  Zeuthen  considère  deux  courbes  infini- 
ment voisines  sur  F, ,  qui  correspondent  à  deux  sections  planes 
consécutives  de  F»,  et  il  détermine  directement  le  nombre  des  points 


(')  Mathem.  Annalen,  t.  II,  p.  29'|.  (Voir  Bulletin,  t.  II,  p.  iSi.) 
(')  Foir  le  Mémoire  cité.  {Mathem.  Ann.,  t.  II,  p.3ia.) 
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d'intersection  apparents  de  ces  courbes;  comme  on  cojinait  les 
points  d'intersection  réels  et  l'ordre  des  courbes,  on  obtient  une 
relation,  qui  est  une  des  deux  ci-dessus. 

Pour  déduire  les  deux  autres  relations  (II)  et  (01),  l'auteur 
prend  une  voie  semblable  <à  celle  qu'il  a  déjà  suivie  pour  les  courbes 
planes  (').  il  construit  une  surface  auxiliaire  F3,  lieu  des  points  où 
les  droites  qui  joignent  un  point  fixe  aux  points  de  Fj  rencontrent 
les  plans  qui  joignent  les  points  correspondants  de  F,  à  une  droite 
fixe  M;  et,  en  outre,  une  seconde  surface  auxiliaire  F4,  résultant 
d'une  construction  semblable  où  l'on  a  échangé  entre  elles  F,  et  F^. 
Les  singularités  de  la  surface  F3  (ou  Fj),  cjui  correspondent  uni- 
formément h  F,  et  à  F,,  sont  déterminées  par  celles  de  Fi  et  de  Fj. 
En  établissant  deux  expressions  de  la  classe  de  F3,  on  obtient  l'é- 
quation (II),  qui  met  en  relation  les  points  fondamentaux  des  deux 
surfaces  données,  et  qui  est  nouvelle  dans  la  théorie  générale  des 
transformations  (").  Citons  seulement  un  cas  particulier  de  cette 
formule. 

Supposons  que  F]  et  F^  n'aient  aucune  courbe  cuspidale. 
Soient  «,,  n\  l'ordre  et  la  classe  de  Fi -,  a,  la  classe  d'une  section 
plane  de  F]  ;  «s,  »'j,  a^  les  nombres  analogues  pour  Fa-  La  condi- 
tion pour  que  les  deux  surfaces  puissent  se  correspondre  uniformé- 
ment sans  qu'il  existe,  et  pour  qu'elles  aient  ainsi  la  même  géomé- 
trie, c'est-à-dire  pour  que,  suivant  une  expression  de  M.  Clebsch  ('), 
elles  puissent  appartenir  au  mcine  type,  sera 

«',  —  2rt,H-  S/!,  :=  n'j  —  îrtj  -h  3n,. 

La  quatrième  relation  (III)  exprime  le  théorème  de  l'égalité  du 
genre  p  des  surfaces  Fj  et  Fj  (*).  On  détermine  les  nombres  C3 
et  Cj  des  plans  tangents  slationnaires  des  cônes  résidus,  circonscrits 
aux  surfaces  F3  et  F4  d'un  point  de  la  droite  M  comme  sommet.  Pour 
deux  de  ces  cônes,  on  démontre  tju'ils  ont  des  nombres  caractéris- 


(')  Mathem.  Ann.,  t.  111.  (Voir  Bulletin,  t.  Il,  p.  35;.) 

(')  Elle  a  été  donnée  pour  la  première  fois  par  l'auteur  dans  les  Comptes  rendus 
des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXX,  p.  "jl^h;  1870.  (Voir  Bulletin,  t.  I, 
p.  i56.) 

(')  Mathem.  Ann.,  t.  V,  p.  18. 

(')  Voir  l'analyse  du  Mémoire  déjà  cité  de  M.  Xôlher.  [Bulletin,  t.  11,  p.  182.) 
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tiques  égaux,  et  la  relation  C3  =  d,  conduit  alors  directemeut  à 
celle  qui  se  rapporte  à  p. 

Cette  démonstration  a  sur  celle  qu'a  donnée  M.  NiHlicr  l'avan- 
tage de  s'appliquer  aussi  aux  cas  où  la  formule  donne  pour  p  une 
valeur  négative,  et  où  l'on  avait  posé  p  :=  o  dans  l'exposition  de  ce 
dernier  auteur,  parce  que  précisément  la  quantité  C3  y  reste  elle- 
même  positive.  Ainsi  la  formule  pour  les  surfaces  coniques  donne  le 
genre  d'une  section  plane,  pris  négativement  ('). 

M.  Zeutlieu  s'est  encore  occupé,  à  la  fin  de  son  Mémoire,  de  trois 
applications  de  la  théorie  : 

1°  A  la  représentation  d'une  surface  sur  un  plan  simple  ; 

2°  A  la  théorie  des  surfaces  réciproques.  Dans  cette  théorie,  on 
obtient,  au  moyen  des  relations  (II)  et  (UI),  une  nouvelle  équation 
(différente  des  vingt-cinq  précédentes),  l'équation  (i3)  et  (i4)  de  la 
page  4G,  donnée  déjà  par  JM.  Cayley  dans  son  Mémoire  sur  tes  sur- 
faces j'écipro(/ues.  Cette  équation  a  été,  en  outre,  dans  la  troisième 
des  Notes  que  nous  analysons,  déduite  du  principe  de  correspon- 
dance de  M.  Chasles  (p.  636). 

3°  A  la  représentation  d'une  surface  sur  un  plan  multiple,  consi- 
déré lui-même  comme  surface. 

Klein  (F.)  et  Lie  (S.).  —  Sur  les  courbes  planes  qui  se  chan- 
gent en  elles-mêmes  par  un  système  fermé  de  transformations 
linéaires  permutables  en  nombre  simplement  infini.  (36  p.) 

Ce  Mémoire  traite  un  sujet  que  les  auteurs  avaient  déjà  abordé 
auparavant  (^),  et  doit  être  considéré  comme  un  développement 
plus  étendu  des  Notes  présentées  à  cette  époque.  Il  ne  s'agit  ici 
que  de  la  tliéorie  àes  formes  géométriques  qui,  par  un  Jiumbre  in- 
fini de  transformations  linéaires  permutables,  se  succédant  d'une 
manière  continue,  se  changent  en  elles-mêmes .  Le  présent  travail 
ne  contient  cependant  qu'une  partie  delà  théorie  entière,  celle  qui 
se  rapporte  aux  figures  planes;  les  auteurs  se  réservent  de  traiter 
plus  tard  le  cas  des  figures  dans  l'espace.  L'objet  de  leur  étude  est 
donc  essentiellement  la  considération  des  courbes  qui,  comme  le 
titre  l'indique,  se  reproduisent  elles-mêmes  par  une  infinité  de 


(')  Comme  M.  Cayley  l'avait  déjà  observe.  {Mathem.  Ann.,  t.  III,  p.  626.) 
(')  Comptes  rendus,  6  et  i3  juin  1870.  (Voir  Bulletin,  t.  I,  p.  335  et  338-5 
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transformations  permutables  (se  succédant  les  unes  aux  autres  d  une 
manière  continue). 

Les  auteurs  commencent  par  une  énumération  des  courbes  ap- 
partenant à  cette  catégorie.  Ces  courbes  peuvent  être  définies  direc- 
tement comme  les  intégrales  des  équations  différentielles  linéaires 
du  premier  ordre  à  coefficients  constants  entre  deux  variables. 
Parmi  elles  se  trouvent,  par  exemple,  les  paraboles,  ainsi  que  la 
spirale  logarithmique.  Ensuite  on  établit  les  propriétés  de  ces 
courbes  cjui  s'obtiennent  par  un  mode  de  déduction  particulier  et 
immédiat,  qui  est  systématiquement  employé  dans  tout  le  cours  du 
Mémoire,  et  que  les  auteurs  formulent  ainsi  : 

Quand  une  figure  géométrique  se  reproduit  elle-même  par  cer- 
taines transformations,  toute  fgure  qui  a  avec  la  proposée  une 
relation  inaltérable  par  les  transformations,  se  change  par  ces 
différentes  transformations  en  des  figures  qui  ont  la  même  rela- 
tion avec  la  fgure  primitive. 

Parmi  les  propositions  que  l'on  obtient,  nous  ne  remarquerons, 
par  exemple,  que  la  suivante,  que  nous  énoncerons  pour  la  spirale 
logaritbmique  :  «  Si  l'on  coupe  une  spirale  logaritbmique  par  une 
droite,  et  qu'en  n  des  points  d'intersection  on  continue  les  tan- 
gentes, celles-ci  rencontrent  la  courbe  en  de  nouveaux  points,  qui 
sont  situés  «  à  7i  en  ligne  droite.  » 

Vient  ensuite  une  recherche  pour  déterminer  combien  il  y  a  dans 
le  plan  de  systèmes  de  transformations  linéaires  permutables,  qui 
ne  soient  pas  encore  contenues  dans  d'autres  plus  générales.  11  s'en 
trouve  cinq,  qui  sont  toutes  doublement  infinies;  parmi  elles  se 
trouve,  en  particulier,  le  système  de  toutes  les  transformations  li- 
néaires qui  laissent  un  triangle  invariable.  Chacun  de  ces  systèmes 
détermine,  au  point  de  vue  des  auteurs,  une  série  infinie  d'affinités, 
et,  relativement  à  ces  affinités,  les  courbes  considérées  ont  la  pro- 
priété remarquable  de  se  changer  en  courbes  de  la  même  espèce. 
Parmi  les  affinités  qui  se  rattachent  aux  transformations  linéaires 
d'un  triangle  en  lui-même,  se  trouve,  par  exemple,  la  réciprocité 
polaire  ordinaire  par  rapport  à  une  conique,  ainsi  qu'un  grand 
nombre  d'autres  affinités  connues.  Citons  encore  le  théorème  sui- 
vant, qui  en  est  une  dépendance  :  «  La  spirale  logarithmique  est  sa 
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propre  polaire  réciproque  par  rapport  à  toute  hyperbole  équilatère 

qui  a  son  centre  au  pôle  de  la  spirale  et  qui  lui  est  tangente.  » 

Enfin  vient  une  application  des  mêmes  considérations  aux  équa- 
tions ditlérentielles,  d'a}>ord  à  celles  qui  ont  lieu  entre  deux  va- 
riables. Les  équations  différentielles  qui  se  reproduisent  elles- 
mêmes  par  les  mêmes  transformations  continues  présentent  les 
mêmes  difficultés  d'intégration;  en  particulier,  l'intégration  des 
é(/uations  différentielles  qui  se  reproduisent  elles-mêmes  par  des 
transformations  linéaires  continues  n'exige  que  des  quadratures. 
Comme  application  géométrique  de  cette  proposition,  on  a,  par 
exemple,  le  théorème  suivant  :  Si  i on  imprime  à  une  courbe  quel- 
conque un  mouvement  hélicoïdal ,  elle  décrit  une  surface  dont 
on  peut  trouver  les  courbes  aux  tangentes  principales  et  les  lignes 
de  courbure  par  des  quadratures . 

HoppE  (R.)-  —  Sur  In  détermination  directe  des  dérivées 
d' ordre  supérieur .  (3p.) 

Mayep.  (A.).  —  Sur  V intégration  des  équations  simultanées 
aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  d'une  même  fonction 
inconnue,  (y  p.) 

Brioschi  (F.). —  Les  tangentes  doubles  à  une  courbe  du  qua- 
trième degré  avec  un  point  double.  (4  p.  ;  fr.  ) 

Cp.emosa  (L.;.  —  Observations  géométriques  à  propos  de  la 
Note  de  M.  Brioschi.  (4  ?•;  fr) 

Par  une  transformation  uniforme,  toute  courbe  du  4°  ordre  avec 
un  point  double  peut  être  changée  en  une  courbe  dans  larpielle  le 
point  double  est  aussi  un  centre,  de  sorte  que  les  rayons  partant  de 
ce  point  rencontrent  encore  la  courbe  en  deux  points  équidistants 
du  précédent.  Une  telle  courbe  est  appelée  par  M.  Cremona  courbe 
homologique-harmonique.  Son  équation  est 

u  —  bvz-  =  o, 

u  et  V  ne  dépendant  que  de  x  et  Ai-  y.  M.  Brioschi  fait  voir  que  la 
théorie  de  cette  courbe  est  en  correspondance  exacte  avec  la  théo- 
rie des  formes  binaires  simultanées  du  2'  et  du  4°  degré  u,  v. 
D'autre  part,  la  courbe  est  liée  avec  les  intégrales  hyperelliptiques 
dans  lesquelles  le  produit  uv  entre  sous  le  radical  carré.  La  bissec- 
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liou  des  fonctions  hypcrelliptiijuos  correspondantes,  e'esl-à-dire, 
géométriquement,  la  recherche  des  tangentes  douLh;s  de  la  courbe, 
se  ramène,  à  l'aide  des  formes  simultanées  h,  t',  à  la  résolution  des 

équations 

u  =:  o,     c  =  o, 

et  aux  équations  quadratiques.  M.  Crcinona  rattache  à  la  (h'tenni- 
nation  des  tangentes  doubles  de  la  courbe,  traitée  par  M.  Brioschi, 
la  remarque  que  ces  tangentes  peuvent  être  mises  en  rapport  avec 
les  droites  d'une  surface  du  3' ordre,  lorsque  cette  surface  a  une 
certaine  singularité;  de  même  que  M.  Geiser  a  mis  en  rapport  les 
tangentes  doubles  d'une  courbe  générale  du  4'  ordre  avec  les  droites 
d'une  surface  générale  du  3°  ordre. 

Lo.viMEL  (E.).  —  Su?'  la  théorie  des  J'uncdoris  (te  Besset.  (i4  p-) 

KoiiNDÔRFER  (G.).  —  Jiepresentalio/i  d' une  surface  du  4'  ordre 
a\'ec  une  courbe  double  du  4'  degré,  j'orniée  de  deux  droites  in- 
finiment voisines  i/ui  se  coupent.  (i8  p.  ) 

Ce  JMémoire  fait  suite  à  un  précédent  Mémoire  de  l'auleui-,  pu- 
blié dans  les  3Iatheui.  jlnnalen  (t.  I],  et  embrasse  les  cas  particu- 
liers indiqués  dans  le  titre.  Dans  un  Appendice,  M.  Korndôrfer 
donne  un  aperçu  de  tous  les  cas  traités  par  lui  et  de  leur  repré- 
sentation. 

Du  Bois-Reymond  (P.).  —  Note  sur  un  théorème  de  CducJi) , 
concernant  la  continuité  des  soniuies  de  séries  infinies.  (3  p.) 

Cajntou  (G.).  —  Sur  les  séries  trigononiélrit/ues.  (5p.) 

GuNDELFiKGER    (S.).  —    Sur   les   J'omics    cubii/ues    ternaires. 

La  théorie  des  couibes  planes  du  3"  ordre  a  donné  une  impulsion 
considérable  au  développement  de  la  nouvelle  Algèbre.  Ces  recher- 
ches algébriques  remontent  aux  grands  travaux  de  M.  liesse  sur  les 
points  d'inflexion  des  courbes  du  Z"^  ordi'c,  travaux  dans  lesquels  un 
covariant  de  la  forme  (la  forme  hessienue)  et  un  invariant  (le  dé- 
terminant) se  présentent  déjà.  Tandis  que  Cayley,  dans  ses  Me- 
?noirs  upon  Quantics,  établissait  d'autres  formes,  en  s'appuyant 
sur  la  forme  conique  donnée  par  Heine,  c'est  Aronhold  qui,  le  pre- 
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mier  ('),  a  entrepris  de  développer,  eu  partant  de  principes  géné- 
raux, la  théorie  des  formes  cubiques  ternaires.  Sa  méthode  de 
notation  symbolique  l'a  conduit  à  établir  les  deux  invariants  S  etT, 
comme  ceux  en  fonction  desquels  tous  les  autres  peuvent  s'expri- 
mer. Le  cycle  de  former  considéré  par  lui  a  été  d'abord  élargi  par 
Brioschi  (-),  qui  y  a  ajouté  un  covariant  du  9'^  degré;  puis  par 
Clebsch  et  Gordan,  dans  le  t.  I  des  Mathem.  Annalen.  Ce  sont  les 
travaux  fondamentaux  de  Gordan  sur  la  non-infinité  du  système  de 
formes  qui  se  présente  dans  les  formes  binaires  qui  ont  permis, 
pour  la  première  fois,  de  penser  à  la  possibilité  qu'il  existe  aussi, 
dans  les  formes  ternaires,  un  système  fini  de  formes.  Cette  possibi- 
lité a  été  ensuite  démontrée  par  Gordan  dans  le  même  volume  des 
Matheui.  Annalen  ('). 

Dans  le  présent  travail,  M.  Gundelfinger  a  pour  objet  de  grouper 
d'une  manière  claire  le  système  des  formes  nécessaires  ;  puis  il  per- 
fectionne les  anciennes  méthodes  de  manière  à  rendre  possible  la 
représentation  de  toutes  les  formes  de  ce  système  pour  le  faisceau  de 
courbes  avec  les  points  d'inflexion  communs,  comme  pour  le  iais- 
ceau  correspondant  avec  des  tangentes  de  lebroussement  communes. 

GuKDELFiNGER  (S.).  —  Suv  (jutilijues  thcoiètiies  généraux  de  la 
nouvelle  yllgèbre.  (^  p.) 

Pour  les  formes  binaires  biquadratiqucs  et  les  formes  ternaires 
cubiques,  on  a,  comme  Heine  l'a  montré  le  premier,  la  loi  suivante  : 
«  La  forme  liessienne  de  toute  combinaison  linéaire  de  la  forme 
primitive  et  de  sa  forme  liessienne  est  encore  une  combinaison  li- 
néaire. »  Ce  théorème  a  été  le  point  de  départ  des  noviveaux  tra- 
vaux sur  les  formes  de  Cayley  et  d'Aronhold.  M.  Gundelfinger  fait 
remarquer  que  l'on  peut  tirer  généralement  les  mêmes  conséquences 
toutes  les  fois  que  l'on  possède  un  covariant  qui  se  comporte  vis-à- 
\is  de  sa  forme  primitive  comme  le  fait,  dans  les  cas  indiqués,  la 
forme  liessienne  vis-à-vis  de  sa  forme  primitive. 

GoucAiy  (P.).  —  Résultantes  de  covariants.  (3  p.) 

L'auteur  détermine  les  résultantes  d'une  forme  binaire  donnée. 


(')  Journal  de  Crel/e,  t.  39  et  55. 

{')  Comptes  rendus,  l863.  {Journal  de  C relie,  t.  63.) 

(')  Voir  Bulletin,  t.  1,  p.  129. 
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de  son  déterminant  fonctionnel  avec  une  seconde,  ainsi  cpie  de  sou 
déterminant  hessien. 

HiERHOLZER  (C).  —  Suj'  Une  surface  du  4'  ordre.  (9  p.) 
Etude  développée  de  la  surface  du  4'  ordre  qui,  d'après  un  pré- 
cédent travail  de  l'auteur  ('\  est  engendrée  par  le  sommet  d'un 
cône  passant  par  six  points  de  l'espace. 

LuROTH  (J.).  —  JYote  sur  les  points  de  ramification  et  sur  les 
sections  transt/erses  d'une  surface  de  Riemann.  (4  p.) 

Ce  petit  travail  donne  la  solution  d'un  problème  d'une  impor- 
tance fondamentale  pour  la  théorie  des  fonctions  abéliennes,  et  con- 
duit surtout  à  des  conceptions  précises  sur  la  nature  des  surfaces  à 
plusieurs  feuillets  ou  nappes ,  à  l'aide  desquelles  Riemann  nous  a 
appris  à  interpréter  la  marche  d'une  fonction  algébrique  dune  seule 
variable.  L'auteur  fait  voirque  la  connexion  des  nappes  peut  touiours 
être  ordonnée  d'une  manière  déterminée,  et  qu'en  même  temps  les 
points  de  ramification  qui  les  unissent  peuvent  être  ordonnés  d'une 
façon  entièrement  déterminée.  Les  points  de  ramification  se  par- 
tagent alors  en  groupes,  dont  chacun  en  contient  un  nombre  pair. 
Les  points  du  premier  groupe  unissent  tous  la  première  nappe  avec 
la  seconde  ;  ceux  du  second  groupe  la  seconde  nappe  avec  la  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite;  enfin  les  points  du  dernier  groupe  unissent 
r avant-dernière  nappe  avec  la  dernière.  En  se  servant  de  cette  dis- 
position, on  peut  tracer  dans  les  surfaces  à  n  nappes  les  sections 
transverses  et  les  sections  de  passage  avec  autant  de  simplicité  et  de 
clarté  que  Riemann  l'a  fait  pour  les  surfaces  à  deux  nappes  dans  le 
cas  des  fonctions  hyperelliptiques. 

Affolter  (Fr.-G.}.  —  Tliéorènies  et  problèmes  sur  la  sphère. 
(10  p.) 

Solution,  par  la  voie  des  constructions  géométriques,  du  problème 
de  construire  une  sphère  qui  coupe  cinq  sphères  données  sous  des 
angles  égaux. 

HossENFELDER  (E.).  — Sur  l'intégration  d'une  éi/uation  diffé- 
rentielle du  n"""  ordre.  (18  p.) 


(')  Mathem.  Ann.,  t.  II.  (\oir  llulletin,  l.  II,  p.  îSg.) 
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Crejioka  (L.).  —  Sur  la  repjéseiitation  des  surfaces  cilgé- 
briques.  (i8  p.) 

Clausius  (R.).  —  Sur  iappUcation  d  une  Jiouv'el/e  équation 
mécanique,  établie  par  l' auteur,  au  mouvement  d'un  point  maté- 
riel autour  d'un  centre  fixe  d' attraction,  et  de  deux  points  maté- 
riels l'un  autour  de  l'autre.  (12  p.) 

Weyu  (Em.).  —  Sur  les  courbes  rationnelles  du  4'  ordre. 
(2  p.) 

GoDT  (J.-W.-P.).  —  Note  concernant  la  distribution  de  l'élec- 
tiicité  sur  un  corps  terminé  par  deux  calottes  sphériques.  (4  p-) 

Stutim  (R.}-  —  ^"''  ^^^  surfaces  avec  un  nombre  fini  de  droites 
simples,  et  principalement  sur  celles  du  \'  et  du  5'  ordre.  (35  p.) 

Ce  Mémoire  coutient  un  grand  nombre  de  résultats,  les  uns  con- 
nus, les  autres  nouveaux,  que  l'auteur  a  extraits  d'un  Ouvrage 
étendu  qu'il  se  dispose  à  pidjlier.  Les  surfaces  qu'il  étudie  sont  en 
grande  partie  les  mêmes  que  M.  Clebsch  a  traitées  successivement 
par  la  méthode  de  la  représentation.  M.  Stui'm,  un  des  élèves  les 
plus  distingués  de  Steiner,  et  connu  par  son  Livre  sur  les  surfaces 
du  3*^  ordre,  a  aussi  effectué  les  recherches  actuelles  exclusivement  à 
l'aide  des  considérations  sj'utliéliques,  de  sorte  que  la  publication 
de  son  travail  complet  sera  sans  aucun  doute  d'un  grand  intérêt 
pour  les  progrès  de  la  Géométrie  synthétique. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  l' application  des  substitutions  quadratiques 
aux  équations  du  cinquième  degré  et  à  la  théorie  géométrique  du 
quintilatère  plan.  (62  p.) 

Tandis  que  la  nouvelle  Algèbre  a  commencé  par  considérer  les 
formes  algébriques  au  seul  point  de  vue  des  transformations  li- 
néaires de  leurs  variables,  cependant  elle  peut  aborder  aussi  de  la 
môme  manière  l'étude  des  transformations  uniformes  d'ordre  supé- 
rieur. Que  ces  dernières,  dans  la  théorie  des  formes  binaires,  ne 
conduisent  pas  à  d'autres  principes  que  ceux  que  l'on  a  emploj-és 
dans  les  transformations  linéaires,  c'est  ce  qui  résulte  déjà  des  tra- 
vaux de  "SÏSl.  Hermite  et  Gordan.  Dans  les  recherches  actuelles,  il 
s'agit  de  l'interprétation  d'une  transformation  d'ordre  supérieur  des 
formes  binaires,  qui  rattache  celles-ci  aux  transformations  linéaires 
d'un  espace  à  plusieurs  dimensions.  Pour  les  équations  du  5"  degré. 
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le  plan  est  suffisant.  Toutes  les  équations  dans  lesquelles  peut  se 
transformer  une  équation  donnée  du  0"  degré  sont  représentées  par 
les  systèmes  des  points  d'intersection  des  droites  du  plan  avec  cinq 
droites  fixes,  choisies  arbitrairement.  Pour  que  l'équation  résul- 
tante possède  une  propriété  d'invariant  déterminée,  la  droite  va- 
riable, sur  laquelle  se  trouve  le  système  des  points  d'intersection, 
doit  être  tangente  à  une  courbe  plane  correspondante.  Les  courbes 
ainsi  définies,  qui  sont  subordonnées  au  quintilatère  fixe  et  déter- 
minées par  lui,  sont  remarquables  par  leurs  propriétés  et  par  les 
relations  qu'elles  ont  entre  elles.  Par  exemple,  l'auteur  traite  en 
particulier  une  courbe  de  12*  classe,  possédant  une  double  série  de 
tangentes  doubles  singulières,  et  au  moyen  de  cette  courbe  il  donne 
une  interprétation  géométrique  exacte  des  propriétés  de  la  résol- 
vante du  6*^  degré,  à  laquelle  conduit  la  théorie  des  équations  du 
5^  degré. 

La  résolution  géométrique  des  équations  du  j"  degré,  équivalente 
à  celles  qui  ont  été  données  par  MINI.  Hermite  et  Kronecker,  repose 
sur  la  dépendance  que  l'auteur  établit  entre  la  recherche  de  ces  tan- 
gentes doubles  et  les  équations  modulaires  connues  avec  leur  inter- 
prétation géométrique.  On  y  est  conduit  par  cette  circonstance,  que 
ces  douze  tangentes  doubles  correspondent  uniformément  aux  droites 
d'une  double  série  qui  appartient  à  une  certaine  surface  remar- 
quable du  3"  ordre.  Cette  surface,  appelée  par  l'auteur  surface  dia- 
gonale, est  définie  comme  une  surface  passant  par  les  diagonales 
de  tous  les  quadrilatères,  suivant  lesquels  chaque  face  d'un  certain 
pentaèdre  est  coupée  parles  autres.  Parmi  les  trente-six  douldes-six 
que  forment  les  vingt-sept  droites  de  cette  surface,  il  y  en  a  une  qui 
se  trouve  linéairement,  c'est-à-dire  sans  résoudre  une  équation  de 
degré  supérieur;  les  deux  sixaines  dans  lesquelles  il  se  décom- 
pose donnent  deux  représentations  particulières  de  la  surface  sur 
le  plan,  lesquelles  se  trouvent  au  movcn  d'une  équation  quadra- 
tique, et,  par  suite,  se  construisent  avec  la  règle  et  le  compas.  Les 
six  points  fondamentaux  d'une  telle  représentation  forment  un 
système  de  points  très-remarquable,  qui  représente  géométrique- 
ment l'équation  modulaire.  Ces  six  points  ont,  en  effet,  la  propriété 
de  pouvoir,  de  dix  manières  différentes,  être  assemblés  en  un  hexa- 
gone de  Brianchon;  le  système  des  six  points  est  par  là  complète- 
ment défini  aux  transformations  projectives  près.  Mais  si  l'on  joint 
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à  ces  sis  points  un  aiUrc  point  rpielconque  du  plan,  ou  obtient 
sixrayons,  dont  lesrapports  anlianuoniques,  formés  avec  deux  droites 
(juelconques  menées  du  même  point,  sont  les  racines  de  l'équation 
modulaire,  ou  plutôt  les  racines  d'une  équation  qui  ne  peut  différer 
de  celle-là  que  par  une  transformation  linéaire.  Tandis  donc  que  la 
représentation  de  la  surface  diagonale  se  trouve  au  moyen  d'une 
équation  quadratique,  on  obtient  ses  points  fondamentaux  au 
moyen  d'une  équation  modidaire.  Si  l'on  connaît  celle-ci ,  on 
pourra  déterminer  toutes  les  vingt-sept  droites  de  la  surface  diago- 
nale, et,  par  suite  aussi,  les  faces  du  pentaèdre,  c'est-à-dire  les  ra- 
cines de  l'équation  du  5"  degré  qu'il  s'agit  de  résoudre. 

Kleijv  (F.).  —  Sur  une  rei>rcsenlalion  géométrique  de  la  ré- 
xo lisante  des  éijuations  algébriques.  (i3  p.) 

Ce  travail  se  rattache  à  celui  de  MM.  Klein  et  Lie  :  «  Sur  les 
courbes  planes  qui  se  changent  en  elles-mêmes,  etc.  (')  »,  par  cette 
circonstance  que,  comme  dans  ce  dernier,  on  a  en  vue  des  systèmes 
de  transformations  géométric[ues  5  toutefois  celles-ci  ne  se  succèdent 
pas,  comme  précédemment,  les  unes  aux  autres  d'une  manière  con- 
tinue, mais  les  systèmes  se  composent  d'individus  discrets.  L'auteur 
fait  voir  cjue  la  théorie  des  équations  générales  du  n""""  degré  de 
Galois  coïncide  a\>ec  la  théorie  des  covariants  et  des  invariants 
de  n  éléments  d'une  espèce  de  n  —  2  dimensions,  en  ce  sens  qu'aux 
permutations  des  n  racines  d'une  équation  algébrique  entre  elles 
correspondent  les  transformations  linéaires  de  l'espace  de  «  —  2  di- 
mensions, qui  permutent  entre  eux  n  éléments  de  cet  espace.  Ainsi 
la  théorie  projectivo-géométrique  du  quadrilatère  dans  le  plan  et 
du  pentaèdre  dans  l'espace  est  en  même  temps  la  théorie  des  équa- 
tions générales  du  4°  et  Jn  ^^  degré.  Mais  les  équations  particu- 
lières peuvent  trouver  aussi  leur  interprétation  d'une  manière  ana- 
logue. L'auteur  rappelle  surtout  l'équation  aux  points  d'inllexion 
d'une  courbe  du  3"  ordre,  pour  laquelle  on  fait  usage  de  cette  pro- 
position :  Toute  courbe  du  3"  ordre  se  change  en  elle-même  au 
mojen  de  dix-huit  transformations  linéaires.  Puis  il  explique 
comment  on  peut  rattaclicr  une  interprétation  des  équations  du 
6'^  degré  à  sis  complexes  linéaires,  situés  deux  à  deux  en  involu- 

{')  fuir  plus  haut,  p.  33o. 
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tioii,  et  dont  les  relations  luiiliiellus  out  été  déjà  étudiées  par  l'auteur 
dans  une  autre  occasion  (' ) . 

CwLEY  (A.).  — Exemple  de  transformation  d' ordre  supérieur 
d'ufie  fonction  binaire.  (3  p.  5  angl.) 

A  l'aide  d'une  métliode  très-directe,  une  forme  bi([uadratique  est 
soumise  à  une  substitution  quadratique,  problème  qui  a  été  traité 
sous  la  même  forme  d'énoncé  par  Gordan  (^),  et,  plus  ancienne- 
ment, sous  un  autre  énoncé,  par  Herraite  ('}. 

Du  Bois-Reymond  (P.).  — •  Tliéorie  des  intégrales  et  des  séries 
de  Fourier.  (29  p.) 

Andréiewsky  (M.).  —  Propriétés  de  quelques  quadratures, 
déduites  de  l' intégration  des  expressions  dijjérentielles  à  deux 
vaiiahles.  (12  p.;  fr.) 

Klein  (F.).  —  lYote  concei-nant  la  dépendance  entre  la  Géo- 
métrie linéaire  et  la  Mécanique  des  corps  solides.  (i3  p.  ) 

Que  la  théorie  des  mouvements  infiniment  petits  des  corps  so- 
lides, ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la  composition  des  forces  qui 
agissent  sur  un  corps  solide  soit  étroitement  liée  avec  la  doctrine 
projectivo-géométrique  dont  il  était  question  quelques  lignes  plus 
haut,  c'est-à-dire  avec  la  Géométrie  linéaire,  c'est  un  fait  connu  et 
souvent  énoncé,  nommément  par  Pliicker  dans  sa  Nouvelle  Géo- 
métrie (*)  5  mais  jusqu'ici  il  manquait  à  ces  asseitions  d'être  établies 
avec  toute  la  précision  désirable.  L'auteur  a  entrepris  de  suppléer  à 
ce  défaut,  et  il  explique  ainsi,  en  particulier,  comment  à  chaque 
système  de  forces  ou  à  chaque  mouvement  infiniment  petit  corres- 
pond un  complexe  linéaire  comme  image  géométrique.  Puis  il  éta- 
blit, entre  autres,  le  théorème  suivant  :  Lorsqu'un  système  de 
forces  donné  par  l'inten^ention  d'un  mouvement  infiniment  petit 
ne  produit  aucun  travail,  les  deux  complexes  correspondants  sont 
en  involution.  On  peut  ramener  à  celte  proposition  la  dualité  qui 


(  '  )  Sur  la  théorie  des    complexes  de  lignes  droites  du  premier  et  du    second  di 
{^Mathem.  Ann.;  voir  Bulletin^  t.  II,  p.  179.) 
(')  Journal  de  Borchardt^  t.  71. 

(')  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  XLVl. 
(")  Voir  Bulletin,  t.  i,  p.  ^3  et  suiv. 
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règne  entre    les  systèuies  de  forces  et  les  mouvements  infiniment 

petits. 

Stolz  (O.).  —  Signification  géométriz/ue  des  cléments  com- 
plexes en  Géométrie  (inafyti(/ue.  (26  p.) 

L'imaginaire  en  Géométrie,  qui  s'est  introduit  l'oreément  dans 
l'application  de  l'Analyse  à  cette  science,  adepuis  longtemps,  comme 
on  sait,  constitué  une  des  principales  difficultés  que  l'on  ait  ren- 
contrées dans  la  formation  rationnelle  d'une  doctrine  purement 
géométrique  (ou  synthétique).  Chez  Poncelet,  Chasles,  etc.,  on 
trouve  les  éléments  complexes,  définis  d'une  manière  plus  ou  moins 
vague;  ainsi,  chez  ces  auteurs,  les  éléments  complexes  conjugués 
ne  sont  pas  considérés  séparément.  Von  Staudt,  le  premier,  est 
parvenu  à  résoudre  ce  problème  fondamental,  en  définissant  les 
éléments  complexes  comme  les  éléments  doubles  de  relations  invo- 
lutives,  et  caractérisant  l'élément  double  isolé  d'une  manière  plus 
précise,  par  le  sens  dans  lequel  on  se  meut,  en  vertu  de  la  relation, 
en  allant  d'un  élément  vers  son  correspondant.  Les  recherches  de 
Von  Staudt,  qu'il  a  publiées  dans  ses  Beilrâge  zur  Géométrie 
der  Lage  (i8j6-i86o),  n'ont  été  depuis  qu'imparfaitement  com- 
prises. On  doit  attribuer  cela  tant  aux  difficultés  assez  considérables 
que  présente  le  sujet  par  lui-même  qu'à  l'exposition  serrée  et  sys- 
tématiquement rapide  dont  Von  Staudt  a  revêtu  ses  pensées.  On  a 
d'autant  plus  lieu  d'être  reconnaissant  envers  l'auteur  du  présent 
Mémoire,  qui  a  entrepris  de  développer  les  conceptions  de  ^  on 
Staudt  par  la  voie  des  considérations  analytiques.  Elles  présentent, 
sur  le  mode  d'exposition  de  Von  Staudt  lui-même,  cet  avantage, 
tiue  le  principe  directeur  est  doimé  à  l' ayance.  En  même  temps  se 
trouve  ainsi  remplie  une  lacune  qui  existait  jusqu'à  présent  dans  le 
système  de  la  nouvelle  conception  géométrique,  personne  n'aj-anl 
encore  démontré  explicitement  que  les  imaginaires  de  la  Géométrie 
analytique  sont  identiques  avec  ceux  de  Von  Staudt. 

DiEKMASN  (J.).  —  Sur  les  modifications  que  subit  une  repré- 
sentation plane  d'une  surface  du  y  ordre,  lorsi/u'il  s'j  introduit 
des  singularités.  (34  p-) 

Ou  possède,  comme  on  sait,  une  classification,  due  à  M.  SchlalH, 
des   surfaces  du   3*  degré  d'après   le   nombre  de  leurs  points  no- 
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daus  (').  Le  présent  [Mémoire  a  maintenant  pour  objet  de  rcclier- 
clier  comment  la  représentation  de  la  surface  générale  F3  sur  le  plan 
(représentation  dans  laquelle  se  présentent  six  points  fondamen- 
taux situés  arbitrairement'  se  modifie  dans  les  cas  singuliers.  La 
reclierclie  est  faite  pour  les  huit  espèces  de  M.  Sclilafli  qui  ne  pos- 
sèdent qu'un  seul  point  nodal.  Son  principe  est  contenu  dans  les 
deux  théorèmes  suivants  : 

I .  La  représentation  ordinaire  de  F,  peut  être  regardée  comme 
obtenue  au  moyen  d'une  courbe  gauche  du  3'  ordre,  tracée  sur  la 
surface. 

On  rapporte,  en  effet,  immédiatement  F3  aux  systèmes  de  sé- 
cantes de  C3;  si  l'on  représente  ces  dernières  sur  le  plan,  conformé- 
ment à  leur  génération,  par  deux  faisceaux  de  plans  projectifs,  on  a 
la  représentation  ordinaire  de  F3.  On  conclut  de  là  qu'il  y  a  autant 
de  représentations  d'une  surface  F3  essentiellement  différentes, 
qu'il  y  a  sur  la  surface  de  groupes  de  courbes  C3  d'espèce  différente. 
Parmi  les  soixante-douze  groupes  de  courbes  C3  sur  la  surface  gé- 
nérale F3,  il  n'y  en  a  aucun  qui  soit  singulier;  il  n'y  a  aussi  pour  la 
surface  générale  F3,  en  réalité,  qu'une  seule  espèce  de  représenta- 
tion. Pour  les  espèces  particulières  de  F3,  il  en  est  autrement-, 
ainsi  l'espèce  7  de  Schlâili  admet  six  modes  de  représentation 
ditîérents. 

U.  Si  l'on  a  une  représentation  d'une  suiface  F3,  on  en  obtient 
une  autre,  et,  en  répétant  le  procédé,  on  obtient  toutes  les  autres, 
en  appliquant  au  plan  de  représentation  une  transformation  qua- 
dratique qui  se  rapporte  à  un  triangle  formé  ai'ec  les  points  fon- 
damentaux. 

Dans  les  F3  avec  un  point  nodal,  il  y  a  un  mode  de  représenta- 
tion donné  à  l'avance  :  la  représentation  au  moyen  de  la  projection 
centrale  partant  du  point  nodal.  Par  cette  représentation,  on  étudie 
combien  il  y  a  sur  la  surface  d'espèces  différentes  de  systèmes  de  Cj, 
et  l'on  obtient  ensuite  les  représentations  de  la  surface  correspon- 
dant à  ces  systèmes,  au  moyen  de  transformations  quadratiques, 
convenablement  choisies,  du  plan  de  représentation.  Au  Mémoire 
est  jointe  une  planche  sur  laquelle  est  indiquée  schématiquement 

(')  Voir  Philosoph.  Transactions  ;  i863. 
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la  position  des  points  fondamentaux  pour  les  différents  cas.  Dans 
le  dernier  cas  (Sclilafli,  n"  ao),  tous  les  points  fondamentaux  se 
sont  rapprochés  à  des  distances  infiniment  petites  les  unes  des 
autres,  et  trois  d'entre  eux  se  trouvent  en  ligne  di'oite. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  le  pentagone  plan.  (i4  p.) 
Si  dans  un  pentagone  sans  angles  rentrants  on  construit  le  pen- 
tagone des  diagonales,  celui-ci  sera  de  même  nature  que  le  premier, 
et  seulement  plus  petit.  Si  pour  le  nouveau  pentagone  on  construit 
encore  le  pentagone  des  diagonales,  et  ainsi  de  suite,  on  s'appro- 
chera ainsi  indéfiniment  d'un  point  déterminé.  L'auteur  fait  voir 
que  deux  pentagones  consécutifs  quelconques  se  correspondent 
suivant  une  certaine  collinéation.  Le  point-limite  est  un  sommet  du 
triangle  fondamental  de  la  collinéation,  et  il  correspond  à  une  ra- 
cine, que  l'on  peut  indiquer  d'une  manière  précise,  de  l'équation 
cubique  corrélative,  racine  qui  se  trouve  en  même  temps  construite 
géornétrif/ueinent. 

Clebsch  (A.).  —  Sur  la  théorie  des  transformations  de  Cre- 
inona.  (7  p.) 

M.  Cremoua  a  trouvé  par  induction  ce  théorème,  que,  dans  une 
représentation  uniforme  d'un  plan  sur  un  plan,  les  nombres  qui 
indiquent  combien  il  y  a,  dans  l'un  et  dans  l'autre  plan,  de  points 
fondamentaux  équivalents,  sont  les  mêmes,  à  l'ordre  de  succession 
près.  Ce  théorème  est  démontré  dans  le  présent  travail. 

INIiNNioEKODE  (B.).  —  Remarque  sur  les  nond>res  irration- 
nels.  (2  p.) 

L'auteur  démontre  qu'il  n'est  pas  possible  d'exprimer  toutes  les 
grandeurs  numériques  sous  forme  de  fonctions  rationnelles  d'un 
degré  fini  donné,  au  moyen  d'une  suite  finie  donnée  d'irrationnali- 
lés,  mais  avec  des  coefEcients  du  reste  rationnels. 

MosT  (R.).  —  Sur  les  dérivées  d'ordre  supérieur.  (6  p.) 

SoMOFF  (J.).  —  Sur  la  rectification  approximative  des  courbes 
(fuelcojit/ues.  (5p.) 

BuiLL  (A.).  —  Sur  la  théorie  de  l' élimination  et  des  courbes 
algébriques.  (17  p.) 

Lorsque  les  équations  de  trois  courbes  algébriques  sont  identi- 
quement satisfaites  par  les  coordonnées  d'un  ou  de  plusieurs  points, 
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on  sait  que  la  résultante  s'annule.  On  peut  se  proposer  de  recher- 
cher la  condition  pour  que  les  courbes  aient  un  nouveau  point 
commun.  L'auteur  indique  une  méthode  pour  former  les  fonctions 
des  coefficients  des  équations  qui  se  présentent  dans  ce  cas  à  la 
place  de  la  résultante,  et  il  en  détermine  le  degré.  Passant  au  cas 
où  l'équation  de  l'une  des  courbes  n'est  pas  identiquement  satis- 
faite, il  résout  pour  une  courbe  de  genre  quelconque  le  problème 
connu  :  «  Si  à  chaque  point  d'une  courbe  correspond  un  certain 
nombre  de  points  x  et  de  points  jj',  trouver  le  nombre  de  ces  points 
pour  lesquels  un  point  x  coïncide  avec  un  point  j'  correspondant.  » 
(Dans  les  Gbit.  Nachr.,  4  octobre  1871,  l'auteur  a  donné  au  ré- 
sultat une  autre  forme  élégante.)  Viennent  ensuite  des  applications 
à  la  théorie  des  courbes  dans  l'espace. 

Brill  (A.).  —  Sur  deiuc  problèmes  de  contact.  '  iZ  p.) 
L'auteur  traite  par  des  moyens  algébriques  ces  problèmes,  déjà 
résolus  par  la  voie  synthétique  :  «  Trouver  les  courbes  d'un  fais- 
ceau qui  ont  avec  ime  coui-be  donnée,  i  °  en  un  point,  2"  en  deux 
points  différents,  un  contact  multiponctuel.  »  Chaque  théorème  sur 
les  points  d'intersection  d'un  faisceau  plan  de  courbes  à  /•  para- 
mètres arbitraires  avec  une  courbe  donnée  peut  être  interprété  re- 
lativement à  une  figure  dans  un  espace  à  /•  dimensions,  qui  corres- 
ponde uniformément  à  chaque  courbe.  La  relation  réciproque  des 
plans  osculateurs  et  des  points  d'une  courbe  dans  l'espace  donne 
lieu  ainsi  à  un  théorème  sur  la  relation  réciproque  entre  deux  cer- 
tains faisceaux  de  courbes.  L'auteur  généralise  ce  théorème  sous  la 
forme  d'un  théorème  de  déterminants,  qui  est  le  fondement  de  la 
solution  du  premier  problème.  Le  second  problème  est  résolu  par 
l'emploi  de  la  proposition  du  précédent  Mémoire  sur  la  correspon- 
dance des  couples  de  points.  L'auteiu-  fait  ensuite  des  applications 
aux  courbes  dans  l'esjjace  et  aux  surfaces  gauches. 

AsDRÉiEWSKY  (M.^.  —  Formules  relati\'es  à  la  théorie  des  inté- 
grales définies.  (8  p.;  fr.; 

Cayley  (A.).  —  Sur  une  surface  du  8'  ordre.   (3  p.;  angl.) 
iSouvelle  étude  analytique  de  la  surface  traitée  par  M.  Hierholzer, 
en  tenant  compte  du  travail  de  cet  auteur    '  ) . 


(')  Foir  plus  haut,  p.  335. 
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GoiNDELFiiN'GER  (S.). —  Sui'  Ics  siugulaiités  d' Lille  courbe  du 
3'  ordre,  (i  i  p.) 

L'auteur  étudie  les  iuvai'iants,  covariants,  etc.,  qui  s'évanouissent 
lorsqu'une  courLe  du  3"  ordre  acquiert  un  ])oint  double  ou  un  point 
de  robroussement,  ou  se  décompose;  il  établit,  en  outre,  les  formes 
dont  les  coefficients  servent  à  trouver  les  coordonnées  des  éléments 
singuliers  correspondants,  ou  les  parties  isolées  de  la  courbe  qui  se 
décompose. 

Klein  (F.).  • —  Sur  la  Géométrie  dite  non  euclidienne.  (54  p.) 
Ce  Mémoire  est  le  développement  d'une  Note  publiée  sous  le 
même  titre  dans  les  Nachrichten  de  Gottinguc,  et  dont  la  traduc- 
tion a  paru  dans  le  Bulletin  (').  Nous  nous  bornerons,  en  consé- 
quence, à  remarquer  que  l'exposition  développée  traite  principale- 
ment de  la  détermination  métrique  projective,  pour  obtenir  ainsi 
une  image  aussi  concrète  que  possible  de  la  nature  des  détermina- 
tions métriques  dans  les  multiplicités  de  courbure  constante,  et  en 
particulier  de  la  détermination  métrique  de  la  Géométrie  non  eucli- 
dienne. 

Heine  (E.).  —  Sur  ijuehjues  hypothèses  dans  la  dénio/islralion 
du  principe  de  Uirichlet.  (J  p.) 


ë 


PROCEEDINGS  of  the  London  INIathematical  Society  (^). 

T.  I.  Janvier  j  86j  à  novembre  i866. 

MoROAN    (A.    de).    —   Discours   à    la   séance    d'inauguration 
(i6  janvier  i86J).  (lo  p.) 

SvLVESTER  (J.-J.).  —  Preuve  éléme/itaire  et  généralisation  de 


(,<)  T.  II,  p.  3',i-35i. 

{')  Nous  analyserons  régulièrement  cet  important  Recueil,  dont  le  4"  volume 
est  en  cours  de  publication.  Nous  donnons  les  titres  des  Mémoires  déjà  aucieus 
contenus  dans  les  deux  premiers  volumes.  ÎS'ous  développerons  les  comptes  rendus 
des  Mémoires  à  partir  du  t.  III.  Les  volumes  complets  des  Proceedings  se  trouvent 
chez  MM.  C.-P.  Hodgson  et  (ils,  i  Gough  Square,  Fleet  Street,  aux  prix  suivants  : 
Vol.  1,  10  sli.  ;  vol.  Il,  i6  sli.  Les  communications  aux  secrétaires  doivent  être  adres- 
sées :  London  Mathematical  Society,  22,  Albemarle  Street,  W.;  ou  University  Col- 
lège School,  Gover  Street,  W.-C. 
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la  règle  donnée  sans  démonstration,  par  Isaac  Newton,  relatwe 
aux  racines  imaginaires  des  éij nations.  (i6  p.) 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  transformation  des  courbes  planes. 
(..p.) 

Harley  (R.).  —  Sur  les  résonantes  différentielles,  (lo  p.) 

TucKER  (M. -A.).  —  Sur  les  courbes  radiales.  (7  p.) 

CoTTERiLL  (T.).  —  Sur  certaines  propriétés  des  poljgoties  plans 
d'un  nombre  pair  de  côtés.  (4  p.) 

Morgan  (A.  de).  —  Preuve  que  toute  ét/uation  a  une  racine. 
('P-) 

Sylvester  (J.-J.). —  Sur  une  addition  au  procédé  de  Poinsot 
pour  représenter  le  mouvement  d' un  corps  solide  tournant  libre- 
ment autour  d'un  point,  addition  dans  laquelle  le  temps  est 
compté  mécaniquement.  (2  p.) 

Crofton  (  W.).  —  Sur  certaines  propriétés  des  ovales  de  Des- 
cartes, traitées  par  la  méthode  des  coordonnées  bipolaires,  [i 4]) ■) 

Cayley  (A.).  —  Sur  la  correspondance  entre  deux  points  d'une 
courbe.  (4  p.) 

Smith  (S.).  —  Sur  une  formule  relative  à  la  multiplication  de 
4  fonctions  B.  (12  p .  ) 

CoTTERiLL  (T.).  — Sur  uu  Système  de  cubiques  circulaires  en 
involution  et  sur  la  description  de  la  courbe  jtar  points,  quand  le 
double  foyer  est  sur  la  courbe.  (2  p.) 

T.  II.  ISovemlirc  1866  à  NovuiiiLic  1869. 

Clifford  (W.-K.).  —  Sur  la  théorie  générale  du  rapport  an- 
harmonique.  (4  p.) 

RoBERTS  (S.).  —  Sur  l'ordre  de  certains  systèmes  d' équations 
algébriques.  (i3p.) 

TowNSEND  (R.).  —  Solution,  par  la  méthode  ordinaire  homo- 
graphique,  du  problème  suivant  :  Inscrire  dans  une  quadrique 
donnée  un  polygone  d'un  nombre  de  CQtés  do?iné,  dont  les  côtés 
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passent  par  des  points  Jixes  disposés   d' une  manière  f/Helco7if/ue 

dans  l'espace.  (4  p-) 

MoTiGA>  (A.  de).  —  Sur  V octagramme  conique.  (3  p.) 

Morgan  Jexkins.  —  Preuve  d'un  théorème  important  d'arith- 
métique, par  le  moyen  duquel  on  peut  déduire  de  la  4"  démons- 
tration, donnée  par  Gauss,  de  la  loi  de  réciprocité  de  Legendre 
l' extension  de  cette  loi.  (4  p.) 

Crofton  (W.).  — Sur  dijjérentes  propriétés  des  quai  tiques  hi- 
circulaires.  (12  p.) 

HiRST.  —  De  la  représentation  des  jtoints  de  l'espace  par  des 
groupes  de  trois  points  portés  sur  une  ligne. 

Cayley  (A.)   —  Sur  les  logarithmes  des  quantités  imaginaires. 

(4p-) 

Crofton  (W.).  — Sur  la  théorie  de  la  probabilité  locale.  (2  p.) 

Clerr  Maxwell  (J.).  —  Sur  les  diagrammes  réciproques  dans 
l'espace  et   leur  relation  avec  la  Jonction   des  forces  de  ^4iry. 

(4P-) 

Cayley  (A.).  —  Sur  les  surfaces  réciproques.  (3  p.) 

Martin  Gardiner  (C.-E.).  —  Sur  l'inscription  dans  un  qua- 
drèque  d'un  polygone  de  n  côtés,  dont  les  côtés  doivent  passer, 
dans  un  ordre  déterminé,  par  n  points  fixes .  Simplification  du 
mode  de  réduction  de  sir  TT^.-R.  Harnilton .  (5  p.) 

PoLiGNAc  (C.  de).  — Sur  un  problème  de  combinaisons.  {6  p.) 

W0LHOUSE  (W.-S.-B.).  —  Sur  les  solutions  numériques  des 
problèmes.  (10  p.) 

^loRGAN  (A.  de).  —  Remarques  sur  le  travail  précédent .  (i  p.) 

Smith  (S.-T.-J.-H.).  —  Sur  différentes  constructions  géomé- 
triques. {16  p.) 

Henrici  (O.).  —  Sur  une  certaine  formule  concernant  la  théorie 
des  discriminants,  avec  applications  aux  discriminants  de  discri- 
minants et  à  la  théorie  des  courbes  jiolaires.  (12  p.) 

Clifford  (W.-K.).  —  Sur  une  généralisation  de  la  théorie  des 
polaires.  (3p.) 
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CoTTEKiLL  (Th.).  —  Sur  loie  correspondance  entre  les  points  de 
deux  figures,  dans  laquelle  à  une  courbe  du  n"""  ordre  dans  une 
figure  correspond  dans  l'autre  une  courbe  d'ordre  4«  ai^ec  trois 
points  multiples  d'ordre  n  et  d'autres  points  multiples  d'ordre 
in.  (7  p.) 

RoBERTS  (S.).  —  Sur  la  description  mécanique  de  différentes  es- 
pèces de  courbes  circulaires  du  3'  et  du  \'  degré.  (10  p.) 

Sylvester  (J.-J.).  —  Aperçu  de  la  théorie  des  cyclodes  réduc- 
tibles, c' est-à-dire  sur  une  jamille  particulière  d'en^'eloppées  suc- 
cessives  du  cercle,  dont  la  détermination  dépend  de  la  solution 
d'une  équation  indéterminée  algébrique.  (24  p.) 

Walkeu  (J.-J.).  —  Sur  les  tangentes  à  la  cissoïde.  (6  p.) 

Hirst(A.).  — Sur  les  formes  limites  [àc^enexale)  des  coniques. 

Merrifield  (C-W.).  —  Sur  une  proposition  géométrique,  in- 
diquant que  les  propriétés  de  l'axe  radical  ont  été  probablement 
connues  des  Arabes.  (3  p.) 

Heneici  (O.).  —  Sur  les  séries  de  courbes,  en  particulier  sur 
les  singularités  de  leur  enveloppe  avec  application  aux  courbes 
polaires.  (18  p.) 

Smith  (J.-St.).  — ■  Sur  les  propriétés  focales  des  fgures  homo- 
grapliiques.  (54  p.) 


ARCHIVES  NÉERLANDAISES  des  Sciences  exactes  et  natu- 
relles, publiées  par  la  Société  Hollandaise  des  Sciences  à  Harlem, 
et  rédigées  par  T. -H.  von  Baumhaler,  secrétaire  de  la  Société,  avec 
la  collaboration  de  MM.  R.  van  Rees,  I.  van  der  Hoeven,  D.  Bierens 
do  Haan,  C.-A.-J.-A.  Oudemans  et  W.  Koster.  —  La  Haye,  Mar- 
linus  Nijhoir;  in- 8"  ('). 

T.  I;  1866. 

Loratto  (R.).  —  Remarques  sur  une  formule  de  M.  T.  Reboul 
pour  évaluer  le  prix  d'une  assurance  de  survie.  (17  p.) 

(')  Parait  annuellement  par  volume  de  C  fascicules. 
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LoBATTO  (R.).  —  ÎS^ote  sur  la  foj'ination  des  é{/ nations  qui  font 
connaître  le  côte'  et  les  diagonales  des  polygones  réguliers.  (  1 8  p.) 

T.  II;  1867. 

BiEREss  DE  H.VAN  (D.).  —  Note  sur  la  théorie  des  intégz-ales 
définies .  (23  p.  ) 

T.  III  ;  1868. 

Kaiser  (P.).  —  Etude  de  la  marche  de  la  pendu/e  astrono- 
niit/ue  Hohsvii,  n"  20,  et  du  chrono/nètre  Knoblich ,  ii"  1700. 
(.6p.) 

HoEK.  —  Sur  les  j>risiiies  achroinatiq ues  construits  avec  une 
seule  substance.  (21  p.) 

HoEK.  —  Détermination  de  la  vitesse  avec  laquelle  est  entraînée 
une  onde  lumineuse  traversant  un  milieu  en  moui'ement.  (6  p.) 

T.  IV;  1869. 

Kaiser  'F.).  —  Quelques  observations  sur  les  erreurs  pério- 
diques des  vis  micrométriques  faites  à  l'occasion  des  derniers  tra- 
vaux de  r  Observatoire  de  Lejde. 

Cohen  Stiart  i'L.).  —  Note  sur  les  fuiniules  connues  de  i équi- 
libre intérieur  d' un  cylindre  creux  et  d'une  sphère  creuse.  [1  p.) 

Cohen  Stlart  (L.\  —  Xote  sur  la  pression  exercée  sur  les 
points  d'appui.  (2p.) 

T.  V;  1870. 

Baehr  (C.-F.-AV.).  —  Note  sur  les  résultats  d'une  étude  ma- 
thématique des  mouvements  de  i  œil.  (5  p.  ) 

BiERENS  DE  Haan.  —  Sur  quelques  nouvelles  formules  de  réduc- 
tion dans  la  théorie  des  intégrales  définies.  :  24  p.) 
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MÉLANGES. 
EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  It,  LIPSCHITZ, 

PROFESSEUR    A   l'cnIVERSITÉ    DE    BOSS. 

Les  Comptes  rendus  du  29  juillet  1872  contiennent  une  Aote  de 
M.  Yvon  ^illarceau  intitulée  :  MÉcAMytE  :  Sur  un  nouveau  théo- 
rème de  Mécanique  générale.  L'auteur  indique  au  début  de  cette 
Note  que,  par  suite  de  la  facilité  avec  laquelle  il  démontre  son 
théorème,  il  a  présimié  que  cette  proposition  devait  être  connue 
depuis  longtemps,  et  que  M.  Bertrand  a  bien  voulu  lui  indiquer 
comme  pouvant  avoir  quelque  analogie  avec  son  théorème  une  Note 
de  M.  Clausius,  qui  a  été  communiquée  à  l'Académie  dans  la 
séance  du  20  juin  1 870  sous  le  titre  suivant  :  Physique  mathéma- 
tique :  Sur  une  quantité  analogue  au  potentiel  et  sur  un  théorème 
y  relatif.  Je  suis  en  mesure  d'indiquer  plusieurs  travaux  qui  sont 
dans  les  rapports  les  plus  étroits  avec  le  théorème  publié  par 
^L  Villarceau.  D'abord,  dans  le  Mémoire  de  Jacobi  :  Leber  die 
Réduction  der  Intégration  der  parliellen  Dijferentialgleichungen 
erster  Ordnung  zwischen  irgend  einer  Zahl  Variaheln  auf  die 
Intégration  eines  einzingen  Systems  gewohnlicher  DiHerential- 
gleichungen,  du  9  novembre  i836  {Journal  de  Crelle.,  t.  17,  p.  97- 
162-,  la  fin  de  l'article  6,  p.  1 18  à  122)5  en  second  lieu,  les  recher- 
ches précédentes  plus  développées  dans  l'Ouvrage  de  Jacobi  :  Vor- 
lesungen  ilber  Djnannk  (Berlin,  1866,  à  la  fin  de  la  4°  Leçon, 
p.  2i-3o');  en  troisième  lieu,  un  travail  que  j'ai  publié  dans  le 
Journal  de  Borchardt,  16  octobre  1866,  t.  66,  p.  363-374  :  Ueber 
einen  algebraischen  Tjpus  der  Bedingungen  eines  bewegten 
Alassensjstems,  où  sont  mentionnés  les  travaux  que  je  viens  de 
signaler  de  Jacobi.  J'ai  indiqué  verbalement  l'existence  de  ces  trois 
Mémoires  à  M.  le  professeur  Clausius,  quand  ce  savant  publia  une 
première  Note  sur  les  recherches  dont  il  a  été  question  plus  haut 
dans  les  Sitzungsberichte  der  Niederrheinischen  Gesellschaft 
fiir  Natur-und  Heilkunde  zu  Bonn  (Juin  1870,  p.  1 14). 

Pour  montrer  avec  évidence  les  rapports  des  Mémoires  dont  il  a 
été  question  plus  haut  avec  le  théorème  de  M.  Villarceau,  j'emploie 
les  notations  suivantes.   Soient  x»,  j>'.,  3.  les  coordonnées  rectan- 
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gulaires  d'iui  point  mobile  ifb^  ;  a»,  6„,  c^  les  coordonnées  rectan- 
gulaires d'un  point  fixe  ^l>^,  l'indice  a  pouvant  prendre  les  valeurs 
I,  2,  3,...,  n-  Soit  /«,1a  masse  du  point  mobile  ilî).  et  supposons  que 
ce  point  soit  soumis  à  l'action  d'une  force  motrice  ayant  pour  com- 
posantes X,,  Y„,  Z„.  On  suppose  que  le  système  ili),  soit  soumis  à  des 
liaisons  qui  s'expriment  par  les  équations  de  condition 

$,  =  o,  $5  =  0,...,  <!>,  =  o, 

où  •l'i,. .  .,  ^i  sont  di^sfonctiofis  homogènes  des  ditîërences 

Xa  ««,    J'«  ^a,     ^a  C,. 

Soit  t  le  temps,  et  désignons  par  Xj,  X,,.  . . ,  X,-  des  multiplicateurs 
indéterminés;  alors  les  équations  dillérentielles  du  mouvement  du 
système  des  points  matériels  seront  les  suivantes  ; 

dt'     ^     '    ''  '    dxa  ■  •   ■  ■'  (f^^ 

...  j         d'y\       ^^       ^    d^,  ,  f/<I>, 

^         dP  d)\  dfa. 

dV  dz^  dz^ 

Introduisons  maintenant  une  quantité  G  définie  par  l'équation 

et  la  force  vive  totale 

alors  il  résulte  du  système  d'équations  dillérentielles  la  relation 

(II)    ^  -  2T  =^[(x.-  a,)X,+  (.n-Z>,)Y.+  (2,-  c.)Z.], 

qui  est  indépendante  des  fonctions  ^,,  <î>,,. . .,  <î>,. 

Ces  résultats  reviennent  à  ceux  que  j'ai  donnés  dans  le  INIémoirc 
cité,  si  l'on  suppose  que  les  composantes  X»,  Y„,  Z^  des  forces  mo- 
trices soient  les  dérivées  partielles  d'une  même  fonction  des  forces 
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U  par  rapport  aux  coordonnées  correspondautes  x,,  j\,  z^,  et 
l'équation  (II)  précédente  se  transforme  alors  en  l'équation  (6)  de 
ce  Mémoire,  p.  366.  Cette  équation  (6),  dont  l'analogie  avec  l'inté- 
grale des  forces  vives  a  été  signalée  dans  l'introduction  du  Mémoire 
cité,  forme  la  base  des  recherches  qui  y  sont  exposées,  sur  les  con- 
ditions de  stabilité  dans  certains  problèmes  de  mouvements. 

D'ailleurs,  si  l'on  suppose  qu'il  n'y  ait  pas  d'équations  de  condi- 
tion 'f'i^o,...,  *!>,■:=  G,  et  que  tous  les  points  ilb^  viennent  se 
réunir  à  l'origine,  et  par  suite  que  l'on  ait  a^=^  ^a=  c„=^  o,  l'équa- 
tion (II)  devient  identique  avec  l'équation  (6)  de  M.  Villarceau. 

On  doit  faire  les  mêmes  suppositions  et  les  combiner  avec  celle 
de  l'existence  d'une  fonction  des  forces,  pour  obtenir  le  résultat  de 
Jacobi.  Cette  fonction  des  forces  U  doit  être  supposée  une  fonction 
homogène  d'ordre  A'  des  coordonnées  o",,  j'»,  z»,  en  sorte  qu'elle 
satisfasse  à  l'équation 

^       dx^  ay^  dz^ 

et  qu'on  puisse  appliquer  l'intégrale  des  forces  vives 

Alors  de  l'équation  (II)  on  déduit  la  formule  (2)  de  la  page  22  des 
Forlesungen  iiber  Djnamik  de  Jacobi.  Cet  auteur  nomme  plus 
tard  la  masse  totale  du  système  M,  les  coordonnées  du  centre  de 
gravité  A,  B,  C,  la  distance  de  deux  points  du  système  lit»,  1)^5  ''«i', 
et  il  forme  l'équation 

illl)  mV /H,d  -  ]\P(A'+  B=H-  O)  =y  m^m^'rl,^.. 

En  supposant  que  les  forces  motrices  du  systèm.e  soient  telles  que 
le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  se  déplace  avec  une  vitesse  uni- 
forme sur  tme  droite,  Jacobi  combine  l'équation  précédente  avec 
les  suivantes  : 

(IV)  A  =  a:-)-a'«,     B  =  3-+-(3'f,     C  =  y-f-//, 

qui  sont  la  traduction  analytique  de  la  supposition  relative  au 
centre  de  gravité  du  système,  et  où  a,  P,  y,  a',  (5',  y'  sont  des 
constantes,  et  il  obtient,  par  la  substitution  dans  sou  équation  (2), 
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un  nouveau  résultat  exprimé  dans  son  équation  (3)  de  la  page  23. 
Il  rappelle  ensuite  que,  si  l'on  désigne  par  p„  la  distance  du  point 
B,  au  centre  de  gravité  du  système,  on  a 

(V)  M\  w.pî=\  mam.Ta,... 

Si  l'on  ne  tient  pas  compte  de  la  supposition  exprimée  par  les 
équations  (IV),  et  qu'on  applique  seulement  les  équations  (III)  et 
(V)  à  la  transformation  de  l'équation  (6)  de  M.  Villarceau,  on 
obtient  le  résultat  donné  par  ce  géomètre  à  la  page  236. 

L'équation  (II),  multipliée  par  l'élément  dl  et  intégrée  entre  les 
limites  a  et  t,  nous  fournit  la  relation 


(Vil 


^  ry  li^--  ««)x«+ (r»-  *.)Y„.+ (z,-  c^)z^]dt. 


Dans  le  cas  où,  comme  précédemment,  on  a 

d{]       ,,        dU        „        dV 
dx^  dj\  dZa 

et  où  l'on  a  par  conséquent  l'intégrale  des  forces  vives 

T  =  U  -H  A  =  U  +  T(o)  -  U(o), 
et  où,  en  outre,  U  est  une  fonction  homogène  des  différences  x^- 
y^ —  &.,  3„ —  r„  en  sorte  que  l'on  ait 

^'/U       ,  ,   ,d\S    ,    ,  ,</U"|       ,,. 


S[ 


alors  on  déduit  de  (VI)  la  formule  (lo),  page  368  de  mon  Mémoire 
déjà  cité.  Si  l'on  ne  suppose,  au  contraire,  aucune  équation  de  con- 
dition et  tous  les  points  «il»,  réunis  à  l'origine  des  coordonnées , 
alors  l'équation  (VI)  divisée  par  r  —  ct,  en  supposant /e  .«rrfè/^e 
doué  d'an  mouvement  stable^  donne,  eu  faisant  croître  r  —  a  au 
delà  de  toute  limite,  le  théorème  mentionné  de  M.  le  professeur 
Clausius.  Enfin,  si  l'on  ajoute  à  ces  conditions  la  suivante  :  qu'il 
existe  une  fonction  des  forces  qui  soit  une  fonction  homogène  du 
degré  A= — i  des  coordonnées  j:.,j}.,  z^,  alors  l'équation  (VI) 
coïncide  avec  celle  que  Jacobi  a  donnée  à  la  page  28  des  Vorle- 
sungen  ilher  Djnamih. 
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REVUE  BIBLIOGRAPHIQUE. 
VASSAL  (le  major  Vladimir),  cx-ingéiiieur.  —  Nouvelles  Tables 

DONNANT  AVEC  CINQ  DÉCIMALES  LES  LoGARITHMES  VULGAIRES  ET 
NATURELS  DES  NOMBRES  DE  I  A  I  O  8oO,  ET  DES  FONCTIONS  CIRCULAIRES 
ET    HYPERBOLIQUES    POUR  TOUS   LES   DEGRÉS    DU   QUART  DE   CERCLE   DE 

MINUTE  EN  MINUTE.  —  Paris,  Gautliier-Villars,  1872.  i  vol. 
iii-4",  Lvi-196  p.  Prix  :  12  fr. 

Le  volume  que  nous  avons  sous  les  yeux  est  le  résultat  d'un  long 
et  consciencieux  travail,  pour  lequel  l'auteur  n'a  reculé  devant 
aucun  sacrifice,  celui  même  de  sa  vue.  M.  Vassal  s'est  proposé, 
dit-il  dans  sa  Préface,  de  combler  les  lacunes  que  présentent,  sui- 
vant lui,  les  Tables  publiées  en  France  jusqu'à  ce  jour,  lacunes  qui 
consistent  :  1°  en  ce  que  ces  Tables  n'indiquent  pas  les  cas  où  le 
dernier  chiffre  d'un  nombre  taljulairc  a  dû.  être  forcé  ;  2°  en  ce 
qu'on  y  accorde  trop  peu  de  place  aux  logaritlimes  naturels  ou 
hyperboliques  5  3°  en  ce  qu'on  n'a  «  absolument  rien  fait  »  pour 
faciliter  et  répandre  l'usage  des  fonctions  hyperboliques.  Exami- 
nons ce  qu'il  peut  y  avoir  de  fondé  dans  ces  trois  reproches  géné- 
raux . 

1°  Depuis  la  publication  des  Tables  de  Babbage  (i83i),  on  are- 
connu  c|ue  l'erreur  nécessaire  des  Tables  logarithmiques  peut  (théo- 
riquement) être  diminuée  de  moitié,  si  l'on  distingue  au  moyen 
d'un  signe  quelconque  les  logarithmes  dont  le  dernier  chiffre  est 
forcé  (  '  ) .  Si  l'on  tient  compte  cependant  du  surcroit  de  calculs  que 
nécessite  alors  l'interpolation,  on  voit  sans  peine  qu'il  est  beaucoup 
plus  simjjle  et  plus  expéditif  d'opérer  à  la  manière  ordinaire,  avec 
des  Tables  donnant  une  décimale  de  plus,  et  que  l'on  obtient  ainsi, 
en  moins  de  temps,  une  appi'oximatioii  plus  sûre.  L'utilité  de  l'in- 
dication des  chillres  forcés  se  réduit  donc,  en  réalité,  à  ceci  :  que, 
si  l'on  veut  prendre  la   moitié  d'un  logarithme   terminé  par  uu 


(')  Voir,  par  exemple,  V Introduction  des  Tables  de  Schron. 

Didl.  des  Sciences  mat/iém.  et  astro/i.,  t.  111.  (Décembre  1872.)  23 
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ohiflre  impair,  on  sait  s'il  faul  ou  non  forcer  le  dernier  chiffre  du 
quotient  pour  obtenir  le  résultat  à  moins  d'une  demi-unité  près  ; 
(le  même  pour  le  cas  où  l'on  doit  supprimer,  à  la  fin  d'un  loga- 
rithme, un  ou  plusieurs  chiffres  formant  l'un  des  nombres  5,  5o, 
l'ioo,. .  . . 

■2°  L'usage  des  logarithmes  naturels  offre  un  tout  autre  carac- 
tère que  celui  des  logarithmes  décimaux.  Ceux-ci  ne  constituent,  à 
proprement  parler,  qu'un  système  d'écriture  spécial  pour  repré- 
senter les  nombres,  système  dont  l'avantage  est  d'abaisser  d'un 
degré  l'ordre  de  difllculté  des  opérations  de  l'Arithmétique;  et  une 
Table  de  logarithmes  vulgaires  n'est  qu'une  sorte  de  dictionnaire 
sci'vant  à  passer  d'un  système  d'écriture  à  l'autre.  Les  logarithmes 
naturels,  au  contraire,  se  présentent  dans  l'Analyse  comme  des 
fonctions  jouant  un  rôle  propre,  et  leur  importance  est  de  tout 
point  analogue  à  celle  des  valeurs  naturelles  des  fonctions  expo- 
nentielles, circulaires,  hyperboliques,  eulérienncs,  etc.  En  un  mot, 
les  logarithmes  décimaux  appartiennent  à  l'art  du  calcul  numé- 
rique: les  logarithmes  naturels,  à  la  science  analytique.  Les  appli- 
(•ations  de  ces  derniers  doivent  donc  être  beaucoup  plus  restreintes 
(jue  celles  des  premiers,  et  il  est  inexact  de  les  assimiler  sous  le 
rapport  de  l'usage  pratique,  de  même  qu'il  est  inopportun  de 
donner  aux  deux  Tables  correspondantes  la  même  extension.  Cette 
assimilation  est  d'autant  plus  fâcheuse  dans  l'Ouvrage  actuel  que 
l'auteur  s'est  cru  obligé,  par  la  symétrie,  de  conserver  les  caracté- 
listiques  des  logarithmes  décimaux,  ce  qui  n'est  pas  seulement  une 
superfluité,  mais  encore  une  gêne  et  une  source  d'erreurs  pour  le 
calculateur.  Par  contre,  l'auteur  a  omis  l'utile  précaution  de 
lépéter,  dans  chaque  ensemble  de  deux  pages  en  regard,  les  loga- 
rithmes naturels  des  puissances  positives  et  négatives  de  lo,  qui 
jouent,  dans  le  calcul  des  logarithmes  naturels,  le  même  rôle  que 
les  caractéristiques  pour  les  logarithmes  décimaux,  et  qui  sont 
indispensables  pour  la  recherche  du  logarithme  naturel  d'un 
nombre  pris  en  dehors  des  limites  de  la  Table. 

3°  M.  ^'assal  avait  cru  d'abord  pouvoir  affirmer  qu'avant  1872 
la  France  ne  possédait  aucun  Recueil  de  Tables  de  fonctions  liyper- 
])oliques.  Depuis  l'impression  de  sou  Ouvrage,  il  a  reconnu  que  son 
assertion  était  trop  absolue,  et  il  a  signalé  à  ses  lecteurs,  dans  une 
A'ote  rectificative,  placée  à  la  fin  du  volume,  l'existence  de  Tables 
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du  même  genre,  à  ijuatre  décimales  seulement,  publiées  il  y  a  quel- 
ques années  par  l'auteur  de  cet  article  ('). 

Le  volume  commence  par  une  Introduction,  suivie  d'un  Recueil 
de  Formules  relatives  aux  logaritltnies  et  fonctions  hyperboli- 
ques et  circulaires,  ainsi  qu'à  la  résolution  des  triangles  l'ecti- 
lignes  et  sphériques. 

L'Introduction  se  divise  en  sept  Chapitres.  L'auteur  expose 
d'abord  ses  notations,  dont  quelques-unes  ne  nous  ont  pas  semblé 
lieurcusement  choisies.  L'emploi  des  caractères  égyptiens  dans  la 
désignation  des  logarithmes  et  des  fonctions  hyperboliques  fatigue 
notablement  la  vue.  On  s'habituera  difficilement  à  représenter  par 
loh  et  par  Lov  les  logarithmes  hyperboliques  et  les  logarithmes 
vulgaires,  tandis  que  les  lettres  1  et  L  seront  employées  (suivant  la 
notation  de  Gudermann)  pour  représenter  les  fonctions,  inverses 
l'une  de  l'autre, 


\u: 


ÎT  T  1  /'' 

1  arc  lang  e" )     Lv  =-  u  =  log  t.ang  I  - 


Les  Chapitres  suivants  traitent  des  précautions  à  prendre  pour 
obtenir  toute  l'approximation  que  pei'met  d'atteindre  l'indication 
des  derniers  chillres yb/"ce.y^  et  de  la  résolution  parles  fonctions 
circulaires  et  hyperboliques  des  équations  du  a'^  et  du  3'  degré. 

Le  Recueil  de  formules  se  divise  eu  cinq  sections,  dont  les  titres 
sont  :  L  Notation  et  formules  d'interpolation.  IL  Formules  rela- 
tives aux  logarithmes  naturels  et  aux  fonctions  exponentielles, 
circulaires  et  hyperboliques.  III.  Résolution  des  triangles  rectili- 
gnes.  IV.  Résolution  des  triangles  sphériques.  V.  Formules  diverses. 
L'auteur  a  mis  en  évidence,  autant  que  cela  a  été  possible,  le  paral- 
lélisme entre  les  formules  relatives  aux  fonctions  circulaires  et  aux 
fonctions  hyperboliques. 

Viennent  ensuite  les  quatre  Tables  qui  forment  le  corps  de  l'Ou- 
vrage. 

La  Table  I  donne,  pour  les  10800  premiers  nombres,  les  loga- 
rithmes décimaux  et  les  logarithmes  naturels.  Elle  est  disposée  à 
simple  entrée,  chaque  tiers  de  page  contenant  les  logarithmes  de 

(')  Recueil  de  formules  et  de  Tables  numériques,  par  J.  HoCel.  —  Paris,  Gauthier- 
Villars,  18G6.  Gr.  in-8»,  lxx-G.'|  p. 

23. 
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60  nombres,  avec  l'évaluation  en  degrés  et  minutes  de  ces  noml^res, 
considérés  comme  représentant  des  secondes,  et  avec  les  dillérences 
tabulaires.  L'auteur  n'a  point  inséré  les  parties  proportionnelles 
des  différences,  qui  sont,  en  effet,  inutiles  pour  quiconque  sait 
manier  une  règle  à  calcul.  Il  nous  semble  seulement  que  les  trois 
tiers  de  chaque  page  ne  sont  pas  assez  distinctement  séparés,  et 
que  la  clarté  a  été  un  peu  sacrifiée  à  l'élégance  typographique. 

A  la  suite  de  la  Table  I  sont  deux  pages  de  Tables  auxiliaires, 
contenant  :  1°  le  tableau  des  nombres  de  la  forme  2' 5'"  89",  jus- 
qu'à I  000000;  2°  les  logarithmes  vulgaires  à  10  décimales  des  fac- 
torielles  1.2...  /?,  i.3...  (a«  —  i),  et  des  nombres  nécessaires 
pour  les  calculs  d'intérêts;  3°  les  racines  carrées  et  cubiques  des 
nomhres  premiers  jusqu'à  83;  4°  l<-'s  10  premiers  multijjles  de  log. 

vulg.  e,  de  e,  de-»  et  les    10  premières  puissances  de  -  et  de  7; 

5°  la  Table  abrégée  de  Briggs  2)our  le  calcul  des  logarithmes  vul- 
gaires et  naturels  à  10  décimales. 

Les  Tables  II,  III  et  IV,  relatives  aux  fonctions  circulaires  et 
hyperboliques,  sont  disposées  suivant  un  plan  uniforme.  Elles  sont 
à  deux  arguments,  comme  les  Tables  trigonométriques  ordinaires. 
Seulement  chacun  des  deux  arguments,  à  gauche  et  à  droite,  est 
double  lui-même,  l'une  de  ses  valeurs  étant  l'arc  x  auquel  se  rap- 
portent les  nombres  taljulaires  considérés  comme  fonctions  circu- 
laires, l'autre  étant  la  fonction  L.r  =  log  tang  1  -  -I-  -^  )  à   laquelle 

se  rapportent  les  mêmes  nombres  considérés  comme  fonctions  hyper- 
boliques. Les  arcs  sont  évalués,  dans  les  Tables  II  et  III,  en  degrés 
et  minutes;  dans  la  Table  IV,  en  grades  (centièmes  du  quadrant) 
et  fractions  décimales  du  grade.  Dans  les  trois  Tables,  une  colonne 
additionnelle  contient  les  valeurs  des  mêmes  arcs  en  parties  du 
ra)-on.  La  Table  II  donne  les  valeurs  naturelles  des  fonctions  circu- 
laires et  hyperboliques;  les  Tables  III  et  IV  donnent  leurs  valeurs 
logarithmiques . 

Nous  ne  pouvons  que  féliciter  l'auteur  de  son  heureuse  idée  de 
publier,  le  premier,  une  Table  trigonométriquc  à  cinq  figures, 
construite  suivant  la  division  décimale  du  quadrant.  Seulement 
cette  Table  pèche  par  les  mêmes  défauts  de  détails  que  les  Tables 
publiées  précédemment  dans  le  même  système,  et  ces  défauts  en 
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rendent  l'usage  aussi  laborieux  que  celui  des  Tables  sexagésimales, 
qui  sont  géuéralement  mieux  ordonnées.  Nous  regrettons  d'abord 
que  M.  Vassal  ail  contribué  à  faire  revivre  la  malbeureuse  dénomi- 
nation de  grade,  sorte  de  demi-mesure,  destinée,  croyait-on,  à 
faciliter  le  passage  de  l'ancienne  division  à  la  Jioiwelle,  et  cpii  pré- 
cisément donne  à  la  division  décimale  l'apparence  d'une  division 
artificielle  covame.  l'ancienne,  et  la  fait  participer  aux  mêmes  incon- 
vénients. On  devrait  bien  reconnaître  une  bonne  fois  que  l'unité 
angulaire  naturelle  est  l'angle  droit,  que  sa  division  décimale  n'est 
pas  plus  nouvelle  que  l'arithmétique  décimale  elle-même,  d  après 
laquelle  toutes  les  autres  unités  ont  été  divisées,  et  que  l'exception 
que  Ton  fait  à  la  règle  générale  en  choisissant  pour  unité  le  cen- 
tième du  quadrant  ne  fait  que  compliquer  l'écriture,  en  même 
temps  qu'elle  expose  le  calculateur  à  une  confusion  entre  les  degrés 
modernes  et  les  degrés  anciens. 

Un  autre  inconvénient  de  la  Table  de  M.  Vassal,  c'est  d'avoir 
fait  varier,  à  partir  de  o'',070O,  l'argument  par  des  intervalles  de 
o'',0O02,  puis  de  oi,ooo5,  qui  introduisent  des  facteurs  très-incom- 
modes pour  l'interpolation,  parce  qu'ils  obligent  à  faire  une  règle 
de  trois  complète,  au  lieu  d'une  seule  opération  de  multiplication 
ou  de  division.  Cet  inconvénient  devient  svirtout  sensible  lorsqu'on 
doit  revenir  de  la  fonction  circulaire  à  l'arc,  et  il  faut  l'éviter  avec 
soin  dans  les  Tables  destinées  aux  calculs  rapides. 

Aux  Tables  U  et  III  sont  annexés  des  tableaux  de  conversion  et 
des  tables  d'interpolation  pour  les  fonctions  des  petits  angles. 

Nous  n'avons  pu  naturellement  nous  renseigner  encore  sur  la 
correction  typographique  de  ce  Recueil.  Dans  l'examen  rapide  au- 
quel nous  nous  sommes  livré,  nous  avons  rencontré  deux  fautes  : 

Page  v,  ligne  9  eu  remontant,  au  lieu  de  Brigg,  lisez  Briggs. 

Page  121,  \os,.  laia^.  6° ^'j' .,  au  lieu  de  1,9^320,  lisez  1,07320. 

On  voit,  par  la  description  que  nous  venons  de  faire  de  ce  remar- 
quable Ouvrage,  quels  nouveaux  secours  il  oflre  aux  ealcidateurs. 
Si  nous  sommes  entré  dans  des  détails  critiques  aussi  minutieux, 
c'est  dans  l'espoir  qu'en  corrigeant  des  défauts,  qu'il  serait  généra- 
lement aisé  de  faire  disparaître,  ce  Livre,  dans  une  nouvelle  édi- 
tion, pourra  devenir  le  plus  beau  Recueil  de  Tables  à  cinq  déci- 
males qui  ait  encore  paru.  J.  H. 
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FRIIS  (F.-R.).  —  Tyge  Brahe.  Eu  liistorisk  Frcmstilling  cfter 
trykte  og  otrykte  Kilder.  !Mcd  Tyge  Bralies  Pprtrœt  og  llcre 
Tr.'csnit  i  Texten.  —  Kjobenliavn.  Forlagt  af  den  Gyldciidalske 
Boghaudcl,  1871  ('). 

Quoique  l'on  ail  déjà  beaucoup  écrit  sur  la  vie  du  grand  astronome 
danois,  bicu  des  points  de  sa  biographie  présentaient  encore  des 
obscurités  ou  des  lacunes.  M.  Friis  a  repris  les  travaux  de  ses  pré- 
décesseurs, relatifs  à  cette  époque,  si  glorieuse  pour  le  Danemark  et 
si  importante  pour  l'histoire  de  l'Astronomie.  Il  a  cousvdté  les  ma- 
nuscrits de  Tycho  que  possède  la  ville  de  Copenhague,  les  arcliives 
publiques  et  tous  les  Recueils  danois  ou  allemands  où  il  est  question 
de  Tycho.  De  plus,  une  mission  du  gouvernement  danois  lui  a  per- 
mis de  poursuivre  ses  recherches  dans  les  bibliothèques  de  Vienne 
et  de  Prague,  et  de  visiter  les  lieux  où  le  grand  observateur  a  passé 
ses  dernières  anuées. 

L'Ouvrage  se  divise  naturellement  en  quatre  Parties. 

La  première,  intitulée  :  La  jeunesse  de  Tjcho  Bralw,  comprend 
la  première  période  de  sa  vie  jusqu'à  l'époque  où  le  roi  Frédéric  II 
le  décida  à  se  fixer  en  Danemark,  en  lui  faisant  don  de  l'ile  de 
Hveen. 

La  deuxième  Partie,  Tjclio  Brahe  h  Hveen,  renferme  l'historique 
de  la  vie  et  des  travaux  de  Tycho,  depuis  son  installation  à  Hveen, 
en  1076,  jusqu'à  son  départ  de  cette  île,  en  iSpj.  L'auteur  y  donne, 
d'après  les  Ouvrages  mêmes  de  Tycho,  la  description  et  la  carte  de 
l'ile  de  Hveen,  telle  qu'elle  était  au  xvi'^  siècle,  les  plans  et  les  des- 
sins du  célèbre  château  d'Uraniljorg  et  des  autres  constructions  que 
Tycho  avait  fait  exécuter  dans  son  domaine. 

La  troisième  Partie  a  pour  titre  :  Tycho  Brahe  dans  l'exil. 
Elle  contient  l'histoire  de  ses  pérégrinations,  depuis  le  jour  où  il  dut 
quitter  sa  patrie  jusqu'à  celui  où  il  se  fixa  à  Prague,  en  iSpg. 

La  quatrième  Partie,  Tycho  Brahe  en  Bohême,  commence  par 
un  tableau  très-intéressant  de  la  cour  de  l'empereur  Rodolphe  H  et 


(')  Friis  (F.-R.).  Tycho  Brahe.  Étude  historique  d'après  les  sources  imprimées  et 
manuscrites,  avec  le  portrait  de  Tycho  Brahe  et  plusieurs  gravures  sur  bois  dans  le 
texte.  —  Copenhague,  librairie  Gyldendal,  1871.  —  i  vol.  in-8°;  386  p.  Pr.  :  2  Rd. 
48  Sk. 
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du  caractère  bizarre  de  ce  prince.  Après  quelques  mois  de  séjour 
à  Prague,  Tycho  obtint  de  l'empereur  d'habiter  le  château  de 
Benatky,  où  il  installa  son  observatoire.  C'est  là  qu'il  lit  venir 
Kepler,  chassé  de  Gratz  par  les  persécutions  religieuses.  Au  bout 
d'un  an  de  séjour,  Tycho,  s'enuuyant  de  son  isolement,  retourna  à 
Prague,  où  il  mourut  quelques  mois  après,  le  24  octobre  i6oi. 

Un  cinquième  Chapitre,  intitulé  :  Conclusion,  nous  donne  tous 
les  renseignements  qu'il  a  été  possible  de  recueillir  sur  le  sort  de  la 
famille  de  Tycho  et  sur  le  précieux  héritage  qu'il  laissait  en  manu- 
scrits et  en  instruments.  Tous  les  insti-uments  ont  péri  dans  les 
guerres  et  les  incendies,  sans  qu'il  ait  été  permis  même  à  Kepler  de 
s'en  servir.  Heureusement  il  n'en  a  pas  été  de  même  des  manuscrits, 
d'où  Kepler  a  tiré  ses  immortelles  découvertes,  et  qui  ont  été 
imprimés,  pour  la  jjlupart,  à  des  époques  très-diverses  ('). 

Ce  volume  est  terminé  par  un  recueil  de  pièces  justificatives,  (  t 
par  l'indication  des  sources  consultées  par  l'auteur. 

M.  Friis  a  rectifié,  dans  son  intéressant  et  savant  travail,  un  cer- 
tain nombre  de  détails  inexacts,  accrédités  avant  lui  par  les  bio- 
graphes de  Tycho.  Citons-en  quelques  exemples. 

Le  véritable  prénom  de  l'illustre  astronome  est  Tyge  (prononcez 
Tughé)  5  c'est  ainsi  qu'il  signait  toutes  les  fois  qu'il  écrivait  dans  sa 
langue  maternelle;  il  signait  Tycho  dans  ses  correspondances  en 
latin  ou  en  allemand.  A  ce  prénom  il  joignait  le  surnom  d'Oltesen 
(fils  d'Otto).  Son  nom  de  famille  était  Brahc  (ou  Brade,  comme  on 
l'écrivait  quelquefois),  et  non  de  Brahé  ou  von  Brahe,  comme  l'ont 
répété  ses  biographes,  sur  la  foi  sans  doute  de  Philander  von 
Weistritz  (pseudonyme  de  Christian  Gottlob  Mengel),  qui  a  lait 
paraître  une  histoire  de  Tycho  en  1^56.  La  distinction  nobiliaire 
s'indiquait  par  l'addition  au  nom  de  famille  du  nom  du  fief  patri- 
monial. Ainsi  le  nom  complet  de  Tycho  était  Tjge  Brahe  til 
Knudsti-up.  Après  qu'il  eut  vendu,  en  i594,  à  son  frère  puîné 
Steen  Brahe,  sa  portion  de  la  seigneurie  de  Knudstrup  {^Kniidstnij) 
Gaard),,  il  retint  dans  le  marché  le  droit  de  conserver  pour  lui  et 
ses  descendants  l'appellation  de  til  Knudstrup. 

Relativement  aux  causes  de  la  disgrâce  de  Tycho,  elles  ne  sont  pas 


(')   iM.  Friis  a  publié  à  Copenhague,  en    1867,  les  observations  de  Tycho  sur  sept 
comètes. 
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aussi  simjiles  qu'on  le  croit  généralement,  et  n'ont  pas  pour  unique 
origine  sa  querelle  légendaire  avec  Christoffer  Valkendorf  til 
Glorup,  au  sujet  des  chiens  dont  le  roi  Jacques  VI  avait  fait  présent  à 
Tyclio,  lorsqu'il  était  venu,  en  iSpo,  visiter  l'île  deHveen.  Bien  que 
Valkendorf  ne  fiit  pas  en  très-bons  termes  avec  le  grand  astronome, 
il  s'en  faut  de  beaucoup  cependant  qu'il  fût  son  ennemi  le  plus 
acharné,  et  il  est  loin  d'avoir  mérité  la  violente  apostrophe  par 
laquelle  Lalande  (')  et  après  lui  Laplace  (^)  ont  voué  l'infortuné 
rigshovmester  de  Christian  IV  à  l'exécration  de  la  postérité.  La 
noblesse  danoise  n'avait  jamais  pardonné  complètement  à  Tycho  de 
s'être  mésallié  avec  une  roturière  et  de  s'être  adonné  aux  Sciences, 
surtout  d'avoir  fait  imprimer  ses  travaux.  Cependant  la  faveur  dont 
le  roi  Frédéric  II  entourait  son  astronome  (^)  avait  réduit  ces  griefs 
au  silence,  tandis  que  d'autre  part  elle  devait  exciter  de  nombreuses 
et  sourdes  jalousies,  qui  éclatèrent  après  la  mort  du  roi  (i588). 
Tycho,  de  son  côté,  n'était  jjas  sans  reproche.  Sa  dureté  envers  ses 
vassaux  lui  avait  attiré  de  scandaleux  procès,  où  la  justice  avait  dû 
prononcer  contre  lui.  Pendant  la  minorité  du  jeune  roi,  les  amis 
influents  qu'il  avait  dans  le  Conseil  de  régence  ajournèrent  de 
quelques  années  la  catastrophe;  mais  le  retentissement  qu'eut  la 
querelle  de  Tycho  avec  son  ancien  disciple  Gellius  Sascerides,  à  l'oc- 
casion de  la  rupture  du  mariage  projeté  entre  celui-ci  et  IMadeleine 
lîrahc,  fille  aînée  de  Tycho,  puis  le  long  procès  de  Tycho  avec  son 
tenancier  Rasmus  Pederscn,  servirent  à  ses  ennemis  d'occasion  pour 
faire  circuler  sur  lui  toute  sorte  de  calomnies,  contre  lesquelles  ses 
anciens  amis  n'étaient  plus  là  pour  le  défendre.  A  la  majorité  du 
roi,  les  nouveaux  grands  dignitaires  de  l'Etal,  et  particulièrement  le 
chancelier  Christian  Friis  til  Borreby,  lui  firent  supprimer  ses 
pensions,  lui  enlevèrent  successivement  tous  les  bénéfices  que  lui 
avait  accordés  le  feu  roi,  et  ne  manquèrent  pas,  naturellement,  de  s'en 
pourvoir  eux-mêmes.  Tycho  ne  pouvait  plus,  avec  sa  seule  fortune 
personnelle,  maintenir  son  établissement  d'Uraniborg,  et  sa  posses- 
sion même  du  fief  de  l'ile  de  Hveen  était  sérieusement  menacée. 


(')  Astronomie,  2'  éd.,  l.  I,  p.  19G. 

(-)  Exposition  du  système  dn  mojule,  p.  ,^06. 

(')  Ou,  si  l'on  veut,  son  astrologue;  cai-  lyclio,  m.ilgvf  sa  foi  chancelante  dans 
l'astrologie,  avait  dû  se  résoudre  à  faire  l'iioroscupe  de  tous  les  jeunes  ])rinces  de  la 
famille  royale. 
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C'est  alors  qu'il  prit  le  parti  d'abandonner  la  magnifique  résidence 
qu'il  s'était  créée,  et,  après  un  court  séjour  à  Copenhague,  d'aller 
chercher  à  l'étranger  une  nouvelle  patrie.  Plusieurs  années  aupara- 
vant, en  confiant  ses  pressentiments  à  ses  amis,  il  ajoutait  déjà  ce 
vers  significatif: 

Omne  solum  fort!  patria,  et  coelum  undique  supra  est! 

Il  ne  put  cependant  jamais  ouLlicr  son  ingrat  pays,  dont  le  sou- 
venir atti-ista  les  derniers  moments  de  sa  vie,  au  milieu  de  la  géné- 
reuse hospitalité  avec  laquelle  Rodolphe  l'avait  accueilli. 

ÎSous  recommandons  vivement,  à  tous  ceux  qu'intéresse  l'histoire 
des  Sciences,  la  lecture  du  volume  de  M.  Friis,  qui  n'offre  pas  une 
grande  difBculté  aux  personnes  familiarisées  avec  la  langue  alle- 
mande, dont  le  danois  est  si  voisin.  J.  H. 


BAUSCHIÎNGER  (J.).- — Elemekte  der  graphischek  Statik.  Miin- 
chen,  1871.  —  I  vol.  in-4°  avec  Atlas.  Prix  :  3  Thlr.  10  Sgr. 

^  oici,  d'après  l'auteur,  le  but  de  la  Statique  graphique  : 

«  La  Statique,  dit-il,  enseigne  la  composition  et  la  décomposition 
des  forces  qui  agissent  sur  un  corps  5  de  là  elle  déduit  les  conditions 
d'équilihre  entre  ces  forces.  La  Staticjue  graphique  traite  les  mêmes 
problèmes,  mais  par  une  voie  purement  géométrique,  au  moyen  de 
constructions  qui  opèrent  eu  réalité  sur  le  mode  de  représentation 
des  forces  comme  sur  de  simples  grandeurs  dans  l'espace.  » 

L'auteur  considère  la  Statique  graphique  comme  une  science 
nouvelle  ;  il  veut  en  faire  une  nouvelle  méthode  d'investigation  ;  il 
déclare  que  sou  but  est  «  de  coordonner  la  Statique  graphicpie,  d'y 
apporter  un  ordre  méthodique,  en  dehors  des  applications,  comme 
cela  a  été  fait  depuis  longtemps  pour  la  Statique  en  général  et  pour 
les  autres  branches  de  la  Mécanique.  » 

L'auteur  n'a  donc  point  immédiatement  en  vue  les  applications. 
«  Son  livre,  ajoute-t-il,  donnera  la  préparation  indispensable  aux 
ingénieurs  ou  à  tous  ceux  qui  auront  à  faire  des  applications.  » 

La  composition  des  forces  est  traitée  à  un  point  de  vue  nouveau. 
A  la  considération  du  polygone  des  forces,  l'autexu"  joint  celle  d'un 
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nouveau  polygone,  le  polygone  funiculaire  :  cette  modification  est 
le  principal  caractère  de  l'Ouvrage,  sinon  le  fondement  même  de 
la  Statique  graphique.  Le  polygone  funiculaire  procure  un  moyen 
commode  et  expéditif  pour  construire  graphiquement,  en  grandeur 
et  en  position,  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces 
situées  dans  un  plan.  Comme  cette  considération  est  la  base  de  tous 
les  procédés  graphiques  indiqués  dans  le  courant  de  l'Ouvrage,  je 
vais  la  résumer  eu  quelques  mots;  elle  semble  avoir  été  déduite  de 
la  théorie  du  polygone  funiculaire,  et  voici  comment  : 

Considérons  un  polygone  funiculaire  en  écpiilibre  abcde;  soit 
OABCDO  le  polj'gone  des  forces,  et  supposons  les  côtés  du  poly- 


gone funiculaire  parallèles  aux  lignes  OA,  OB,  OC,  OD.  11  est  clair, 
puisque  les  forces  P,  Q,  R,T,  T'se  font  équilibre,  que  la  résultante 
des  trois  forces  P,  Q,  R  passe  par  le  point  de  rencontre  des  forces 
T,  T'. 

De  là  résulte  la  construction  indiquée  par  l'auteiu"  : 
Pour  avoir  la  résultante  d'un  nombre  quelconque  de  forces  P,  Q, 
R,  situées  dans  lui  même  plan,  construisez  le  polygone  des  forces 
ABCD;  la  ligne  AD,  qui  ferme  le  contour,  est  la  résultante  en  gran- 
deur et  eu  direction.  Prenez  un  point  O  arbitraire,  mais  convena- 
blement choisi  pour  la  commodité  des  constructions,  et  joignez  OA, 
OB,  OC,  OD;  puis,  par  un  point  quelconque  b  de  la  force  P,  me- 
nez bc  parallèle  à  OB,  jusqu'à  la  rencontre  en  c  avec  la  force  Q^ 
puis  cd  parallèle  à  OC  ;  enfin,  par  les  points  extrêmes  b  et  rf,  me- 
nez les  lignes  ba,  de,  parallèles  à  OA,  OB;  ces  lignes  se  rencon- 
trent en  un  point  K,  qui  est  un  point  de  la  résultante  cherchée.  La 
résultante  est  donc  connue  en  grandeur  et  en  position. 
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Le  polygone  abcde  ainsi  construit  est  appelé  par  l'auteur  le 
polygone  funiculaire  relatif  aux  forces  P,  Q,  R;  le  point  O  est  le 
pôle  du  polygone  funiculaire.  Cette  considération  n'est  pas  nouvelle 
en  Allemagne  :  on  la  trouve  exposée  dans  la  Statique  graphique 
de  Cuhnaun.  Comme  je  l'ai  dit,  c'est  la  base  de  toutes  les  construc- 
tions indiquées  dans  l'Ouvrage  ;  mais  cette  considération  semble 
encore  avoir,  au  point  de  vue  théorique,  de  grands  avantages.  Elle 
supprime  toute  distinction  dans  le  cas  des  forces  parallèles  ;  ce  cas 
rentre  dans  celui  des  forces  concourantes.  Elle  permet  d'énoncer  les 
théorèmes  relatifs  à  l'équilibre  des  forces  dans  un  plan  et  ensuite 
dans  l'espace,  sans  avoir  recours  à  la  considération  des  moments  des 
forces.  Le  polygone  funiculaire  jouit  par  lui-même  de  propriétés 
intéressantes;  dans  certains  cas,  il  devient  courbe  de  pressions; 
c'est  ainsi  que  l'auteur  arrive  à  donner  des  propriétés  importantes 
sur  les  différentes  courbes  de  pression  des  voûtes  provenant  de  dif- 
férentes poussées  à  la  clef. 

Cette  considération  permet  aussi  de  construire  graphiquement, 
au  moyen  du  polygone  funiculaire,  le  moment  résultant  d'un 
système  de  forces  par  rapport  à  un  point,  de  déterminer  par  des 
constructions  graphiques  le  centre  de  gravité  de  certains  proGls,  de 
construire  l'ellipse  d'inertie  dans  certains  cas  parlicidiers,  etc. 

L'ordre  habituel  de  l'exposition  de  la  Statique  n'est  pas  altéré. 
Le  Livre  dont  il  s'agit  est  remarquable,  au  contraire,  par  une  très- 
bonne  exposition  et  un  excellent  ordre  méthodique. 

Les  Chapitres  I,  II,  III  sont  consacrés  aux  préliminaires  et  à 
l'étude  des  forces  cjui  agissent  sur  un  même  point.  Le  Chapitre  IV 
étudie  la  composition  des  forces  dans  un  même  2jlan,  avec  la  nouvelle 
notion  du  polygone  funiculaire  ;  une  application  en  est  faite  h.  l'étude 
d  une  ferme  en  fer. 

Le  Chapitre  V  est  consacré  à  l'étude  des  moments  dans  le  plan; 
des  applications  sont  faites  à  la  poutre  reposant  sur  deux  appuis  et 
à  la  ferme  en  fer  précédemment  étudiée.  Le  Chapitre  VI  traite  des 
forces  dans  l'espace;  on  y  retrouve  la  considération  du  polygone 
funiculaire  s'appliquant  aux  projections  des  forces  de  l'espace  sur 
trois  plans  coordonnés. 

Le  Chapitre  MI  traite  le  cas  des  forces  parallèles.  Le  Cha- 
pitre Mil  traite  des  centres  de  gravité. 

Le  Chapitre  IX  est  consacré  à  l'étude  des  forces  parallèles  situées 
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daus  un  même  plan  ;  puis  l'auteur  applique  les  résultats  obtenus 
à  la  poutre  reposant  sur  deux  appuis,  en  considérant  les  diflerentes 
manières  dont  cette  poutre  peut  être  chargée.  Le  Chapitre  se  ter- 
mine par  l'étude  de  la  surcharge  cjui  est  produite  sur  un  pont  par 
une  file  de  locomotives. 

Le  Chapitre  X  étudie  les  moments  d'ordre  supérieur  et  les  mo- 
ments d'inertie  d'un  système  de  forces  parallèles,  puis  la  surface 
d'inertie  et  les  surfaces  centrales  d'inertie.  Il  y  a  ici  un  fait  intéres- 
sant à  signaler  :  les  surfaces  d'inertie  sont  définies  par  leurs  équa- 
tions aux  plans  tangents.  Cette  méthode  nous  semble  avoir  l'avan- 
tage de  mettre  immédiatement  en  évidence  le  rayon  de  gyration, 
sans  qu'on  soit  obligé  de  passer  par  plusieurs  théorèmes  prélimi- 
naires. 

Le  Chapitre  XI  est  consacré  à  l'étude  des  systèmes  de  forces 
parallèles,  dont  les  intensités  sont  proportionnelles  à  la  distance  de 
leur  point  d'application  à  un  plan.  Le  Livre  se  termine  par  la  théorie 
de  l'ellipsoïde  central  et  du  noyau  des  corjjs,  de  l'ellipse  centrale  et 
du  noyau  des  sections  planes. 

Les  géomètres  allemands  ont  accordé  à  cette  nouvelle  science  une 
(elle  importance,  que  déjà  des  cours  de  Statique  graphique  ont  été 
fondés  à  IMunich  et  dans  les  principales  écoles  de  l'Allemagne. 
Bien  qu'en  France  on  n'ait  pas  attribué  jusqu'ici  la  prépondé- 
rance aux  constructions  graphiques,  il  est  bon  cependant  de  remar- 
quer que  les  ingénieurs  français  les  appliquent  dans  un  très-grand 
nombre  de  cas,  par  exemple,  pour  vérifier  la  stabilité  des  voûtes, 
de  murs  placés  dans  certaines  conditions,  etc. 

Sans  vouloir  juger  la  nouvelle  méthode,  ni  vouloir  insister  sur  ce 
point  que  la  nouvelle  science  se  prive  volontairement  d'un  auxiliaire 
aussi  puissant  que  l'Analyse,  sans  vouloir  décider  à  priori  dans 
quelle  proportion  les  constructions  graphiques  pourront  se  substituer 
aux  calculs,  on  peut  cependant,  au  point  de  vue  pratique,  présenter 
les  observations  suivantes  : 

Lorsque  les  ingénieurs  ont  une  construction  à  établir ,  il  faut 
que  la  méthode  qui  leur  donne  les  dimensions  des  dilférentes  parties 
de  la  construction  soit  susceptible  d'une  grande  approximation,  car 
ils  ont  à  satisfaire  à  deux  conditions  contradictoires,  maximum  de 
sécurité,  minimum  de  dépenses,  et  l'importance  de  ces  conditions 
n'échappe  à  personne.  Or  jusqu'à  quel  point  les  procédés  graphiques 
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peuvent-ils  donner  l'approximation  nécessaire  ?  C'est  aux  ingénieurs 
à  répondre  à  ce  sujte. 

Sans  doute  les  calculs  sont  plus  longs  et  plus  pénibles  que  les 
constructions;  mais  on  conviendra  que,  lorsque  ces  calculs  sont 
répartis  entre  divers  employés  dont  les  opérations  se  contrôlent  les 
unes  les  autres,  on  a  une  garantie  de  précision  et  d'exactitude  que 
les  constructions  graphiques  ne  sauraient  donner.  Ajoutons  aussi 
que  les  calculs  sont  singulièrement  facilités  par  les  Tables. 

Enfin,  dans  cet  Ouvrage,  l'auteur  s'est  borné  à  des  applications 
très-simples;  son  Livre,  il  est  vrai,  porte  le  titre  A'  Eléments  ;  aussi, 
avant  déjuger  la  méthode  au  point  de  vue  pratique,  il  faut  attendre 
et  savoir  si  elle  s'appliquera  aux  questions  les  plus  compliquées  des 
constructions,  comme  les  poutres  à  plusieurs  travées,  etc.  L. 
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LIE  (S.).  —  OvER  EN  Classe  geometriske  Transformatiojser. 
L  —  Christiania  Videnskabsselskabs  Forliandlingcr,  1871. 
(p.  67-109.) 

Eu  dehors  des  transformations  qui  font  correspondre  un  point  à 
un  point,  il  existe,  comme  on  sait,  une  classe  étendue  de  transfor- 
mations géométriques  qui  font  corresj)ondre  à  des  surfaces  qui  se 
touchent  des  surfaces  ayant  la  même  relation.  Chaque  transfor- 
mation de  ce  genre,  qu'on  peut  appeler,  avec  l'auteur,  une  transfor- 
mation de  contact,  s'exprime  par  cinq  équations  entre  j",  1  ,  c,  jj. 
if  et  X,  Y,  Z,  P,  Q  (/>,  (7,  P,  Q  sont  les  dérivées  de  s,  Z  par  raj^port 
à  x,  j',  X,  Y  respectivement).  Si,  entre  ces  cinq  équations,  on  éli- 
mine /j,  (jT,  P,  Q,  on  obtient,  suivant  les  cas,  soit  une,  soit  deux, 
soit  trois  équations  entre  les  coordonnées  x,  j',  :;,  X,  Y,  Z.  Réci- 
proquement, on  sait  que  toute  équation 

(i)  F(x,  j,  ;;,  X,  Y,  Z:i  =  o, 

que  Pliitker  appelle  une  équation  directrice,  définit  une  transfor- 
mation de  contact,  et  l'on  voit  bien  ici  la  nature  de  ces  transfor- 
mations. A  chaque  point  [x^j^z)  correspondent  uue  infinité  do 


366  BULLETIN  DES  SCIENCES 

points  X,  Y,  Z,  situés  sur  une  surface  représentée  par  l'écpiation 
(x),  et  quand  le  point  {x^j^  z)  décrit  une  surface,  la  surface  cor- 
respondante enveloppe  une  surface  correspondant  à  la  première. 
Ou  ne  paraît  pas,  au  contraire,  avoir  remarqué  que  deux  équa- 
tions 

(2)  F,  (a:,j-,  z,  X,Y,  Z)  =  o,     F,(^,j,  z,  X,  Y,Z)=o 

définissent  aussi  une  transformation  de  la  nature  des  précédentes, 
en  ce  sens  qu'à  tous  les  points  de  l'une  des  figures  correspondent 
dans  l'autre  des  courbes  en  nombre  triplement  infini.  Par  suite, 
si  un  point  de  la  première  figure  décrit  une  surface,  la  courbe  cor- 
respondante enveloppe  la  surface  correspondante.  Et,  d'après  cela, 
on  reconnaît  que  toute  transformation  de  contact  conduit  soit  à  un 
nouveau  système  de  coordonnées,  soit  à  l'introduction,  dans  le  sens 
de  Pliicker,  d'une  courbe  nouvelle  comme  élément  de  l'espace. 
C'est  à  ce  point  que  se  rapportent  quelques  développements  géné- 
raux sur  la  théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Si  les  équations  (2)  sont  linéaires,  aussi  bien  par  rapport  à 
X,  _j',  c  que  par  rapport  à  X,  Y,  Z,  alors  les  courbes  de  chaque 
figure  qui  correspondent  aux  points  de  l'autre  sont  les  lignes  droites 
d'un  complexe. 

Les  formules  de  sidjstitulion 

Zz  =:Zx  —  [X-~^iY), 
(X  -/Y);  =Zy  —  Z 

sont  particulièrement  importantes. 

Si  l'on  considère  les  droites  de  l'espace  (a-,  /,  s)  comme  des  cylin- 
dres infiniment  petits,  elles  se  transforment  dans  les  sphères  du 
deuxième  espace,  et  de  telle  manière  que  deux  droites  qui  se  cou- 
pent se  transforment  en  sphères  qui  se  touchent.  Il  suit  de  là  que 
les  courbes  asymptotiques  d'une  surface  dans  le  premier  espace  se 
transforment  dans  les  lignes  de  courbure  de  la  surface  correspon- 
dante du  deuxième.  On  détermine  ainsi  les  lignes  asymptotiques  de 
la  surface  de  Kummer  à  seize  points  singuliers,  en  s'appuyant  sur 
la  détermination,  faite  par  MM.  Moutard  et  Darboux,  des  lignes  de 
courbure  des  surfaces  du  4'  ordre  à  conique  double.  Si  l'on  soumet 
alors  l'espace  primitif  (a-,  j),  z)  à  une  transformation  homogra- 
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pliiquc,  la  transformation  correspondante  du  deuxième  espace  est 
la  transformation  de  contact  la  plus  générale,  dans  laquelle  les 
lignes  de  courbure  demeurent  invariables.  En  s'appuyaut  sur  ces 
développements,  on  établit  un  rapport  fondamental  entre  la  géo- 
métrie des  lignes  droites  et  celle  des  sphères,  et  par  conséquent  entre 
la  géométrie  projective  et  les  relations  métriques. 


LIE  (.S.). —  Ueber  eime  Classe  geometrischer  Transformationen. 
II.  —  Christiania  Videnskabsselskabs  Forliandlinger,  1871. 
(p.  182-245-) 

La  deuxième  partie  du  travail  a  pour  but  d'établir  un  lien  entre 
les  idées  nouvelles  introduites  en  Géométrie  et  les  théories  anciennes 
relatives  aux  équations  aux  différentielles  partielles.  Les  équations 
pour  lesquelles  les  caractéristiques  sont  les  lignes  asymptotiques  ou 
les  lignes  de  courbure,  et  une  classe  d'équations  dont  les  caracté- 
ristiques sont  les  lignes  géodésiques,  sont  comparées  et  transformées 
les  unes  dans  les  autres.  Toutes  les  équations  du  2"  ordre,  dont  les 
caractéristiques  sont  des  lignes  de  courbure  ou  des  lignes  asympto- 
tiques, et  qui  admettent  des  intégrales  intermédiaires,  sont  étudiées 
et  déterminées.  L'auteur  poursuit  les  recherches  connues  sur  les 
surfaces  à  lignes  de  courbure  planes  ou  sphéric£ues,  sur  les  surfaces 
ayant  une  représentation  spliérique  donnée,  etc.  Enfin  le  dernier 
Chapitre  contient  plusieurs  propositions  sur  la  théorie  des  com- 
plexes de  lignes  du  second  degré  et  l'étude  approfondie  de  la  rela- 
tion indiquée  plus  haut  entre  deux  surfaces  du  4°  ordre. 


REVUE  DES  PUBLICATIONS  PÉRIODIQUES. 

JOURNAL  FUR  DIE  reine  tnd  AxGEWAjyDTE^lATiiEMATiR,  lierausge- 
geben  vonC.-W.  Borchardt. 

Tome  7-i,  1872,  3''  cahier. 

Thomé  (L.-W.).  —  Contributions  à  la  llicoiic  des  équations 
différentielles  linéaires.  (2jp.) 
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Les  recherches  de  M.  Fuclis  (t.  66  et  68  du  même  Journal)  sur 
l'équation  différentielle  homogène  et  linéaire 

(h  r  d'"-'  y  d"'-''  y 

7nr^-^P'-d^'^i''7h^-^-'^p-^'-^°' 

dont  les  coefficients  p  sont  des  fonctions  monogènes  et  monodromes 
de  la  variable  complexe  x  dans  le  voisinage  (•)  de  .x  z=  a^  ont  fait  ■ 
voir,  à  l'aide  d'un  théorème  de  M.  Weierstrass,  que  l'intégrale  de 
cette  équation  se  compose  linéairement  de   m  expressions  ayant 
la  forme 

c{x  —ay  j  Oo{x)  -f-  '~f,(x]  log(^  —  a) 

+  o,(^)[log(^— «)]=-+-.  . .  -h  o/,{x)[\os{x  ~  a)f\, 

c  étant  une  des  m  constantes  arbitraires,  n  un  certain  nombre 
entier  positif,  ou  nul.  Les  fonctions  '^  sont  monodromes  et  monogènes 
dans  le  voisinage  de  .r  =  (z;  donc  elles  peuvent  être  développées 
suivant  les  puissances  àex — a  à  exposants  entiers,  positifs  ou  néga- 
tifs. Or  l'équation  différentielle  peut  être  telle  que  chacune  des  in- 
tégrales particulières  ne  contienne,  dans  les  facteurs  monodromes 
de  (x  —  ay  [x  —  a)',  qu'un  nombre  fini  de  puissances  de  x  —  a  à 
exposants  négatifs.  Ce  problème  a  été  complètement  résolu  par 
M.  Fuchs  (t.  68).  Dans  le  présent  Mémoire,  M.  Thomé  se  pro- 
pose la  question  générale  de  rechercher  la  nature  des  équations 
différentielles  telles  que,  parmi  leurs  intégrales  particulières,  il  en 
existe  i/uelc/ues-unes  douées  de  la  propriété  que  nous  venons  de 
caractériser.  Voici  les  résultats  principaux  obtenus  par  l'auteur, 
à  l'aide  d'une  nouvelle  méthode  dont  il  se  sert  préalablement  pour 
vérifier  les  théorèmes  de  jNL  Fuchs. 

Si  les  coefficients  p  contiennent  eux-mêmes  des  puissances  de 

f{.r) 
Ix — «  i~'  en  nombre  fini,  il  fautlcs  mettre  sous  la  forme  — — '- 

^  '  {X — U)' 

Soient  TTi  le  degré  du  dénominateur  pour  /;,,  tt,  pour  p^^.  .  .  ,  7r,„ 
pour  /7,„.  A  ces  conditions  on  peut  énoncer  le  théorème  (  j)  : 


C)  In  der  Umgeèung  von  x  =  a,  terme  employé  par  M.  Weierstrass  pour  exprimer 
que  la  variable  complexe  .r  est  comprise  dans  un  cercle  décrit  autour  du  point  a 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  entre  a  et  le  plus  iirochuin  dus  jioinls 
singuliers. 
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Soit  g  le  plus  grand  de  tous  les  nombres  entiers  positifs 
TZi  -h-  m  —  I,  Ti,  +  /M —  2,  .  .  .  ,  ~,„g  est  plus  grand  que  m;  soit 
TT/,  +  m  —  h  le  premier  de  ces  nombres  égal  à  g  ;  l' équation  dijjé- 
rentielle  aura  tout  au  plus  ni  —  h  intégrales  jouissant  de  la  pro- 
priété caractérisée,  et  qui  soient  linéairement  indépendantes , 
c  est-à-dire  telles  qu'iln' existe  aucune  relation  Ci  1 1  -+-  c^y^  H-.  .  • 
■+-  c„_i,  7  ,„_/,  =  o  «  coefficients  constants. 

Eu  général,  elle  en  aura  même  autant  (6)  ;  cependant  il  y  a  des  ex- 
ceptions (7).  On  trouve  encore  la  forme  des  intégrales  qu'elle  pos- 
sède, et  des  développements  qui  comprennent,  étant  convergents,  les 
intégrales  qui  existent  réellement  et  qui  ont  la  propriété  caractérisée. 

ScHvvARZ,  (H. -A.'.  —  Sur  l'intégral  ion  de  i  équation  aux  dijjé- 

■II  II     (^'if       à-u  ,„„      . 

rentielles  partielles  —^ \-  -^ —  :^  o.    00  p. 

'  ax'       O)'-  ^       ^  ' 

Etant  données  des  valeurs  continues,  tout  le  long  d'un  contour 
fermé,  d'une  fonction  qui  satisfasse  à  l'équation  dillérenlielle, 
déterminer  la  fonction  pour  l'intérieur  du  contour  :  tel  est  le  pro- 
blème traité  dans  la  première  j)artie  du  Mémoire  pour  le  cas  du 
cercle,  d'après  une  méthode  qui  évite  le  principe  d('  Dirichlet.  Le 
mode  de  démonstration,  connu  sous  le  nom  de  principe  de  Diriclilet 
et  employé  par  Ricmann  avec  un  si  grand  succès  dans  la  lliéorie 
des  fonctions,  est  l'objet,  au  point  de  vue  de  la  rigueur,  d'objections 
qui  paraissent  fondées,  lorsqu'il  s'agit  de  démoiitrer  l'existence 
d'une  fonction.  C'est  pour  combler  cette  lacune  que  les  géomètres 
allemands  se  sont  efforcés  soit  de  démontrer  le  principe,  soit  de  le 
remplacer  par  d'autres  raisonnements.  L'auteur  cherche  à  y  sup- 
pléer en  adoptant  une  méthode  semblable  à  celle  de  Riemann 
{Dissertation^  a.rl.  10);  et  c'est  par  là  qu'il  réussit  à  éluder  cer- 
taines difficultés,  ou  plutôt  à  éviter  certaines  hypothèses  inadmis- 
sibles. Car,  1°  si  la  fonction  cherchée  elle-même  possède  des  va- 
leurs continues  fixées  préalablement  le  long  du  contour  fermé, 
cette  seule  condition  n'entraine  pas  l'existence  des  dérivées  par- 
tielles de  la  Jonction  cherchée  pour  ce  contour,  à  moins  qu'on  n'y 
ajoute  d'autres  conditions  restrictives  :  cette  remarque  appartient  à 
M.  Weierstrass  5  2°  l'application  des  séries  de  Fourier  n'est  pas 
non  jdus  exempte  d'objections,  puisque  la  possibilité  de  déve- 
lopper une  fonction    quelconque   par  ces   séries    n'a  été   démon- 

liull.  des  Sciences  mat/tém.  et  astron-,  t.  111.  (Décembre  1872.)  24 
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trée  qu'à  certaines  conditions  spéciales.  C'est  pourquoi  l'auteur 
fonde  ses  recherclies  sur  l'intégrale  définie  indiquée  par  Pois- 
son, et  qui  représente  la  somme  de  la  série  pour  tous  les  points 
intérieurs  du  cercle.  Mais  alors  il  faut  prouver  que  la  fonction 
rej)résenlée  par  l'intégrale  se  change,  d'une  manière  continue,  dans 
la  fonction  donnée  qui  régit  les  valeurs  à  la  circonférence.  L'auteur 
y  parvient  en  mettant  à  exécution  certaines  décompositions  très- 
simples  et  dont  l'idée  principale  a  été  aussi  suggérée  par  Poisson. 
Les  six  premiers  paragraphes  du  Mémoire  avaient  été  déjà  publiés 
à  Zurich  5  aujourd'hui  l'auteur  y  a  ajouté  des  JNotes  historiques  et 
critiques.  De  plus,  il  a  étendu  .ses  recherches,  dans  les  §§  7-12,  à 
l'hypothèse  qui  admet,  dans  quelques  points  du  contour,  des  dis- 
continuités ;  il  suppose  seulement  que  la  fonction  cherchée  reste 
toujours   finie   en    s'approchant  de  ces  points,    et   parvient  à  en 

déduire  l'analogie  de  la  fonction  inconnue  avec  arc  tang  '-    dans   le 

voisinage  du  point  x  =  o,  •}' =t  o.  Enfin  l'auteur  discute  la  même 
équation  dillerentielle  pour  l'aire  comprise  entre  les  circonférences 
de  deux  cercles  concentriques.  Signalons  encore  un  autre  Mémoire 
du  même  auteur  dans'les  Monalsherichte  de  l'Académie  de  Berlin, 
octobre  1870,  qui  trace  la  voie  pour  des  recherches  ultérieures,  et 
indiquons  finalement  le  progrès  qu'a  fait  la  question  à  l'aide  de  ce 
Mémoire.  L'auteur  renonce  à  certaines  hypothèses,  considérées 
jusque-là  comme  indispensables  pom'  la  démonstration  ;  et  néan- 
moins il  n'emploie  cjue  des  considérations  très-élémentaires. 

Frobenius  (G.).  —  Sur  la  résolution  nli^éhrùjue  des  équations 
dont  les  coefficients  sont  des  jonctions  rationnelles  d'une  variable. 

(I9P-) 

Les  recherches  de  Galois  sur  la  possibilité  de  résoudre  les  équa- 
tions algébriques  à  l'aide  de  radicaux  se  fondent  sur  les  propriétés 
des  systèmes  de  substitutions  conjuguées.  Si  les  coefficients  de 
l'équation  sont  des  fonctions  rationnelles  d'une  variable,  les  racines 
sul)iront  une  certaine  substitution,  lorsque  la  variable  indépendante, 
partant  d'un  point  cjuelconque,  décrit  un  contour  fermé  aboutissant 
au  point  de  départ.  Voilà  pourquoi  on  peut,  dans  ce  cas  particulier, 
développer  la  théorie  de  Galois  sans  l'usage  des  stdjstitutions  ;  de 
plus,   il  est  aisé  de  voir  qu'en  évitant  les  systèmes  conjugués  on 
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parvient  à  rendre  la  théorie  plus  simple  et  plus  intelligible,  par  la 
représentation  géométrique  de  la  variable  complexe.  Se  plaçant  à 
ce  point  de  vue,  l'auteur  définit  le  «  groupe  d'une  équation  » 
(suivant  Galois)  comme  la  totalité  des  permutations  qui  provien- 
nent d'une  permutation  clioisie  au  hasard,  lorsque  la  variable 
indépendante,  partant  d'un  point  fixé,  mais  non  singulier,  parcourt 
tous  les  contours  fermés  possibles.  D'après  cela,  les  théorèmes  de 
Galois  et  quelques  développements  de  ces  théorèmes  s'ensuivent 
avec  une  remarquable  facilité.  Il  va  sans  dire  que  tous  les  résultats 
de  Galois,  obtenus  à  l'aide  de  la  résolvante  de  Lagrange,  ne  peuvent 
pas  être  reproduits  par  cette  métiiode. 

WeyuAuch  (J.-J.).  —  Problème  de  la  théorie  des  délenni- 
nants.  (4  p.) 

Détermination  du  nonJjre  des  termes  qui  contiennent  m  éléments 
transversaux. 

Weyr  (Em.).  —  Sur  les  normales  des  courbes  gauches  ration- 
nelles. (2  p.).  —  Sur  le  nombre  des  normales  doubles  d'une 
courbe  gauche  rationnelle.  (2  p.) 

Une  courbe  gauche  d'ordre  n  donne  lieu  a  ?>  n  —  a  normales 
passant  par  un  point  quelconque  ;  elle  possède  \[n  —  i,  (9  "  —  '  ^  ) 
normales  doubles. 

Du  Bois-Reymosd  (P.).  —  Sur  la  résolution  des  équations  et  la 
sommation  des  séries  par  des  intégrales  déjinies.  (  i3  p.) 

La  théorie  des  intégrales  complexes  fournit  certaines  inté- 
grales dont  l'auteur  se  sert  pour  exprimer,  p^r  leur  moyen,  les 
racines  d'équations  quelconques  et  les  sommes  de  la  plupart  des 
séries;  mais,  en  réalité,  on  ne  peut  guère  en  faire  usage  à  cause  de 
leur  complication  excessive.  D'ailleurs  l'auteur  montre  que  ces 
mêmes  intégrales  sont  la  source  commune  d'où  découlent  la  série 
de  Lagrange,  y  compris  les  conditions  de  limites,  et  les  intégrales 
qu'ont  découvertes  Parseval,  Jacobi  et  Cauchy  pour  représenter  les 
racines  d'une  équation  donnée. 

Du  Bois-Reymond  (P.).  —  Tliéorème  général  concernant  la 
grandeur  des  injinis  des  fonctions  et  de  leurs  dérii^ées.  (11  p.  ;  fr.) 

Suite  d'un  Mémoire  du  même  auteur  publié  au  mois  d'octobre 
1 87 1  dans  les  ^nnali  di  MatemcUica.  11  en  généralise  les  résultats  et 

24. 
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conduit  à  des  théorèmes  généraux  sur  le  rapport  qui  existe  entre 
les  inOnis  des  fonctions  et  ceux  de  leurs  dérivées.  Une  certaine 
fonction  caractéristique ,  «  type  infinitaire  » ,  régit  les  infinis 
de  toutes  les  dérivées  de  la  fonction  donnée.  L'analyse  qui  conduit  à 
ces  théorèmes  se  simplifie  à  l'aide  de  quelques  notations  nouvelles 
que  l'auteur  a  introduites  dans  les  deux  Mémoires  cités. 

KiEPERT  (L.).  —  Suj'  une  application  géomct/ir/ue  de  la  iniilti- 
plicalio/i  des  fondions  ellipti{/ues.  (lO  p.) 

Si  les  coordonnées  d'une  courbe  peuvent  être  représentées  par 
des  fonctions  elliptiques  de  l'arc  de  cette  courhe,  la  division  de 
l'arc  en  n  parties  égales  se  réduit  à  la  solution  d'équations  algé- 
briques, dont  le  degré  s'abaisse  considérablement  lorsqu'on  peut 
employer  la  multiplication  complexe.  A  l'exemple  connu  de  la 
leuiniscate,  l'auteur  joint  la  courbe  /•'=:cos39,  P°"''  laquelle  la 
division  de  l'arc  en  n  =^6g  -\-  i  parties  égales  [/i  étant  premier) 
peut  s'eiïi;ctuer  par  la  ré.solulion  d'une  équation  du  degré  g. 

PocHHAMMEK  (L-)-  —  Sur  le  développement  des  fonctions  sui\>ant 
les  intégrales  d'une  classe  d' étjualions  difjérenlielles  linéaires  de 
deuxième  ordre.  [^7  l>) 

Soient 

g{x]  =  bx  -+-  b,.x^  -f-  b.x'  + .  .  .  ,      h[x)  =  c^x  +  c^x-  +  CsX'  -^ .  .  . 

deux  séries  convergentes  dans  le  voisinage  de  x  =  o  ;  soit  i>  o,  et 
soit  m  un  nombre  entier  positif;  alors  l'équation  dilléreutielle 

possédera  en  général  deux  intégrales  particulières  qui  pourront 
être  développées  suivant  les  puissances  croissantes  de  x.  L'une  des 
deux  intégrales,  qui  ne  présente  que  des  puissances  à  exposants 
entiers  et  positifs,  étant  désignée  par  P,„,  on  aura 

P,„  =  X'"{  I  -+-  h\X  -+-  kiX-  +  ...). 

Une  fonction  quelconque  ç  (.r),  monogène  et  monodrome  dans  le 
voisinage  de  x  =  o,  peut  alors  être  mise  sous  la  forme 

o(x)-h  (3„P.(.r  )  +  (3,P,(x)  +  ^,V,{x)+..  . , 
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où|3^,  i^i,...  sont  des  constantes  à  déterminer.  La  série  est  conver- 
gente pour  l'aire  d'un  cercle  de  centre  a:  =  o.  On  voit  que  ce  Mé- 
moire généralise  les  résultats  connus  pour  les  fonctions  sphéricjues 
et  les  fonctions  de  Fourier-Bessel.  Citons  les  Mémoires  dont  l'auteur 
s'est  rapproché  pour  la  méthode  de  la  recherche  : 

Heine,  Handbuch  der  Kugclfunctionen,  Berlin,  1861. 
Neumaxx,  Théorie  (1er  Sesselsclien  Functinnen,  Leipzig,  1867. 
Thomae,  deux  Mémoires,  Journal  de  Borchardt,  t.  60. 

Mertens.  — ■  Remarques  sur  les  sections  planes  des  surfaces  du 
second  ordre.  (3  p.) 

Détermination  de  la  direction  des  axes  d'une  conique,  intersection 
d'une  surface  du  second  ordre,  donnée  par  son  équation  générale, 
et  d'un  plan  donné. 


ARCHIV     DEU    Mathematik     ui\d    Physik.    Herausgegebcn    von 
J.-A.  Grtjmert. 

T.  LUI,  1871. 

Spitzer  (S.).  —  IS'ote  sur  V intégration  des  équations  différen- 
tielles. (9  p.) 

IhjzA  (F.).  —  Déternnnation  graphique  approchée  de  la  lon- 
gueur du  jour  et  de  la  nuit  pour  un  point  donné  de  la  Terre  à 
une  époque  donnée.  (5  p.) 

Umferdinger  (Fr.).  —  Sur  la  théorie  du  maximum  et  du  mini- 
mum. (12  p.) 

On  sait  que,  pour  qu'une  fonction  de  plusieurs-variables  indépen- 
dantes jr,  j.,...  puisse  présenter  un  maximum  ou  un  minimmn 
pom'  un  système  de  valeurs  de  ces  variables  annulant  les  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  de  la  fonction,  il  faut  et  il  suffit  que, 
pour  ces  valeurs,  un  certain  polynôme  homogène,  généralement  du 
second  degré,  ne  puisse  changer  de  signe,  quelques  valeurs  que  l'on 
donne  aux  rapports  des  variables  qui  y  entrent,  et  qui  sont  les  ac- 
croissements iuGniment  petits  dx.,  dj\  . . .,  indépendants  entre  eux. 
L  auteur  indique,  pour  vériflcr  ce  caractère,  une  méthode  élégante, 
exposée,  il  y  a  plus  de  vingt  ans,  par  le  professeur  Petzval,  à  l'Lni- 
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versité  de  Vienne.  La  question  se  ramène  à  la  discussion  d'une 
équation  du  3^  degré,  qui  détermine  les  axes  principaux  des  sur- 
faces du  second  ordre,  et  à  laquelle  il  suffit  d'appliquer  la  règle  des 
signes  de  Descartes. 

Unferduv&er.  (Fr.).  —  Stti-  une  transformation  de  l'intégrale 
de/une    J^^     log  ^^^^j^^  dx.  (3  p.) 

Grïivert  (J.-A.).  —  Sur  l'équilibre  entre  trois  forces.  (12  p.) 

GutNERT  (J.-A.)  —  Sur  l'ét/uilibre  entre  quatre  forces  agissant 
dans  un  même  plan.  (18  p.) 

KiDELKV  (J.).  — Introduction  de  ta  Trigonométrie  sphérique 
dans  rOptii/ue.  (5  p.) 

KiLi>.  —  Etudes  expérimentales  de   magnétisme  (2'  Partie). 

(24  p.) 

DosTOR  (G.).  —  Propriétés  des  conit/ues  relatives  aux  tangentes 
issues  d'un  même  point.  —  Suif  ace  du  (/uadrilatèré  compris  entre 
deux  tangentes  menées  du  point  (a;,  j)  à  une  conique  à  centre, 
et  les  deux  droites  qui  joignent  le  centre  aux  points  de  contact. 
—  Propriété  particulière  de  la  parabole,  relatii'ement  aux  tan- 
gentes issues  d'un  même  point.  —  Surface  du  triangle  compris 
entre  les  deux  droites  qui  joignent  un  point  quelconque  du  plan 
à  deux  points  arbitraires  de  la  parabole.  (i3  ]i.  ;  fr.) 

LiGOWSKi.  —  Sur  la  réduction  des  distances  lunaires.  —  Déter- 
iidnation  de  la  distance  au  mojen  de  la  tangente  de  la  denn-di- 
stance.  —  Remarques  diverses  sur  la  réduction  des  distances  lu- 
naires. (2  art.  ;  i3  p.) 

Ces  articles  se  rapportent,  comme  un  précédent  travail  de  l'au- 
teur ('),  au  calcul  pratique  des  distances  lunaires  au  moyen  des  pe- 
tites Tables  de  logarithmes,  dont  l'usage  est  à  la  fois  plus  svir  et 
plus  expéditif  que  celui  des  grandes  Tables,  indiqué  par  la  plupart 
de  nos  Traités  de  navigation. 

LiGOWSKi.  —   Solution   approximative    de   ce  problème  :  Au 

(')  \a\r  Bulletin,  t.  I,  p.  2S0. 
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mojen  de  deux  hauteurs  d'une  étoile  et  du  temps  écoulé  entre 
les  deux  observations,  déterminer  la  latitude  et  le  temps  (Pro- 
blème de  Douwes).  (3  p.) 

LiGOWSKi.  —  Calcul  des  dislances  en  mer.  (2  p.) 

LiNDMAN  (Chr.-Fr.).  —  Quelt/ues  formules  goniométrif/ues. 
(3p.;  lat.) 

Spitzer  (S.).  —  Intégration  de  l' équation  j"  =  x  {^xj  —  'y)? 
dans  le  cas  oîi  n  est  un  nombre  entier  et  positif.  (6  p.) 

L'auteur  indique  diverses  méthodes,  suivant  cpc  le  nombre  n  est 
de  la  forme  3  A",  3  A'  +  i ,  ou  3A"  +  2. 

BermAnn.  —  Démonstration  de   deux  théorèmes  de  Sleiner. 

(8p.)  .  ^ 

^  oici  les  énoncés  de  ces  théorèmes  : 

I  °  Si  une  surface  du  second  degré  coupe  les  trois  axes  rectangu- 
laires des  coordonnées  en  des  points  ayant  pour  coordonnées  a:,,  ccj-, 
yiiji'i  2n  '25  on  a,  lorsque  les  axes  se  transportent  parallèlement 
à  eux-mêmes, 

v,-xX-     fr,~r,Y      fz,~  s,\' 

-t-    ■ —     +    =  consl. 

^'^■2  I     \  /.„}■.  y      V  2,2,  y 

1°  Si  les  trois  diagonales  d'un  octaèdre  se  coupent  à  angles  droits 
eu  un  même  point,  les  pieds  des  perpendicidaires  abaissées  de 
ce  point  sur  les  huit  faces  seront  sur  une  même  sphère. 

HocHHEiM  (A.).  —  Sur  la  surface  gauche  z  =  ^---  (i4  j)-) 

Andres.  —  Calculdes  coordonnées géodésiques  et  de  laposition 
géographique  des  sommets  des  triangles,  fondé  sur  les  formules 
sphéroïdiques  de  transformation  de  Bessel.  (i4  p.) 

Au  lieu  de  se  servir,  comme  on  le  fait  habituellement,  des  for- 
mules approximatives  données  par  Oriani  en  1807,  l'auteur  em- 
ploie les  formules  rigoureuses  de  transformation  de  Bessel,  ce  qui 
simplifie  considérablement  l'exposition  de  la  théorie,  en  donnant 
des  résultats  plus  exacts.  L'exposition  de  la  formule  est  suivie  d'ap- 
plications numériques. 
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Spitzer  (S).  —  liiU'i^ration  de  réz/uatiori  différentielle  linéaire 

j-(")  =z  Ax'f"  -h  Bxy'  -h  Cy, 

n  étant  un  nombre  entier  et  positif,  plus  grand  que  2,  et  A,  B,  C 
des  nombres  constants.  (5  p.) 

Grunert  (J.-A.).  —  Expression  de  l'aire  de  l'ellipse  aumoyen 
des  coefficients  de  son  équation  générale  en  coordonnées,  soit  car- 
tésiennes, soit  trilinéaires.  (5  p.) 

GuunERT  (J.-A.).  —  Les  théorèmes  généraux  de  Pascal,  de 
Desargues,  de  Pappus,  de  Carnot  et  de  Chasles,  développés  en  se 
fondant  sur  le  système  des  coordonnées  trimétriques  ou  trili- 
néaires. (48  p.) 

Grukert  (J.-A.).  — Tliéorie  générale  des  tangentes,  des  no7'- 
niales  et  du  cercle  de  courbure  des  courbes,  fondée  sur  le  système 
des  coordonnées  trimétriques  ou  trilinéaires.  Les  théorèmes  de 
Brianchon  et  de  Chasles  sur  les  tangentes  aux  cojiiques  établis  au 
moyen  du  même  système  de  coordonnées.  (3()  p.) 

Grunert  (J.-A.).  —  Sur  une  expression  de  la  surface  d'un 
polyèdre  d'un  nombre  quelconque  de  faces.  (6  p.) 

Démonstration  élémentaire  d'une  formule  établie  d'une  autre 
manière  par  M.  Lindelôf^  dans  le  Bulletin  de  l'académie  de  Scdnt- 
Pétersbourg  (') . 

Hozi  (F.).  —  Représentation  giaphique  de  l'orbite  apparente 
du  Soleil  dans  le  ciel.  (6p.) 

Versluys  (J.).  — •  ^-Ipplication  de  délenninants  à  l' Algèbre  et 
à  la  Géométrie  analytique.  (5o  p.  ;  f'r.) 

1°  Résultante  d'un  système  de  n  —  i  équations  du  premier  degré 
et  de  I  équation  du  second  degré.  —  2°  Equations  en  coordonnées 
ordinaires,  trilinéaires  et  tangentielles  d'une  conique,  dans  tous 
les  cas  où  la  courbe  est  déterminée  uniformément.  —  3°  Condition 
pour  que  6  éléments  simples  appartiennent  à  une  même  conique, 
dans  tous  les  cas  où  5  de  ces  éléments  déterminent  uniformément  la 
courbe.   —  4°  Equations  en   coordonnées   ordinaires,  quadripla- 

(')   Voir  Balîetiii,  t.  I,  p.  2.'|>. 
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naires  et  planaires  d'une  surface  de  second  degré,  dans  tous  les  cas 
où  elle  est  uniformément  déterminée.  —  5°  Condition  pour  que 
10  éléments  simples  appartiennent  à  une  même  surface  du  second 
degré,  dans  tous  les  cas  où  9  de  ces  éléments  déterminent  uni- 
formément la  surface. 

HozA  (F.).  —  Description  d'un  appareil  pour  rendre  sensible 
aux  yeux  l'enseignement  de  la  Géométrie  descriptive.  (3  p.) 

Albrich  (C).  • —  Relations  harmoniques  dans  la  réjlexion  et  la 
réfraction  de  la  lumiiire.  (a  p.) 

Grtjkert  (^J.-A.).  —  Le  système  des  coordonnées  tétraédi'if/ues 
ou  quadriplanaires  développé  analj  ticj uenient  d' une  manière  gé- 
nérale. (124  p.) 

Gru>'ert  [J.-A.).  —  Expression  de  l'aire  d'un  viangle  plan 
quelconque  dans  V espace  et  du  volume  d'un  tétraèdre  quelconque 
dans  l'espace,  au  moyen  des  coordojinées  caj'tésiennes  et  des  coor- 
données tétraédriques  ou  quadriplanaires  des  sommets.  (27  p.) 

Dans  ce  Mémoire,  comme  dans  le  précédent,  l'auteur  a  évité,  à 
dessein,  l'emploi  de  la  notation  des  déterminants,  convaincu  que 
les  calcids  développés  tout  au  long  sont  d'une  plus  grande  clarté, 
même  dans  les  cas  compliqués. 

Uaferdinger  (Fr.).  —  Sur  le  triangle  sphérique  dans  lequel  un 
angle  est  égal  à  la  somme  des  deux  autres.  (6p.) 

Ce  triangle  présente  des  propriétés  analogues  à  celles  du  triangle 
rectangle  plan,  qui  en  est  le  cas-limite.  On  a,  par  exemple,  entre 
les  trois  cotés,  la  relation 

sinHrt  -f  sinH^  =  sinHc. 


A!N><ALI  DELLE  UsiVERSITÀToSCAXE  ('). 

T.  XI,  1869. 

Disi  (L.).  —  Sur  les  surfaces  qui  ont  un  système  de  lignes  de 
courbures  planes.  (89  p.) 

(')  Voir  BiiUain,  t.  II,  p.  21. 
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Dans  un  Mémoire  ('),  pulslié  précédemment,  l'auleur  avait 
donné  des  formules  relatives  à  la  sphère  et  aux  surfaces  qui  ont  un 
système  de  lignes  de  courbures  planes,  et  il  était  ainsi  parvenu  à 
trouver  celles  de  ces  surfaces  qui  sont  de  courbure  constante  et  à 
traiter  aussi  d'autres  problèmes.  Dans  le  Mémoire  actuel,  il  donne 
d'autres  formules  qui  peuvent  être  considérées  comme  relatives 
tant  à  la  splière  qu'aux  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de  l'un 
des  systèmes  sont  planes  et  non  géodésiques,  et  n'ont  pas  leurs  plans 
parallèles  à  une  droite  fixe.  Il  montre  ensuite  comment,  avec  ces 
formules  et  celles  du  précédent  Mémoire,  on  peut  déterminer  com- 
plètement les  surfaces  dont  les  lignes  de  courbure  de  l'un  des  sys- 
tèmes sont  planes  et  ont  leurs  plans  tous  également  inclinés  sur  une 
droite  fixe;  puis,  en  particulier,  les  surfaces  de  cette  classe  dans 
lesquelles  les  plans  en  question  jouissent  aussi  de  la  propriété  de 

couper  tous  la  surface  sous  un  même  angle,  différent  de  -•  D  pré- 
sente après  cela  quelques  autres  observations  générales,  qui  font 
voir  comment  on  peut  déterminer  encore  toutes  les  surfaces  où  les 
lignes  de  courbure  d'un  système  sont  planes  et  non  géodésiques, 
leurs  plans  coupant  la  surface  sous  un  même  angle.  Enfin,  en  com- 
binant les  résultats  de  ces  deux  jMémoires,  et  appliquant  un  théo- 
rème de  M.  Weingartcn,  il  détermine  la  surface  dont  les  lignes  de 
courbiu-e  d'un  système  sont  planes  et  dont  les  rayons  de  courbure 
principaux  sont  fonctions  l'un  de  l'autre. 

DiNi  (U.).  —  Note  sur  quelques  for  mules  de  Trigonométrie 
spliéroïdicjue.  (i3  p.) 

L'objet  de  cette  Note  est  d'établir  d'une  manière  simple,  en  par- 
tant des  équations  des  lignes  géodésiques  de  l'ellipsoïde  de  révolu- 
tion, les  formules  employées  par  Delambre  et  par  les  ingénieurs- 
géographes  français,  pour  le  calcul  des  coordonnées  géographiques 
des  soromets  d'un  réseau  géodésique  et  de  la  longueur  de  l'arc  de 
méridien  compris  entre  les  parallèles  des  extrémités  d'un  des  cotés 
du  réseau.  Il  démontre  en  même  temps  quelques  autres  formides 
qui,  soit  par  les  observations  auxquelles  elles  donnent  lieu,  soit  par 
la  forme  qu'elles  présentent,  peuvent  être  utiles  dans  les  calculs  en 
question. 

(')  Ricerche  sopra  la  teoria  délie  superficie  {Atd  delta  Società  ilaliana  délie 
Scienze,  Ser.  111,  l.  II,  )).  1). 
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JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  pures  et  appliquées,  publié 
par  J.  LiouviLLE  ('). 

Tome  XVII,  1'  série;  1873. 

Laguerre.  —  Mémoire  de  Géométrie  anal jùqiie .  (04  P-) 
Le  titre  du  Mémoire  n'est  pas  très-explicatif;  mais  il  est  facile 
d'indiquer  le  point  de  départ  et  le  principe  de  démonstration  adop- 
tés par  l'auteur. 

Dans  la  première  Section,  M.  Laguerre  définit  ce  qu'il  entend 
par  éfiualion  mixte  d'une  courbe.  Soient  j?,  y  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  du  plan,  Aune  arbitraire;  l'équation 

(l)  f[y-hx)  =  0, 

c'est-à-dire 

A„(j  —  It-xY^  kt{y  —  kx)"—'-^. .  .-i-Am_,  (j—  hx)  -I-  Am  =  o, 

où  Ao,  A,,  A,,...,  A,„  sont  des  fonctions  du  paramètre  A,  est, 
d'après  M.  Laguerre,  \'é(/uation  mixte  d'une  courbe. 
Voici  comment  les  choses  peuvent  se  couiprendre  : 
Si  l'on  attribue  à  x,  j  des  valeurs  déterminées  Xo,J'oî  l'équa- 
tion (i)  fournit  un  certain  nombre  de  valeurs  pour  A",  n  par 
exemple;  si  Ao  est  une  de  ces  valeurs,  l'équation  (i),  où  l'on  fera 
A  =  Ao,  sera  vérifiée  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  droite  j'  —  y-^^=Jxf)l^x  —  J^o)?  ^^  sorte  que  l'équation  (i)  peut 
être  considérée  comme  définissant  un  système  plan  de  rayons.  Si 
l'on  égale  à  zéro  le  discriminant  de  l'équation  (i),  en  regardant  A 
comme  l'inconnue,  on  obtiendra  luie  équation  telle  que  ç  [jCiy)  =  o, 
laquelle  représentera  le  lieu  des  points  [x^y)  pour  lesquels,  parmi 
les  n  rayons  qui  en  sont  issus,  deux  coïncident  ;  on  aura  ainsi  une 
courbe  qu'on  pourrait  appeler  la  courbe  focale  du  système  de 
rayons  défini  par  l'équation  (i).  On  peut  dire  aussi  que  l'équa- 
tion (i)  définit  cette  courbe,  puisqu'elle  détermine  les  tangentes 
qu'on  peut  lui  mener  d'un  point  (quelconque  du  plan;  c'est  là  le 
sens  adopté  par  M.  Laguerre. 

(')  Voir  Bullcilit,  t.  I,  p.  91. 
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Si  l'on  remplace  A  par  -  »  ou  obtient  une  équation  de  la  forme 

(2)  fi").,  u.)  =  0,     ou     F(}.,  ;;.,  '/.y  —  u.x)  ^  o, 

dont  le  premier  membre  est  liomogène  en  X  et  fi,  et  homogène  éga- 
lement par  rapport  aux  trois  cjuantités  A,  fi  \y  — ^x  ;  c'est  Y  équa- 
tion mixte  d'ime  courbe.  C'est  ce  qui  constitue  le  point  de  départ 
de  l'auteur. 

Quant  au  principe  de  démonstration,  voici  en  quoi  il  consiste  ; 

Les  premiers  membres  des  équations  mixtes  sont  des  formes 
binaires  par  rapport  à  X  et  /;x  ;  elles  donnent  lieu  à  des  invariants  et 
à  des  covariants;  ce  sont  ces  formes  caractéristiques  que  M.  Laguerre 
utilise  pour  en  déduire  des  propriétés  essentielles  des  courbes  qu'il 
étudie.  Ce  Mémoire  offre  donc  une  application  de  la  théorie  des 
formes  invariantes  à  la  Géométrie. 

Toutes  les  déductions  de  l'auteur  reposent  sur  la  connaissance 
des  invariants  et  des  covariants  des  formes  qu'il  emploie,  et  siu-  l'ap- 
plication du  théorème  fondamental  suivant,  qu'il  établit  dans  la 
première  Section  de  son  Mémoire  : 

Soit  un  nombre  quelconque  de  courbes  rejire'sentées  par  les 
équations  mixtes 

/o(  >.,  p.;  =  o,    /,  ( }.,  a)  =  o,    f,{l,  p.)  =  o, .  .  .  ; 

si  l'on  considère  un  invariant  quelconque  I  des  formes  J\^  f^^ 
y^,. . .,  l'équation  I  =  o  représente  une  coui'be  dont  le  degré  est 
précisément  égal  au  poids  de  l'im^ariant. 

On  sait  que,  s'il  s'agit  d'une  seule  forme  binaire,  par  exemple,  si 
n  est  le  degré  du  quantic,  si  6  est  le  degré  de  l'invariant  ou  du  cova- 
riant  par  rapport  aux  coefficients  du  quantic,  et  que  p  soit  le  degré 
du  covariant  par  rapport  aux  variables,  le  poids  de  l'invariant  est 
~n6  et  celui  du  covariant  est  j{n6  -h  p)   ('). 

Cela  établi,  les  titres  des  Sections  indiqueront  suffisamment  les 
questions  dont  l'auteur  s'est  occupé. 

Section  I.  —  Equation  mixte  d'une  courbe. 

Section  II.  —  Propriétés  des  courbes  de  3'  classe. 

Section  III.  —  Propriétés  des  courbes  de  4'  classe. 

(')  Salmox,  Hlgher  Algebra,  p.  ii3,  116,  édit.  18G6. 
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BoussiNESQ  (  J.)  •  —  'Jliêorie  des  ondes  et  des  remous  qui  se  pro- 
pagent le  long  d'un  canal  rectangulaire  horizontal,  en  communi- 
quant au  liquide  contenu  dans  ce  canal  des  vitesses  sensiblement 
pareilles  de  la  surface  au  fond.  (53  p.) 

Après  avoir  très-nettement  décrit  les  plicnomènes  observés  par 
J.  Scott  Russell  (observations  faites  en  i843  et  publiées  en  1843)  et 
M.  Bazin  ('),  M.  Boussinesq  les  résume  ainsi  :  les  uns,  dans  les- 
cpiels  le  rapport  de  la  hauteur  des  intumescences  à  la  profondeur 
primitive  est  une  petite  cjuantité  en  valeur  absolue,  sont  régis  par 
des  lois  simples  ;  les  autres,  dans  lesquels  ce  rapport  approche  de 
l'unité,  obéissent  à  des  lois  bien  plus  compliquées,  encore  incon- 
nues, et  ne  paraissent  pas  même  compatibles  avec  la  parfaite  conti- 
nuité du  fluide  et  surtout  de  ses  mouvements,  puisqu'il  s'y  produit 
fréqucmnient  des  mascarets. 

L'auteur  ajoute  :  «  Je  me  propose  de  donner  ici  une  théorie  à 
peu  près  complète  des  premiers,  en  me  bornant  au  cas  d'un  liquide 
en  repos,  cas  auquel  se  ramène  celui  d'un  liquide  en  mouvement, 
et  en  prenant  pour  point  de  départ  de  mon  analyse  le  caractère  qui 
les  distingue  essentiellement  des  autres  mouvements  ondulatoires 
des  liquides  :  ce  caractère  consiste  en  ce  que  les  vitesses  horizon- 
tales des  molécules  fluides  y  sont  sensiblement  égales  dans  toute 
l'étendue  d'une  même  section  normale  du  canal.  » 

L'Introduction  du  ^Mémoire,  un  peu  trop  longue  pour  que  nous 
puissions  la  reproduire  ici,  résume  d'ailleurs  fort  complètement  les 
résultats  que  j\L  Boussinesq  a  déduits  de  son  analyse. 

Le  Mémoire  est  divisé  eu  plusieurs  Paragraphes  dont  voici  les 
titres  : 

§  L  Équations  fondamentales. 

§  IL  Vitesses  de  propagation  des  diverses  parties  d'une  intu- 
mescence. 

§  lU.  Mouvement  du  centre  de  gravité  d'une  onde.  Quantités 
constantes  qui  caractérisent  chaque  intumescence. 

§  IV.   Onde  solitaire. 

§  V.  Moment  d'instabilité  d'une  intumescence  quelconque.  Sta- 
bilité de  l'onde  solitaire  et  cause  de  sa  formation  fréquente. 

(')  Comptes  rendus  des  Séances  de  l' Académie  des  Sciences,  l8C3,  p.  3i2. 
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§  \  I.  Exameu  des  cas  où  riatumescence  n'est  pas  luie  oude  soli- 
taire. 

Mannheim  (A.).  —  Mémoire  sur  les  pinceaux  de  droites  et  les 
normalies,  contenant  une  nouvelle  exposition  de  la  théorie  des 
surjaces.  {^y  p.) 

L'étude  des  systèmes  de  rayons  (ou  congruences  de  droites^  peut 
être  faite  à  deux  points  de  vue  :  il  y  a  ce  qu'on  pourrait  appeler  la 
Géométrie  injinitésiinale  des  systèmes  de  rayons,  inaugurée  sur- 
tout par  Hamilton  ('),  continuée  par  Kummer,  dans  un  beau  IMé- 
moire  analytique  (^).  Dans  cette  Géométrie,  on  considère  un  des 
rayons  du  système  et  tous  ceux  qui  lui  sont  infiniment  voisins  et 
qui  forment  ce  qu'on  appelle  un  pinceau  de  droites,  et  l'on  étudie 
les  propriétés  de  ces  pinceaux,  sans  avoir  égard  à  l'ordre  et  à  la 
classe  du  système  de  rayons. 

D  y  a,  en  second  lieu,  la  Géométrie  finie  des  systèmes  de  rayons, 
où  l'on  considère  l'ensemble  de  tous  les  rayons  d'uu  système  d'ordre 
et  classe  déterminés,  et  où  l'on  étudie  les  propriétés  finies  du  sys- 
tème; Kummer  s'est  également  occupé  de  ce  genre  de  reclierches, 
et,  dans  un  Mémoire  remarquable  ('),  il  a  fait  une  étude  approfon- 
die des  systèmes  de  rayons  du  premier  et  du  second  ordre  ;  plusieurs 
géomètres,  entre  autres  Plùcker  et  Môbius,  ont  enricbi  cette  partie 
de  la  Géométrie. 

Dans  le  iMémoire  actuel,  M.  Mauulieim  s'occupe  de  la  Géométrie 
infinitésimale  des  systèmes  de  rayons,  poui"  en  faire  la  base  d'une 
théorie  géométrique  de  la  courbure  des  surfaces. 

Dans  le  premier  Paragraphe,  l'auteur  rappelle  la  notion  de  la 
droite  auxiliaire,  conception  qu'il  avait  déjà  introduite  en  i864  (*)• 
pour  l'étude  des  surfaces  réglées;  c'est  là  l'instrument  de  ses  dé- 
monstrations. 

Dans  le  deuxième  Paragraphe,  il  démontre,  d'une  manière  intui- 
tive, les  théorèmes,  sur  les  pinceaux  des  droites,  dus  à  Malus,  Stui'm, 
Hamilton,  Kummer,  et  ajoute  plusieurs  propositions  nouvelles. 


(*)  Transactions  of  the  Rojnl  Irish  Acattemyy  t.  XVI. 

(-)  Journal  de  Borchardt,   t.  57,  ou    Nouvelles  Annales,   années  1860,   1861,   1862, 
trad.  par  Dewulf. 

(')  Académie  des  Sciences  de  Berlin,  1866. 

(')  Bulletin  de  la  Société  Philomathique,  séance  du  2  avril. 
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Eu  lerminaut  son  Mémoire  sur  les  piiiceau5c  de  droites,  Kummer 

s'attaclie,  conunc  le  fait  remarquer  M.  Maunheim,  à  montrer  la 

relation  intime  qui  existe  entre  l'étude  des  systèmes  de  rayons  et  la 

théorie  de  la  courbure  des  surfaces. 

Cette  étude  est  l'objet  du  troisième  Paragraplic;  l'auteur  est 
ainsi  amené,  non- seulement  à  de  nombreux  résidtats  dus  à 
MM.  Joacliimsthal,  Bertrand,  Bonnet,  Lamarle,  Catalan,  etc.,  mais 
aussi  à  des  propriétés  qui  n'avaient  pas  été  signalées. 

BoussiNESQ  (J.).  — i5«7'  les  lois  qui  régissent,  à  une  première 
approximation,  les  ondes  lumineuses  propagées  dans  un  milieu 
homogène  et  transparent  d' une  contexture  quelconque.  (lo  p.) 
Voici  la  partie  principale  des  conclusions  de  l'auteiu"  : 
«  Quand  on  fait  abstraction  des  pouvoirs  dispersif  et  rotatoire,  la 
constitution  optique  d'un  milieu  transparent  est  géométriquement 
définie  au  moyen  d'un  ellipsoïde,  dit  d! élasticité,  et  d'une  droite  de 
longueur  donnée,  ou  axe  de  non-symétrie,  que  l'on  doit  concevoir 
menée,  à  partir  du  centre  de  l'ellipsoïde,  dans  une  direction  donnée 
également.  Le  milieu  peut  propager,  parallèlement  à  un  plan  dia- 
métral quelconque  de  l'ellipsoïde,  deux  systèmes  d'ondes  planes  à 
vibrations  quasi  transversales.  ...    » 

Painvin  (L-).  —  Détermination  de  l'aréle  de  rehroussement 
d  une  surface  développahle  déjinie  par  ses  équations  tangentielles. 

Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du 
i8  juillet  1870. 

Painvin  (L.).  —  Courhure  en  un  point  d'une  surface  définie 
par  son  équation  tangentielle.  (3o  p.) 

Mémoire  présenté  à  l'Académie  des  Sciences  dans  la  séance  du 
2  octobre  1871 . 

Les  titres  de  ces  deux  Mémoires  indiquent  suffisamment  l'objet 
des  recherches  de  l'auteur;  les  formules  cju'il  a  obtenues,  formidcs 
qui  n'avaient  pas  encore  été  données,  peuvent  être  utiles  dans  un 
grand  nombre  de  circonstances. 
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Au  moment  de  mettre  sous  presse,  nous  recevons  une  doidou- 
reuse  nouvelle.  M.  Clebscli  est  mort  le  7  novembre,  enlevé  dans  sa 
quarantième  année  par  une  courte  maladie.  L'illustre  géomètre 
nous  avait  honorés  jjlusieurs  fois  de  ses  communications  et  des 
marques  de  sa  bienveillance.  Nos  lecteurs  connaissent  ses  beaux 
Mémoires,  ses  travaux  si  originaux  et  si  profonds.  La  perte  pro- 
fondément regrettable  que  la  Science  vient  de  faire  sera  donc  cruel- 
lement ressentie  dans  notre  pays. 
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